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Parte I: Introduccion a la termodinamica



Capitulo 1. Termometria

1.1. Dilatacion
1.1.1. Estados térmicos; termoémetros

El sentido del tacto nos permite experimentar diversas sensaciones. Segun ellas, podemos clasificar
cuerpos en calientes, templados y frios. Vamos a asignar a cada uno de estos cuerpos un estado térmico
particular, segtin sea la sensacién térmica que nos produce. Por otro lado, un mismo cuerpo puede pasar
por diversos estados térmicos, y es posible comprobar que algunas de sus propiedades se modifican al
pasar de uno a otro.

Sin embargo, puede resultar ambiguo comparar diferentes estados térmicos segin la sensaciéon que
nos produzcan, ya que hacerlo puede conducir a resultados contradictorios. Tomemos, por ejemplo,
dos recipientes A y C' que contienen respectivamente agua fria y caliente. Si mezclamos cantidades
iguales de agua de cada uno de ellos en otro recipiente B e introducimos una mano en A y la otra
en C, y después de algunos minutos sumergimos simultdneamente ambas manos en B, notaremos que
para la primera, el agua tibia parece caliente, y para la segunda parece fria. Nuestra sensacién térmica
depende, pues, de cuestiones ajenas al estado térmico del cuerpo en cuestion.

Para poder comparar de manera inequivoca los estados térmicos de los cuerpos, es necesario susti-
tuir el sentido del tacto por algiin otro procedimiento que evite errores como los mencionados. Bastaria
con investigar alguna de las propiedades de los cuerpos que dependan del estado térmico.

La experiencia demuestra que una porcion de aire mantenida a presién constante aumenta su
volumen al ser calentada y lo disminuye al ser enfriada. Para comprobar este hecho pensemos en el
siguiente experimento: una ampolla de vidrio A llena de aire que se prolonga en un tubo recto, largo
y delgado, parcialmente lleno de agua, se sumerge vuelta hacia abajo en agua, como muestra la fig. 1.
Si se toma la ampolla con ambas manos —suponiendo que estas estan mas calientes que la ampolla—,
0 se aproxima una llama, el aire aumenta de volumen haciendo descender el nivel de agua del tubo.
Si luego se deja enfriar la ampolla, el aire se contrae, y el agua asciende por el tubo hasta una cierta
altura h.

Figura 1: Termémetro de Galileo.

Este aparato, ideado por Galileo, puede utilizarse para comparar los estados térmicos de diversos
cuerpos. Para ello, estos se colocan en contacto intimo con la ampolla A y se observa, midiendo la altura



h, la variacion de volumen del aire. Si ordenamos los cuerpos, asignando los primeros lugares a los que
produjeron menores voliimenes de aire en la ampolla, y los iltimos lugares a los que causaron mayores
volimenes, obtendremos una serie de estados térmicos. Decimos que dos cuerpos tienen iguales estados
térmicos si producen iguales volimenes del aire (es decir iguales alturas h) en la ampolla A. Si las
alturas no son iguales, diremos que el estado térmico del cuerpo al que corresponde mayor volumen de
aire es, por definicion, superior al del otro. Galileo usé este dispositivo, al que denominé termémetro,
para determinar el estado febril de un enfermo, para lo cual introducia la ampolla en la boca del
paciente.

El termémetro de Galileo presenta algunos problemas, siendo los principales que:

a) sus indicaciones dependen de la presién atmosférica, ya que si el aire exterior aumenta su presion
sobre el agua, esta sube hasta una altura mayor en la columna, puesto que el aire —o el gas de
que se trate— encerrado en la ampolla es una sustancia compresible.

b) las indicaciones de varios termdémetros no son comparables entre si, a menos que sean exacta-
mente iguales, lo cual resulta impracticable o de aplicacién muy restringida.

Un procedimiento utilizado para evitar la influencia de la presién atmosférica consiste en emplear
un fluido que sufra variaciones despreciables de volumen ante cambios de la presién atmosférica, por
ejemplo un liquido. Los liquidos presentan un comportamiento analogo al de los gases: al ser calentados
aumentan de volumen, y al ser enfriados se contraen. Sin embargo, las variaciones de volumen de los
liquidos son mucho menores que las que experimentan los gases al ser calentados de la misma manera;
entonces, para detectar estas variaciones, es necesario disminuir el didmetro del tubo.

El termémetro de liquido consta de una ampolla A (fig. 2) llena de alcohol, mercurio o algin
otro liquido conveniente, que se prolonga en un tubo vertical delgado, cerrado en su extremo superior
para evitar la evaporacién. La posicién de la interfase S permite comparar los estados térmicos de
diversos cuerpos al ser puestos en contacto con la ampolla A. Para lograr que las lecturas de distintos
termdémetros sean comparables entre si, se fija una escala al tubo, numerdndose las divisiones de
manera que coincidan con las de un determinado termémetro elegido arbitrariamente, al ser ambos
puestos en contacto con el mismo cuerpo en sucesivos estados térmicos. El niimero de la escala que
corresponde al estado térmico de un cierto cuerpo se denomina su temperatura, en dicha escala. Como
se vera en §1.2, existen distintas escalas de temperatura, y las unidades correspondientes se denominan
grado de la escala respectiva. Por ejemplo, grado Celsius, grado Fahrenheit, etc.

1.1.2. Dilatacion térmica lineal de los solidos

No solo los gases y liquidos tienden a aumentar su volumen al contacto con cuerpos calientes; en
sélidos ocurre algo semejante. Este fenémeno se denomina dilatacién térmical. La dilataciéon de un
sélido puede observarse cualitativamente mediante la experiencia de Gravesande: la esfera E (fig. 3)
se construye de manera que, a temperatura ambiente, pase exactamente por el anillo A. Si se calienta
dicha esfera lo suficiente, se observa que no puede pasar por el anillo, lo cual muestra que su volumen
ha aumentado.

Al considerar el fenémeno de dilatacién térmica podemos estudiar el aumento de las magnitudes
lineales del cuerpo o el aumento de volumen producido. En el primer caso nos referimos a la dilatacién
lineal; en el segundo, a la dilatacién volumétrica o cibica. El primer concepto solo tiene significado en el
caso de cuepos solidos, ya que los fluidos carecen de forma y por tanto de magnitudes lineales definidas.
La dilatacién volumétrica, en cambio, puede manifestarse en cualquier cuerpo, independientemente de
su estado fisico. En el tratamiento que sigue, excluiremos de nuestras consideraciones las variaciones
de volumen debidas a cambios en condiciones exteriores distintas de la temperatura tales como la
presién, y las que pueden producirse en un cuerpo al pasar de un estado a otro, o al modificarse su
constitucion quimica.

'El término dilatacidn estd empleado de una manera general, ya que existen algunos ejemplos de materiales que
responden disminuyendo su volumen ante aumentos de temperatura. Tal es el caso del tungstato cibico de circonio
(ZrW20s) en un amplisimo rango de temperaturas, o del agua, entre 0 y 4 °C. Si se desea mantener la palabra dilatacion,
para incluir casos como estos, hay que contemplar la posibilidad de una dilatacién térmica negativa.



Figura 2: Termémetro de liquido.

Figura 3: Experiencia de Gravesande.

La dilatacion lineal de los sélidos es susceptible de ser medida. Consideremos una barra rigida de un
dado material. Sumergimos esta barra en un bano a temperatura Ty, conocida, y luego de esperar que
se establezca el equilibrio térmico, medimos su longitud £y. Ahora repetimos la operacién sumergiendo
la barra en otro bano a temperatura 7. Si comparamos la longitud ¢ de la barra a temperatura T,
veremos que en general es diferente. Podemos repetir la experiencia sumergiendo la barra en distintos
banos térmicos a temperaturas diferentes. Lo que se observa experimentalmente es que

%O(AT, (1)

donde A/ es la variacién de longitud de la barra y AT es la variacion de su temperatura. Si llamamos



Tabla 1: Coeficientes medios de dilatacion lineal entre 0°C y 100°C para algunos sélidos.

Sustancia 107°/grado | Sustancia 1075 /grado
Plomo 2,920 Niquel 1,268
Estano 2,669 Hierro dulce 1,208
Aluminio 2,380 Platino-iridio (10 %) 0,892
Cobre 1,650 Vidrio Jenna 0,807
Cinc 1,650 Porcelana 0,303
Acero 1,362 Diamante 0,132

coeficiente de dilatacién lineal A al factor de proporcionalidad, podemos escribir

Al
— = MAT (2)
l
Tomando limite para incrementos de temperatura pequenos, la expresién anterior puede reescribirse
de la siguiente manera:
e
dT
cuya resolucién, suponiendo que A no cambia sustancialmente con T', conduce a

M, (3)

UT) = AT | (4)

donde la constante A puede despejarse si se conoce la longitud ¢y de la barra a una temperatura de
referencia Tj. Con estas consideraciones, la ec. (4) puede expresarse como

UT) = LoeMT—T0) (5)

Debido a que la dilatacion de sélidos es un fenémeno relativamente poco apreciable, el coeficiente A
es muy pequeno, de manera que puede aproximarse la funcién exponencial de la ec. (5) de la siguiente
manera:

UT) = Lo[1+ MT —To)] (6)

De hecho, el coeficiente A es tan pequenio que las ecs. (5) y (6) conducen a resultados practicamente
iguales en todo el intervalo de temperaturas compatible con la existencia de una barra sélida. Sin
embargo, se observa que dicho coeficiente depende de la temperatura, y en ese sentido, si no se
considera la dependencia de A con T, tanto la ec. (5) como la (6) son aproximaciones. Es habitual
trabajar en rangos de temperaturas restringidos, dentro de los cuales tal aproximacion es razonable.
Por este motivo, es més correcto referirse al coeficiente de dilatacién térmica como un coeficiente
promedio A, vélido en un cierto intervalo de temperaturas. Por simplicidad, y en consonancia con la
notacién méas comunmente utilizada, a partir de ahora llamaremos \ al coeficiente promedio .

En general, puede decirse que A representa el aumento medio de longitud que experimenta una
barra de longitud inicial unitaria ({y = 1) por cada grado de aumento de temperatura en el intervalo
considerado. Su valor es muy pequefio; en efecto, su orden de magnitud es generalmente 10~°/grado.
Los valores de los coeficientes de dilatacion lineal de distintos sélidos son presentados en la tabla 1.

1.1.3. Dilatacion volumétrica de los sélidos isétropos

Se llama solidos isétropos a aquellos cuyas propiedades no dependen de ninguna direccién parti-
cular. Entonces, en un cuerpo isétropo el coeficiente de dilatacion lineal no depende de la direccion
considerada: al aumentar su temperatura de Ty a T, todas sus dimensones lineales aumentan en la
misma relacién £/¢y, de tal modo que el cuerpo aumentard de volumen manteniendo su forma. Si
consideramos un sélido con forma de cubo, resultara (ec. 6),

3
; = <;) = (1 + AAT)? =14 3MAT + 3(A\AT)? + (\AT)? (7)
0 0
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Despreciando los términos en (AAT)? y (AAT)3 por ser sumamente pequefios y mucho menores quelos
otros términos del desarrollo (ver tabla 1), podemos escribir

3
V=" <;> = Vo(1 4+ 3AAT) = Vi(1 + 7AT) (8)
0

donde v = 3\ es el coeficiente de dilatacion volumétrica del sélido. Estas consideraciones son aplicables
a sélidos isétropos de cualquier forma; para mostrar esto basta imaginar el cuerpo compuesto por un
gran numero de cubos muy pequenios. Cada uno de estos cubos se comportard segin la ec. (8), con lo
cual, todo el cuerpo lo hara.

1.1.4. Aplicaciones de la dilatacién de los sélidos

Péndulo compensador

Los relojes de péndulo estdn sometidos a las variaciones de la temperatura ambiente, que modifican
la longitud del péndulo y por ende, su periodo de oscilacién t:

t= 27‘(\/% (9)

El reloj, entonces, adelantaria en invierno y atrasaria en verano, si no se evitara o se compensara
la dilatacién térmica del péndulo. Para resolver este problema se construyen péndulos compensados,
como se muestra en la fig. 4. La masa M esta suspendida de una serie de varillas, unas de acero, que
a temperatura Ty tienen longitudes 6}40 y ZQAO y otras de latén, que a temperatura T tienen una
longitud ¢, o, reunidas de tal manera qﬁe si la dilatacién de las primeras tiende a hacer descender la
masa M, la de las segundas produce el efecto contrario. Como los coeficientes de dilatacion de ambos
metales son diferentes (siendo mayor el del latén) es posible elegir convenientemente las longitudes de
las varillas de tal manera que ambos efectos se compensen, y la posicién de M permanezca constante.

Sea la0 = 6}470 + 512470 la suma de las longitudes de las varillas de acero a Ty y A4, su coeficiente
de dilataciéon mientras que £19 y Az son los valores correspondientes para las varillas de latén. Los
aumentos respectivos de longitud para la temperatura T serdn: Aly = Lagha(T — Tp) y Al =
lroAL(T — Tp). Si ambos son iguales,

AKA—AEL:€A70)\A(T—T0)—€L70)\L(T—T0):O, (10)

la posicién de la masa M se mantiene invariable, y por lo tanto la condicién de compensacion es:

00T —Tp) =LA (T —Tp) (11)
es decir,
oo AL
AV 2L 12
lro Aa (12)

1.1.5. Dilatacion absoluta y dilatacién aparente de los liquidos

Como ya se ha dicho, en el caso de un fluido, solamente tiene significado la dilataciéon volumétrica,
por lo tanto, se cumple la ec. (8), donde ahora ~ es el coeficiente medio de dilatacién (volumétrica)
del liquido. Recordando que la densidad p estd relacionada con la masa m y el volumen V de un
cuerpo mediante la expresién p = m/V, si no hay variacién de masa (sistema cerrado), se cumple que
pV = poVp, con lo cual, la ec. (8) conduce a

0o

— v 1
1+ ~AT (13)

p
Es posible observar la dilatacién de los liquidos mediante un dilatémetro. Este aparato consta de un
recipiente generalmente de vidrio, que se prolonga en un largo cuello graduado. La graduacién indica
el volumen hasta cierta division, si el aparato estd a la temperatura homogénea Tj. Introduciendo una
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Figura 4: Péndulo compensador. A: vista normal del dispositivo. B: vista esquemaética a la temperatura
Ty. C: vista esquemadtica a la temperatura 7T

cierta cantidad de liquido a temperatura Tp, se lee su volumen Vj. Luego, se calienta todo el aparato
hasta T' > Ty y vuelve a leerse su volumen V. Esta lectura se denomina volumen aparente del liquido
a temperatura 7T

El liquido ha experimentado una variacién aparente de volumen igual a V, — Vj; sin embargo,
el aumento verdadero (o absoluto) es en realidad mayor, pues al pasar de T a T, el recipiente ha
aumentado de volumen, y las indicaciones de la graduacion seran ahora erréneas por defecto. Si se
trata aquel aumento aparente de volumen como si fuera un aumento absoluto, y se calcula el coeficiente
de dilatacién correspondiente con la ec. (8), se obtiene un valor 7, menor que el verdadero, que se
denomina coeficiente medio de dilatacion aparente del liquido en el recipiente considerado:

Vo =Vo(1 +7AT), (14)
con lo cual Vo —
a— V0
a — 1
Yo = AT (15)

Para calcular el verdadero coeficiente v de dilatacion del liquido, es necesario primero calcular
el aumento de volumen del recipiente. Al pasar de Ty a 7', su volumen interior experimenta una
variacién AV, = V,. — Vj igual a la que experimentaria una masa de vidrio que llenara el recipiente
completamente. Entonces, podemos escribir



Ve = Vo(1+7,AT), (16)

donde 7, es el coeficiente medio de dilatacién cibica del recipiente. Por otro lado, podemos escribir
una ecuacién similar para el liquido utilizando su coeficiente verdadero de dilatacién ~:

Ve =W(1+~AT), (17)
Las ecs. (14), (16) y (17) pueden escribirse de manera més conveniente:
AVy = Vo AT 3 AV, = Vo AT 5 AV = ViyAT (18)
pero AV, = AV, — AV, con lo cual v, = vy — 7, o bien,

Y =Ya+ W (19)

De la misma manera que ocurre con los sélidos, los liquidos en general aumentan su volumen al au-
mentar su temperatura. Una excepcién notable a este comportamiento general es el caso del agua. Si
bien es cierto que por encima de 4 °C el agua se dilata al aumentar su temperatura, por debajo de
dicho valor, ocurre lo contrario: a medida que se enfria (hasta llegar al punto de congelacién), el agua
se dilata. Dicho de otra manera, una cierta masa de agua tiene volumen minimo a 4 °C, o bien, el
agua alcanza su méaxima densidad a 4 °C.

1.2. Escalas termométricas
1.2.1. El termémetro de mercurio

En 1664 el fisico inglés Robert Hooke observé que la columna de un termémetro puesto en contacto
con una mezcla de hielo y agua (hielo fundente) siempre muestra la misma longitud, a pesar de las
variaciones de la temperatura ambiente. Esto indicé al cientifico que la temperatura del hielo fundente
es constante. Al afio siguiente, el cientifico holandés Christiaan Huygens observé algo similar con la
ebullicién del agua: si la presiéon atmosférica es constante, la temperatura de ebullicién del agua es
también lo es.

A partir de estos dos experimentos se pudo disponer de dos puntos fijos para comparar las in-
dicaciones de todos los termdmetros, sin necesidad de transportarlos de un lugar a otro. Se adoptd
el mercurio como liquido termométrico, ya que esta sustancia mantiene el estado liquido en un am-
plio rango de temperaturas que incluye la solidificacién y la ebullicién del agua, es facilmente visible,
aun en hilos muy delgados, es buen conductor del calor —con lo que el equilibrio térmico se esta-
blece rapidamente—, su coeficiente de dilatacién es mayor que la de cualquier otro liquido, no queda
adherido al descender la columna termométrica —como sucede en el caso del alcohol—, etc.

Para establecer la escala de temperaturas se consideran los dos puntos fijos descriptos y la porcién
de tubo comprendida entre ambos se divide en cien partes iguales, las cuales se numeran de cero a
cien. Cada una de las divisiones obtenida se denomina grado. La escala termométrica asi determinada
se denomina escala Celsius o centigrada. De esta manera, cero grados (0°) es la temperatura del hielo
fundente y cien grados (100°) es la temperatura del agua en ebullicién a la presién atmosférica de 76
cm de mercurio —a la temperatura de 0° y suponiendo g = 980,665 cm/s>—. Por debajo del punto
cero, y por encima del cien, puede continuarse la graduacién del tubo en partes de volimenes iguales,
quedando asi definidas las temperaturas menores que cero hasta el punto de solidificacién del mercurio
(-38,85°), y mayores que cien hasta el punto de evaporacién de dicha sustancia (356,7°).

1.2.2. Escalas relativas de temperatura

Existe un sinntimero de posibilidades para elegir los puntos fundamentales de un termémetro y el
nimero de divisiones comprendidas entre los dos puntos fijos. Por lo tanto, es posible construir una



gran cantidad de escalas termométricas. Las mas usadas son las escalas Celsius, Farenheit y Kelvin o
escala absoluta, que se vera mas adelante. Otra escala, ya en desuso, es la de Réaumur, cuyos puntos
fundamentales coinciden con los de la Celsius, pero cuyo intervalo estd dividido en ochenta partes
numeradas de 0 a 80. El cero de la escala de Farenheit es méas bajo que los anteriores, y corresponde
a la temperatura de una mezcla de hielo, agua y cloruro de amonio; el punto fijo superior coincide
con el de la escala Celsius, pero estd marcado con el nimero 212. A la temperatura del hielo fundente
corresponde la divisién ntimero 32.

Llamando ¢, r y f las indicacones de los termometros Celsius, Réaumur y Farenheit, respectiva-
mente, podemos escribir

c T f—32 c T
— - - es decir. = = — = 20
100 80 212—32° 9 57 9 (20)

Esta formula sirve para convertir las lecturas de una escala a otra.

1.2.3. Escala absoluta de temperaturas

Presién de un fluido

Se denomina presién de un fluido (sea este gas o liquido) a la fuerza por unidad de superficie que
ejerce sobre las paredes del recipiente que lo contiene, o sobre cualquier otra superficie inmersa en el
seno del fluido. Si se introduce una pequeiia placa de prueba dentro del recipiente, veremos que el
fluido no produce una fuerza neta sobre ella, ya que la presién ejercida sobre una cara de la placa
estd compensada por la que se ejerce sobre la otra —ver fig. 5(a)—. Consideremos un dispositivo para
medir presiones consistente en un resorte adosado a la placa de prueba; para poder medir la presion
sera necesario eliminar el fluido existente de un lado de la placa, de manera que no se compense la
presion que se ejerce del otro lado. De esta manera, se obtiene un mandmetro, o instrumento para medir
presiones, como el que se muestra en la fig. 5(b). Para obtener resultados cuantitativos es necesario
calibrar el resorte para que el desplazamiento de la placa respecto de su posicién de equilibrio permita
leer la fuerza exterior y, dividiendo por el dera conocida, la presion que se ejerce sobre la placa.

Si se rota el manémetro de la fig. 5(b) en una direccién cualquiera, puede verse que la presién
en el fluido es independiente de la orientacién de la superficie. Esto nos muestra una caracteristica
muy importante de la presién en el interior de un fluido: se ejerce con igual intensidad en todas las
direcciones, es decir, no es una magnitud vectorial, sino escalar. Existen distintos dispositivos para
determinar la presion del fluido. Por ejemplo, es posible utilizar un tubo que contenga una columna
de mercurio de masa m y volumen V', segiin se representa en la fig. 5(c). Si llamamos h a la altura de
la columna de mercurio requerida para el equilibrio, el fluido ejercerd por unidad de superficie de la
placa una fuerza mg/S = mgh/V = pgh donde p es la densidad del liquido y g la aceleracién de la
gravedad. Esta fuerza por unidad de superficie es la presion buscada. Como el mercurio es inmiscible
con la gran mayoria de los liquidos y es de muy alta densidad, resulta una sustancia muy usada para
determinar presiones; por este motivo, el valor de esta magnitud suele expresarse en milimetros de
mercurio —la presién atmosférica, por ejemplo, es aproximadamente igual a 760 mm de mercurio—.
A continuacién se muestran algunas unidades de presion.

kg
ms?
1 atm = 760 mm de Hg = 101325 Pa
1 bar =10° Pa ~ 1 atm
1 torr = 1 mm de Hg

N
1Pa =1 =1
m

Termémetro de gas

En la fig. 6 se muestra un dispositivo —termdmetro de gas a volumen constante—utilizado para
medir la temperatura en funcién de la presion de un gas. Todos los gases se comportan de manera
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a) 0)

Figura 5: (a) Cuando se introduce en un gas una placa de prueba, no se ejerce sobre el gas fuerza
resultante alguna. (b) Si de un lado de la placa hay una cdmara vacia, podra medirse, en principio, la
presién del gas con un resorte. (c¢) La fuerza del resorte puede sustituirse por el peso de una columna
liquida que produzca una fuerza pgh por unidad de superficie.

similar a presiones suficientemente bajas y temperaturas suficientemente altas. Sin embargo, para que
el instrumento no dependa de las pequenas variaciones que puede haber entre gases diferentes, se
ha elegido el hidrégeno como gas patrén para la confeccién del termémetro. Este elemento presenta
la ventaja mantenerse en estado gaseoso hasta una temperatura muy baja y ademds es facilmente
disponible en forma pura. Para que el volumen del gas se mantenga constante en su depdsito, se
mueve verticalmente el recipiente que contiene mercurio hasta que su nivel en el capilar de la izquierda
alcanza una marca de enrase A. Sobre B se tiene vacio, de manera que la presién del hidrégeno queda
determinada por h que es la separacién entre los niveles B y A.

Para obtener la escala del termémetro de gas, se introduce el depdsito de gas en un bano con
hielo fundente y se mide la presién FPy. A continuacion, se introduce dicho depdsito en un bafio de
agua en ebulliciéon a la presién de una atmoésfera y se mide la nueva presiéon Pjgp. Luego, la escala
de presiones entre Py y Pigg, dada por los dos niveles B leidos, se divide en 100 partes iguales. La
unidad de temperatura, es decir un grado centigrado, se representa entonces mediante un incremento
de presion igual a (Pigo — Pp)/100.

La fig. 7 representa graficamente el procedimiento descripto. El eje de ordenadas es la escala de
presiones y las abscisas corresponden a la escala de temperaturas. La recta que pasa por los puntos
correspondientes a Py y Pigp permite definir la escala de temperaturas. Para determinar la temperatura
desconocida de un dado cuerpo, basta colocar el depdsito de gas en contacto térmico con dicho cuerpo:
se mide la presion correspondiente, y la temperatura T, en grados Celsius queda determinada por la
grafica.

Analiticamente, la presién P y la temperatura T, en grados Celsius estardn relacionadas por la
ecuacion lineal

P=al.+b, (21)

donde b = P(0°C)=P, y, teniendo en cuenta que en el caso del hidrégeno, medidas precisas del cociente
Pigo/ Py arrojan un valor 1,3661,

Pioo—F  Pioo—FPo (Pwo _ 1> Py Py

= = =0,3661—— 22
“ = 100°C — 0°C 100°C P 100°C ’ 100°C’ (22)
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Deposito de
mercurio

Gas (H,)
Mercurio
Manguera flexible
Figura 6: Termometro de gas a volumen constante.
P (mm Hg)
-273,15
-300
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T T ‘ T ‘ ‘ T ‘ T ‘ i ‘ -
0 100 200 300 400 500 600 T (K)

Figura 7: Termometro de gas a volumen constante.

o bien,
P
a=—"
273,15°C
Entonces, la ec. (21) se expresa como
P
P=—"T.+F
273,15°C ¢ 10

Si despejamos la temperatura en funcién de la presion obtenemos

273,15°C

To= (P~ R)="p

Es decir,

P
T.= —273,15°C — 273,15°C
Py

12



Escala absoluta o Kelvin

Si se desplaza el cero de la escala de temperaturas desde el punto de congelacién del agua a
-273,15°C, se obtiene una nueva escala de temperaturas que es absoluta, pues no depende de la
sustancia termométrica, ya que el punto de corte del eje de las temperaturas es comin a todos los
gases. La relacién existente entre la temperatura Celsius T, y la temperatura absoluta 7', también
llamada temperatura Kelvin (K), estd dada por

T =T,+273,15 (27)

De las ecs. (26) y (27), y también de la fig. 7, es posible deducir que la temperatura absoluta es
directamente proporcional a la presién; en otras palabras,

P
T=—273,15 28
523 (28)

Es importante notar que segin la ec. (27), un gas a la temperatura de -273,15°C ejerceria una presién
nula. Esto sugiere (ver fig. 7) que una temperatura menor implicarfa una presién negativa, lo cual no
tiene sentido. Esta observacion resulta particularmente importante, ya que impone un limite inferior
para las temperaturas, de manera que no pueden existir temperaturas Kelvin negativas. Por otra
parte, el tamano de la unidad de temperatura es el mismo para ambas escalas, Kelvin y Celsius; vale
decir que entre los puntos de congelacién y ebullicién del agua a una atmédsfera hay 100 divisiones en
ambos casos.

El termoémetro de gas es particularmente 1til en comparaciéon con los termémetros de liquidos y
sélidos, ya que su escala de temperaturas resulta satisfactoria en todo el dominio de temperaturas
para cualquier gas si su densidad es suficientemente baja. Es decir, el cociente entre las presiones del
gas a las temperaturas de ebullicién y congelacién del agua es Pigg/ Py ~ 1,3661, independientemente
del tipo de gas —siempre que tenga baja densidad—. Recordemos que este hecho proporciona la base
de la escala de temperaturas Kelvin con el punto de cero absoluto en -273,15°C. Debe notarse que la
afirmaciéon de que la escala construida utilizando cualquier gas resulta satisfactoria en todo el dominio
de temperaturas asume que estamos pensando en temperaturas superiores al punto de condensacion
del gas (alrededor de 20 K para el hidrégeno). Para medir temperaturas inferiores, obviamente no
puede emplearse el termdémetro de gas y deberd definirse la escala de temperatura de alguna otra
manera.

El dominio de temperaturas al que se ha podido tener acceso es extraordinariamente grande. Si
bien existe un limite inferior para las temperaturas que pueden alcanzarse —el cero absoluto—, no
parece existir un limite superior. En la tabla 2 se da una escala de las temperaturas medidas para
diversos fenémenos.

1.3. (Gases ideales

El concepto intuitivo que tenemos sobre los gases es que se trata de sustancias que tienen la propie-
dad de adoptar el volumen del recipiente que las contiene. Si ponemos un gas en una caja de volumen
V', entonces el volumen del gas serd V. Ya hemos dicho que un gas ejerce cierta presién P sobre las
paredes que lo contienen. También hemos dicho que la temperatura 71" del gas puede variar si este es
puesto en contacto con un cuerpo caliente, por ejemplo. Entonces, si el sistema es cerrado —es decir,
la cantidad de materia permanece constante—, el gas quedara caracterizado por tres magnitudes: la
presion P, el volumen V' y la temperatura 7. Estas magnitudes se denominan variables termodinami-
cas del gas.

1.3.1. Ley de Boyle-Mariotte

Los fisicos Boyle (inglés) y Mariotte (francés) encontraron independientemente, en el siglo XVII,
una relacion entre P y V, asumiendo que la temperatura del gas se mantiene constante y que el
recipiente que contiene el gas es hermético (sistema cerrado).
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Tabla 2: Temperaturas absolutas para diversos fenémenos.

Temperatura (K) Fenémeno

~ 0,005 Temperatura mas baja obtenida en el laboratorio
1 El helio se solidifica bajo presién

4 Ebullicién del helio

20 Ebullicién del hidrégeno

45 Superficie de Plutén

90 Ebullicién del oxigeno

234 Fusién del mercurio

273,2 Fusion del hielo

373 Ebullicién del agua

600 Fusién del plomo

900 Turbina de vapor

2000 Fusion del hierro

4500 Ebullicién del carbono

6000-10000 Superficie de las estrellas

6170 Ebullicién del tungsteno

15000 Casi todas las sustancias estdn totalmente ionizadas
300000 Bomba atémica (globo de 15 m de didmetro)
106 Corona solar

107-108 Interior de las estrellas

108 Bomba de hidrégeno

Experimentalmente establecieron que la presiéon P y el volumen V' de un gas tienen una relacién
inversa, de manera que si el volumen aumenta, entonces la presiéon disminuye y viceversa —cuando la
temperatura se mantiene constante—, como se ilustra en la fig. 8: al abrir la valvula, el gas duplica
su volumen (V2 = 2V)), pero disminuye su presién a la mitad (P> = P;/2), como puede verificarse con
el mandémetro dispuesto para ese fin.

B: llave abierta

A: llave cerrada T,=T,

Figura 8: Ley de Boyle-Mariotte.

Este comportamiento puede resumirse de la siguiente manera: a temperatura constante,

PV = cte. (29)

1.3.2. Ley de Gay-Lussac

La ley de Boyle-Mariotte se refiere a las transformaciones que sufre un gas a temperatura constante,
es decir, en procesos isotérmicos. Pensemos ahora en un gas sometido a otro tipo de proceso en el cual
el volumen permanece constante (proceso isocdrico). Es el caso del termdémetro de gas estudiado en
§1.2.3 (ver fig. 6). Como vimos, se verifica experimentalmente que la presién varia linealmente con la
temperatura, es decir,

P=aT+b, (30)
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donde a y b son constantes. Si ademas, la escala elegida para medir la temperatura es la escala absoluta,
como vimos, b = 0. En este caso, la ley de Gay-Lussac puede escribirse como

P
T = cte. (31)

&

=

-273,15 T (°C)

Figura 9: Ley de Gay-Lussac.

La fig. 9 muestra el aumento lineal de la presiéon con la temperatura cuando un gas encerrado
en un recipiente a volumen constante es calentado. Esta ley de tipo lineal en realidad es observada
solamente para gases con baja presion.

1.3.3. Ley de Charles

FEl cientifico francés Jacques Charles observo, a fines del siglo X VIII, que los gases tienden a expan-
dirse cuando se calientan a presion constante. En particular, el volumen aumenta proporcionalmente
con la temperatura Kelvin (ver fig. 10).

P =cte.

T !

Figura 10: Ley de Charles.
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La ley de Charles puede escribirse como

— = cte. (32)

N[ <

donde T es la temperatura absoluta del gas.

1.3.4. Ley de Avogadro

Consideremos un recipiente cerrado que contiene una cierta masa de gas, en el cual se mantiene
la temperatura y la presién constante (mediante un émbolo movil que soporta un cierto peso, por
ejemplo). Pensemos que se inyecta una cierta cantidad del mismo gas. Amadeo Avogadro observé, en
el siglo XVIII, que el volumen V del gas aumenta. Es decir, si aumenta el nimero de particulas en un
gas, a P y I constantes, aumenta V.

Para contar de manera conveniente el nimero de particulas (moléculas) de un gas, se introdujo
una unidad denominada mol. Se entiende por un mol de sustancia a una cantidad fija de particulas,
de manera tal que un mol del is6topo méas comtn del carbono, el carbono-12, pese 12 g. El ntimero
correspondiente resulta ser 6,02214076 x 10%3. Si hablamos de una sustancia de mayor densidad, la
masa de un mol sera mayor, pero el nimero de particulas que la integran es, por definicién, el mismo.
En palabras simples: aunque una docena de sandias pesa mas que una docena de bananas, en ambos
casos, se trata de doce unidades. Resumiendo:

= 1 mol de alguna sustancia es equivalente a 6,02214076 x 10?3 unidades elementales.

= La masa de un mol de sustancia, llamada masa molar, es equivalente a la masa atémica o
molecular (segin se haya considerado un mol de 4tomos o de moléculas) expresada en gramos.

Entonces, podemos expresar la ley de Avogadro en términos del nimero n de moles de un gas:

v
— = cte. 33
~ cte (33)

1.3.5. Ecuacién de estado de los gases ideales

Se denomina gas ideal a un gas que cumple simultaneamente las leyes de Boyle-Mariotte, Gay-
Lussac, Charles y Avogadro. Considerando que deben cumplirse las ecs.(29), (31), (32) y (33), podemos
escribir

PV = cte. nT (34)

En realidad, no existen los gases ideales, pero para bajas presiones, el comportamiento de los gases
reales es muy similar a lo predicho por la ec. (34). En particular, se observa experimentalmente que
la constante tiene un valor R = 0,08205746 ¢ atm/(K mol)=8,31446261815324 J/(K mol).

La constante R se denomina constante universal de los gases ideales. Con esa definicién, podemos
decir que un gas ideal es una sustancia que cumple con la siguiente ecuacion, llamada ecuacion de
estado:

PV =nRT (35)

1.3.6. Ley de Dalton

Esta ley fue formulada por el cientifico britanico John Dalton a comienzos del siglo XIX. Establece
que la presiéon P de una mezcla de gases que no reaccionan quimicamente es igual a la suma de las
presiones parciales P; que ejerceria cada uno de ellos si estuviera solo en el recipiente:

P=>"P (36)
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Esta ley resulta muy facil de aceptar si nos aventuramos a considerar la naturaleza microscopica de la
materia, en particular la de los gases. En efecto, si pensamos que la presién de un gas estd relacionada
con la fuerza que sus moléculas ejercen sobre las paredes del recipiente que lo contiene, la conclusion
l6gica es que al mezclar varios gases diferentes, las moléculas de cada uno de ellos aportara su parte
de presién a la suma total. Para poder hacer este razonamiento, sin embargo, es necesario asumir que
ninguno de los gases presentes en la mezcla ejerce algin tipo de influencia sobre los otros.

Mezcla de gases ideales

Consideremos dos gases ideales (que como buenos gases ideales no reaccionan quimicamente) a la
misma temperatura 7', contenidos en sendos recipientes de volimenes V; y Vb, con presiones P y
P, o, de manera que haya n; moles del gas de tipo 1 en el recipiente de volumen V7 y no moles del gas
de tipo 2 en el recipiente de volumen Vs, como muestra la fig. 11. A partir de la ec. (35) de los gases
ideales podemos escribir, para cada recipiente:

anT . P - TLQRT
V1 ) 2,0 — ‘/2

Pio= (37)
Si se conectan los dos recipientes mediante un tubo de volumen despreciable, después de esperar el
tiempo suficiente, y manteniendo la temperatura constante, ambos gases se habran mezclado ocupando
cada uno de ellos la totalidad de los dos recipientes.

r‘:;;- “\:h
y
PLO, V,n,T Pz,o’ V,n,T
N J
— Llave cerrada
8 )
r':"? “\::\
o/
LTave abierts
8 )

Figura 11: Ley de Dalton.

A partir de la ecuacién de estado de cada gas,

ni RT . TLQRT

_ . p, = efit 38
Vi+Vve T VitV (38)

1
y vemos que la presién final de cada gas P; y P» ha disminuido, al haberse expandido por todo el
volumen V; + V5. Por otro lado, la ley de Dalton nos dice que la presién total es P = P} + P», con lo
cual, usando la ec.(38),
p— anT + TLQRT :
Vi+Ve Vi4Vs

(39)
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es decir,
_ (n1 +n2)RT

Vi+ Vs
Esta ec.(40) nos dice que la mezcla de dos gases ideales con 1y y ng moles de cada tipo se comporta

como un unico gas ideal que contiene ny + ny moles. Esta afirmacién puede extenderse a un nimero
arbitrario de gases ideales.

(40)

1.3.7. Calibracion de termémetros

Calibracion del termémetro de Galileo

Cuando presentamos el termémetro de Galileo de la fig. 1, apenas pudimos decir que era un
aparato que podia utilizarse para ordenar distintos cuerpos segin sus estados térmicos, ya que no
habiamos introducido ain ninguna escala termométrica. Por otra parte, como se menciond, es necesario
considerar la influencia de la presién atmosférica y el hecho de que dos termémetros de Galileo distintos,
puestos en contacto con el mismo objeto, podrian marcar distintas temperaturas. Para superar estos
inconvenientes, es necesario calibrar los termoémetros, es decir, asignar a cada lectura un valor particular
de temperatura en una escala determinada, teniendo en cuenta la presién atmosférica.

Como se explico al comentar la fig. 5, la presion de un gas en contacto con una columna de fluido de
altura hg puede calcularse como el producto pghg, donde p es la densidad del fluido y g, la aceleracion
de la gravedad. En el caso del termometro de Galileo, vemos que un punto situado en la superficie del
fluido de la cubeta, sometido a la presién atmosférica P,, soporta la presién de una columna de altura
ho mas la presion Py del gas encerrado en el bulbo; es decir,

P, = Py + pghg (41)

Si consideramos que el gas en el interior del bulbo se comporta como un gas ideal, poniéndolo en
contacto con un cuerpo de temperatura conocida Ty podemos escribir

PoVo = (Py — pgho)Vo = nRTy (42)

donde el valor de Vj) se lee en la escala graduada, y se ha sustituido el valor de Py que se obtiene a
partir de la ec. (41). Entonces, tenemos que

R = La=pgho)Vo.
To

(43)
Si ahora ponemos el bulbo en contacto con un cuerpo de temperatura 7T, desconocida, y vemos que la
altura que adquiere la columna de liquido es h y el volumen del gas es V', podemos escribir

r_ PV _ (L pgh)V _ (Pa—pgh)V

_ T 44
nk nR (P, — pgho)Vp ° (44)

Como puede verse, para determinar una temperatura es necesario leer la altura h correspondiente al
volumen V' y conocer la presién atmosférica P,, asi como los pardmetros de la calibracién (ho, Vo y Tp).

Funcionamiento del termémetro diferencial

Otra opcién para medir temperaturas utilizando la ecuacién de estado de los gases ideales, y que
no depende de la presion atmosférica es el termémetro diferencial, mostrado en la fig. 12. Durante
su construccion, se inyecta en ambos bulbos la misma cantidad conocida n de moles de un gas,
supuesto ideal. Como los volimenes Vg de los bulbos son iguales, si ambos se mantienen a la misma
temperatura Tj, debido a la ecuacién de los gases ideales, ejercen la misma presién Py, de manera que
en esa situacién el desnivel de fluido Ah es nulo.

Si ahora se pone el bulbo 1 en contacto con una fuente térmica cuya temperatura T} se quiere
medir, por la ecuacién de los gases ideales podemos escribir

P1V1 = nRT1 N P2V2 = nRTO s (45)
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Ah -

Figura 12: Termémetro diferencial.

donde Tj es una temperatura de referencia, conocida, a la que se mantiene el bulbo 2. La diferencia
de estas presiones puede inferirse a partir de la lectura del valor de Ah:

P — P, = pgAh (46)

Por otro lado, puesto que la temperatura del bulbo 1 pasé de Ty a T, mientras que la del bulbo 2
permanecio igual a su valor inicial T,

PV PoWy

= PVy, = Py 47
T T y 2V2 0Vo, (47)
De las ecs. (47),
Vo Th Vo

=Rty p=p2 48
1 =Py v B=hy (48)

Usando las ecs.(46) y (48) escribimos

Vo Tn Vo

P — P, =pgAh=Py—— — Py— 49
1 2 P9 0‘/1 T 0‘/2 ) ( )

o bien,

pgAh = PV (Tl To)

— - — 50
To \Vi V2 (50)
Vemos que se puede determinar la temperatura 17 a partir de la lectura del desnivel Ah, que también
nos dice cudl es el valor de los volimenes Vi y Vs, ya que

Ah Ah

donde Ah es positivo si T > Tp. Sustituyendo estas expresiones en la ec. (50) se obtiene

1 n pgAh
Vo — AAR/2 PV

T, =T, ( ) (Vo + AAR/2) (52)
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Capitulo 2. Calorimetria

2.1. Cantidad de calor

Consideremos un experimento sencillo, en el cual se pone en contacto dos cuerpos cuyos estados
térmicos difieren entre si. Se observa que van modificando sus propiedades hasta que, si se espera
el tiempo suficiente, ya nada cambia. Se dice que, en esta situacion final, los cuerpos alcanzaron el
equilibrio térmico. Més aun, siempre que no se produzcan modificaciones quimicas o de estado fisico
(fusién, evaporacion, etc.) la temperatura final de equilbrio estard comprendida entre las temperaturas
iniciales de uno y otro cuerpo. El fenémeno se manifiesta como si un cuerpo se calentara a costa del
otro. En linea con esto, se dice que el cuerpo que estaba a mayor temperatura entregé calor, y el que
estaba a menor temperatura lo absorbié. O sea que, por convencién, decimos que el cuerpo que se
calienta absorbe calor, mientras que el que se enfria, lo entrega. Bajo estas consideraciones subyace
la nocién de que todo el calor que entrega un cuerpo lo absorbe el otro sin que se pierda nada en el
camino.

Un fenémeno similar al anterior puede observarse al realizar un segundo experimento: si en un
recipiente que contiene hielo a 0° C se introduce un trozo de metal caliente, parte del hielo se funde,
y al llegar al estado de equilibrio se obtiene el trozo de metal en una mezcla de hielo y agua, (siempre
que haya suficiente cantidad de hielo), todo a 0° C. En este caso, solamente el metal ha modificado
su temperatura. Decimos por analogia con el primer experimento, que el metal ha entregado calor, el
cual ha sido absorbido por el hielo para cambiar de estado. Podemos describir la situacion, de manera
tentativa y preliminar, diciendo que en ambos casos, el calor fluye del cuerpo més caliente al cuerpo
mas frio. Vamos a estudiar de qué forma se puede cuantificar o medir este calor que fluye, para lo cual
consideraremos un instrumento de medicién denominado calorimetro.

2.1.1. Calorimetro de Bunsen

Existen distintos tipos de calorimetros. El calorimetro de Bunsen funciona a partir del cambio
de volumen que sufre una cierta masa de hielo al fundirse o de agua al solidificarse. Sabemos que la
densidad del agua liquida a 0°C es pggue = 1 g/ cm?®, mientras que la del hielo a 0°C es Phielo = 0,912
g/cm3, lo cual lleva a que el hielo ocupe més lugar que el agua —y ademds, a que flote sobre ella—.

Figura 13: Calorimetro de Bunsen.

El aparato estd constituido por un tubo de vidrio A, soldado a un tubo de vidrio B de didmetro
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mayor, el cual termina inferiormente con un tubo también de vidrio, de didmetro pequeno C' doblado
dos veces en angulo recto (ver fig. 13). En la parte superior del tubo C se puede insertar un tubo
delgado R graduado. Se llena el tubo B — C con agua destilada y con mercurio, de manera que el
agua llene casi totalmente la parte B del tubo. Después de haber colocado el aparato asi dispuesto en
un recipiente que contiene hielo fundente (mezcla de agua y hielo a 0 °C) finamente molido, de modo
que el agua y el mercurio lleguen a 0 °C, es necesario proceder a la solidificacién del agua contenida
en el tubo B. Para esto se vierte éter en el tubo interno A, en el cual se hace burbujear una corriente
de aire, de modo que produzca una rapida evaporacion y, con ello, un enfriamiento que puede llegar
facilmente a -10 o -12 °C. Asi, el agua de solidifica en D, y por causa de la solidificacién, el mercurio
se desplaza en el tubo R por el aumento del volumen del hielo. Cuando casi toda el agua presente en
el el tubo B se solidifica, se retira el éter, se vierte en el tubo A una pequena cantidad de agua a 0
°C y se tapa el tubo. Se deja estabilizar el calorimetro hasta que todo el aparato alcance el equilibrio
térmico a 0 °C.

Asi preparado el aparato, se calienta un cuerpo a la temperatura T y se lo inserta en el agua
contenida en el tubo A del calorimetro. El calor cedido por el cuerpo al pasar de T' a 0 °C provoca
la fusién de una cierta cantidad de hielo y, puesto que en la fusién del hielo disminuye el volumen,
el mercurio en el capilar R retrocede una cierta distancia, que puede ser facilmente medida usando
las divisiones del capilar graduado. Entonces, una cierta cantidad de calor absorbida (cedida) por el
calorimetro se corresponderd con un cierto nimero de divisiones de R cruzadas por el mercurio hacia
la izquierda (derecha).

Se comprueba que si se duplica la masa del cuerpo introducido en A, sin cambiar su composicién
ni su temperatura, se duplica el nimero de rayas a través de las cuales se desplaza el mercurio
en el capilar. Esto nos dice que la cantidad de calor AQ transferida es proporcional a la masa del
cuerpo. Por otro lado, se observa que a mayor temperatura T; del cuerpo introducido, es mayor el
desplazamiento del mercurio; en particular, al duplicar la diferencia AT =Ty —T; = 0°C-T; = —1;,
se duplica el desplazamiento. Entonces, podemos concluir que AQ es proporcional a AT. Si se cambia
el material introducido, se verifica que el desplazamiento del mercurio en el capilar también cambia.
Estas relaciones pueden resumirse en la siguiente expresion:

AQ =cmAT , (53)

donde AQ es la cantidad de calor absorbida por el sistema, en este caso el cuerpo introducido en el
calorimetro; m, la masa del cuerpo, AT, la variacién de temperatura (temperatura final menos tem-
peratura inicial) y ¢ es una constante propia del material en cuestién que se denomina calor especifico.
Noétese que en el ejemplo considerado, tanto AQ como AT son cantidades negativas, ya que el cuerpo
entrega calor y su temperatura disminuye.

2.1.2. Caloria, calor especifico y capacidad calorifica

Se llama caloria (cal) a la cantidad de calor necesaria para elevar la temperatura de un gramo de
agua de 14,5 °C a 15,5 °C. Con esta definicién y la ec. (53) podemos escribir

lcal = cagua 1g1°C, (54)
donde cqguq s el calor especifico del agua; es decir,

cal
Cagua = 1gTC (55)

En primera aproximacién (o bien, en un rango restringido de temperaturas), el calor especifico de
una sustancia no depende de T'. El hecho de que ¢ no dependa de T solo en primera aproximacién
podia inferirse de la definicién de caloria, en la cual se hace referencia a un intervalo determinado de
temperaturas —de 14,5 °C a 15,5 °C—. El producto de la masa por el calor especifico, que aparece en
la ec. (53), se denomina capacidad calorifica y se denota con la letra C' (mayiscula), de manera que

C=cm (56)
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Con esta definiciéon queda claro que el calor especifico es una magnitud propia de una determinada
sustancia, por ejemplo, el cobre, mientras que la capacidad calorifica es algo propio de un cuerpo par-
ticular, por ejemplo, un cubo de 50 g de cobre. Dicho de otra manera, mientras que el calor especifico
es una magnitud intensiva —o relacionada al tipo de sustancia—, la capacidad calorifica es extensiva
—o relacionada a la cantidad de sustancia—.

2.1.3. Calorimetro de Regnault o de las mezclas

El problema general de la calorimetria consiste en medir cantidades de calor; ya hemos visto una
forma de hacerlo, utilizando un calorimetro de Bunsen; otro método consiste en utilizar un calorimetro
de Regnault. Este calorimetro, también llamado de las mezclas, estda basado en el siguiente principio,
que ya se ha mencionado al comienzo de esta seccién: cuando dos cuerpos a diferentes temperaturas
puestos en presencia alcanzan el equilibrio térmico, la cantidad de calor que ha cedido uno es igual
a la cantidad de calor que ha absorbido el otro, supuestos ambos térmicamente aislados del medio
exterior; o sea, la cantidad total de calor absorbida por el sistema —integrado por los dos cuerpos—
es nula:

AQ =AQ1+AQ2=0 (57)

Si se conoce el calor especifico de uno de los cuerpos, puede calcularse una de las cantidades de calor
intercambiadas —mediante la ec. (53)— y, por lo tanto, el calor especifico del otro cuerpo.

Un buen calorimetro debe permitir despreciar cualquier intercambio de calor con el exterior para
que se satisfaga la ec. (57). Entonces, el calorimetro estd formado por un recipiente aislado térmica-
mente, en cuyo interior se coloca una cierta cantidad de liquido, por lo comtun agua, un termémetro
de mercurio, y un agitador.

Para medir el calor especifico de una substancia se procede de la siguiente forma: usando una
balanza se determina la masa M, del calorimetro y el agitador; luego se coloca una cierta cantidad de
agua y se vuelve a pesar, obteniéndose por diferencia la masa de liquido M;j; se introduce el termémetro
y se lee la temperatura T;. Luego se calienta (o se enfria) un trozo del material a estudiar —cuya masa
M., ha sido previamente determinada— hasta la temperatura 7},, y se introduce rapidamente en el
calorimetro. Por ultimo, una vez establecido el equilibrio térmico, se mide la temperatura 7.

En este caso, la ecuacién de conservacion del calor (57) tiene tres términos:
AQ =AQr +AQ + AQm =0, (58)

uno asociado al recipiente, otro al agua y otro al material de estudio; es decir,
AQr = My (Ty —T;) 3 AQr = Mici(Ty —T;) 5 AQw = Mpcm(Ty — To) (59)

Hay que tener presente que las dos primeras cantidades tienen el mismo signo, pero el signo de la
tercera es necesariamente diferente, ya que si el calorimetro (con el agua) absorben calor, el material
lo entrega, o viceversa. La ec.(58) nos dice que

(Tf - Ti)(MrCr + MlCl) + (Tf - Tm)Mmcm =0, (60)

o bien,
(Ty —T)E+ (T — Trn) Myem =0, (61)

donde FF = M,c, + Mjc; se denomina equivalente total en agua del calorimetro, y representa numéri-
camente la masa de agua que absorberia igual cantidad de calor que el calorimetro y el liquido que
contiene. De la ec. (61) puede despejarse el valor de ¢, buscado.

Ejemplo

Consideremos el caso analogo en que se conoce el calor especifico ¢, del cuerpo introducido y se
quiere calcular cudl serd la temperatura final de equilibrio Ty. Sea un calorimetro de latén (cjq; =
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0,093cal/(g °C)), supuesto perfectamente adiabdtico —es decir, que no permite el paso de calor—,
de masa Mj,; = 200 g que contiene un litro de agua a T; = 20 °C, en el que se sumerge un cuerpo
de aluminio de masa M 4; = 500 g, inicialmente a T4; = 300 °C, cuyo calor especifico es ¢4 = 0,217
cal/(g °C). Para predecir cudl serd la temperatura final de equilibrio Ty hay que volver a considerar
que el calor absorbido por el sistema completo es nulo:

(Ty —Ti)E+ (Tf — Tar)Majcar =0, (62)
donde E = Mjq¢ciat + MaguaCagua = (200 x 0,093 4 1000 x 1) cal/°C=1019 cal/°C.
Reescribiendo convenientemente la ec. (62), tenemos:
Tr(E + Muca) = TiE + TaMyca , (63)

con lo cual

T,E + TayMuyca 20 x 1019 + 300 x 500 x 0,217
Ty = = °C = 49,8 °C 64
f E + Majca 1019 + 200 x 0,217 (64)

2.2. Calor especifico de distintas sustancias
2.2.1. Calor especifico de sdlidos

A partir de los resultados de un gran numero de experimentos es posible extraer las siguientes
conclusiones:

a) El calor especifico de los sélidos es menor que la unidad —es decir, menor que el valor del calor
especifico del agua—, salvo pocas excepciones (por ejemplo, el litio para T' > 100°C).

b) El calor especifico de los sélidos aumenta con la temperatura, salvo contados contraejemplos, y
es en general una funcién lineal de 7.

c) A temperaturas muy bajas, los calores especificos de los sélidos disminuyen muy rapidamente
con Ty no en forma lineal, tendiendo a anularse hacia el cero absoluto.

d) La capacidad calorifica C'4 de una aleacién puede calcularse por la regla de las mezclas, es decir,
Ca=maca=»_ mic

donde m; y ¢; son, respectivamente, las masas y calores especificos de cada componente, y m 4
y c4 son la masa y el calor especifico de la aleacién.

e) Los elementos de mayor peso atémico son los que tienen menor calor especifico y viceversa.

En la tabla 3 se muestran los calores especificos de algunos sélidos.

Ley de Dulong y Petit

Se denomina calor atémico C, de un elemento quimico el producto de su calor especifico por su
peso atémico A: C, = cA. Andlogamente, se llama calor molecular C,,, de un compuesto quimico, el
producto de su calor especifico por su peso molecular p: Cy, = cu

Los cientificos franceses Pierre Louis Dulong y Alexis Thérése Petit, a principios del siglo XIX,
enunciaron la siguiente ley: todos los elementos en el estado sélido tienen aproximadamente el mismo
calor atémico (= 6,4 cal/(mol °C)). Como se ilustra en la fig. 14, este resultado es particularmente
aplicable para altas temperaturas.

Consideremos un mol de alguna sustancia s en estado sélido; la masa de esta porcién de sustancia
es la masa atéomica A, de esta sustancia, expresada en gramos, por definicién de mol. La capacidad
calorifica de este mol de sustancia sera pues,

Cs = Ascs = Ca,s )
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Tabla 3: Calor especifico promedio entre 0°C y 100°C para algunos sélidos.

Sustancia ¢ [cal/(g °C)] | Sustancia ¢ [cal/(g °C)]
Cobre 0,0938 Cinc 0,0932

Aluminio 0,2166 Cuarzo 0,1934
Plata 0,0556 Estano 0,0562
Niquel 0,1090 Antimonio 0,0494
Plomo 0,0304 Cadmio 0,0563
Platino 0,0323 Hielo 0,505%*

* Calor especifico a 0 °C.

6 cal/mol

01+

Calor atomico (cal/(mol K))

0,01 : : : : :
0 100 200 300 400 500 600
T (K)

Figura 14: Calor atémico de alguna sustancia tipo en funcién de la temperatura.

es decir, la capacidad calorifica coincide con el calor atémico, que segiin Dulong y Petit, es constante.
Esto nos dice que un mol de cualquier sustancia tiene aproximadamente la misma capacidad calorifica.
Como en un mol hay siempre el mismo nimero N4 de atomos (o moléculas, segin sea el caso), vemos
que para producir cierto aumento de temperatura, la cantidad de calor Cs que hay que entregar a
N4 dtomos (o moléculas) es siempre la misma, independientemente de qué tipo de dtomos se trate,
es decir, del peso que tengan estos atomos. La conclusién es que la cantidad de calor que es necesario
entregar por atomo de sustancia para producir un aumento determinado de temperatura tiene un valor
constante; no importa de qué clase de sustancia se trate.

La ley de Kopp y Neumann es analoga a la de Dulong y Petit: el calor molecular de un compuesto
solido es aproximadamente igual a la suma de los calores atomicos de sus elementos. Por ejemplo, el
calor molecular C,, del sulfuro de hierro (FeSs) se calcula de la siguiente manera

Cm(FeSg) = Cy(Fe) 4+ 2C,(S)

2.2.2. Calor especifico de liquidos
Un gran numero de experimentos referidos al calor especifico de los liquidos permite afirmar:

a) El calor especifico de los liquidos es menor que la unidad, salvo raras excepciones; por ejemplo,
el amoniaco liquido.

b) En general, el calor especifico de los liquidos aumenta rédpidamente con la temperatura, siendo
una funcién de T de grado superior al primero. Esto no se cumple en el caso del agua, como
puede verse en la fig. 15
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Tabla 4: Calor especifico a presién constante de distintos gases a 0°C. Se muestran resultados a 1 atm
y a 30 atm.

Gas | cp a1l atm [cal/(g °C)] | c¢p a 30 atm [cal/(g °C)]
H, 3.402 3,783
Aire 0,2371 0,2806
Ny 0,249 0,278
CO, 0,201 0,267

c) El calor especifico de un liquido a la temperatura de solidificacién suele ser mayor que el del
solido correspondiente. Por ejemplo, en el caso del agua, el calor especifico del hielo a 0 vale
0,50 cal/(g °C), mientras que para el agua liquida a la misma temperatura, vale exactamente el

doble.
¢ (cal/g °C
F
1,008
1,004
1,000 f
0,996
»
0 15 30 45 60 75 90 T (°C)

Figura 15: Calor especifico del agua en funcién de la temperatura.

2.2.3. Calor especifico de gases

El calor especifico, como dijimos, estd relacionado con la cantidad de calor necesaria para elevar
la temperatura de cierta cantidad de sustancia. Sin embargo, particularmente en el caso de los gases,
seguin sea la forma en que se eleve la temperatura, serd la cantidad de calor necesaria para realizar el
proceso. Nos estamos refiriendo a que hay procesos en los que solo varia el volumen del gas y la presion
se mantiene constante —isobaricos—, y también la transformacién puede producirse manteniendo el
volumen constante y permitiendo la variacién de la presién —procesos isocoricos—. Cada una de
estas situaciones requiere de una definicion diferente de calor especifico. Llamaremos calor especifico a
presién constante (cp) a la cantidad de calor necesaria para elevar 1 g de gas en un grado centigrado
(Celsius o Kelvin) mediante un proceso isobarico. Por otro lado, se denomina calor especifico a volumen
constante (cy) a la cantidad de calor necesaria para elevar 1 g de gas en un grado centigrado mediante
un proceso isocdrico.

En general, resulta mas dificil calentar un gas a presiéon constante que a volumen constante. Dicho
de otra manera, cp > cy. En mayor o menor medida, dependiendo del rango de T' y P considerado
y del tipo de gas, tanto cp como cy dependen de la presion y de la temperatura. En la tabla 4 se
presentan los valores de cp de distintos gases a 0 °C para dos presiones diferentes.

La tabla 4 muestra un aumento de cp con la presién. Por otro lado, se observa que en condiciones
parecidas a las que cumple un gas ideal —gases con moléculas pequenas y a bajas presiones—, el valor
de cp no depende sensiblemente de la temperatura (ver tabla 5).

25



Tabla 5: Calor especifico a presién constante del aire a 1 atm en funcién de T

T [°C] | cp [cal/(g °C)]
~183 0,253
102 0,237
20 0,241
100 0,243
200 0,237
440 0,237
880 0,243

Se observa que el calor especifico de un vapor a presién constante es siempre menor que el ca-
lor especifico del liquido correspondiente, a la misma temperatura. Este hecho, conjuntamente con
lo observado para liquidos y su sélido correspondiente (ver §2.2.2), nos permite afirmar que las sus-
tancias en el estado liquido tienen un mayor calor especifico que en cualquiera de los otros dos estados.

2.3. Cambios de estado

Los estados de agregacién de la materia son sélido, liquido y gaseoso. Cuando un gas esta ionizado,
es decir, sus moléculas han perdido electrones, se habla de un cuarto estado denominado plasma; sin
embargo, nos ocuparemos solamente de los tres primeros. Todos tenemos una idea bastante clara de
cémo es cada uno de estos estados, pero vamos a precisar que los solidos tienen una forma definida,
los liquidos no tienen una forma definida, sino que adoptan la del recipiente que los contiene, aunque
si tienen un volumen definido. Los gases, en cambio, no tienen ni forma ni volumen definidos, sino que
adoptan los del recipiente. Es posible para una sustancia pasar de un estado a otro, segiin se muestra
en la fig. 16.

Sublimacién
Fu510n Vaporizacion / <N
‘ ‘* )/
. Yo pe . s . s — A
Solidificacién Condensacién

T |

Sublimacioén inversa
o deposicion

Figura 16: Distintos estados de agregacién de la materia y el paso de uno a otro.

El proceso por el cual una porcién de sustancia pasa de un estado a otro se denomina cambio de
estado o transformacién de fase. Los cambios de estado son procesos en los cuales se intercambia, calor.
Si ordenamos los estados sélido, liquido y gaseoso de izquierda a derecha, podemos afirmar que para
que se dé un cambio de estado hacia la derecha el sistema necesita absorber calor, mientras que en una
transformacion inversa, el sistema entrega calor. Las cantidades de calor por gramo de sustancia que
intervienen en los cambios de estado se denominan calores latentes de transformacién y son propias
de cada tipo de transformacién y de cada sustancia. En este sentido, se habla de calores latentes de
fusién Ay, de solidificaciéon A, de vaporizaciéon A, y de condensacién A.

Un cambio de estado involucra la misma cantidad de calor que la transformacién inversa, por
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Tabla 6: Puntos de fusién y calores latentes de fusién a 1 atm.

Sustancia | Tr a 1 atm [°C] | Ay a 1 atm [cal/g]
Mercurio -39 2,82

Agua 0 79,7
Parafina 52,4 35,1

Plomo 327 9,86

Plata 961 21,1

Cobre 1083 42,0

Tabla 7: Puntos de ebullicién y calores latentes de vaporizaciéon a 1 atm.

Sustancia | T a 1 atm [°C] | A\, a 1 atm [cal/g]
Helio -268,6 6,0
Argén -186 37,6
Agua 100 539,6
Mercurio 357 65,0

ejemplo, una dada porcién de sustancia, en la fusién absorbe la misma cantidad de calor que la que
entrega para solidificarse. Luego, podemos escribir:

Ae=—Af ; Av=—A (65)

Se observa que el calor necesario para sublimar una porciéon de sustancia es igual al calor requerido
para fundirla mas el calor necesario para evaporarla:

Asub = )\f + Ao s (66)

donde A,y es el calor latente de sublimacion. Para el agua tenemos los siguientes valores de calor
latente:
Af=179,7cal/g ; A, =539,6cal/g (67)

Estos valores dependen de la presion a la que se produzca el cambio de estado. Los valores dados en
(67) corresponden a la presién de 1 atm. La tabla 6 muestra los puntos de fusién T y los calores
latentes de fusién de diversas sustancias a esta presion, mientras que la tabla 7 muestra puntos de
ebulliciéon Ty y calores latentes de vaporizacién, también a 1 atm de presion.

En general los liquidos pueden evaporarse a temperaturas por debajo del punto de ebullicién; por
ejemplo, el agua puede hacerlo a temperaturas menores que 100 °C, como puede facilmente observarse
al tender la ropa mojada al sol. Mas adelante, en §7.2.2, veremos la diferencia que hay entre ebullicion
y evaporacién: cuando se llega al punto de ebullicién, el cambio de estado ocurre simultdneamente
en todo el volumen que ocupa el liquido (supuesto que todo el liquido alcanza la temperatura Trg),
mientras que la evaporacién solo ocurre en la superficie.

Hemos visto que una cierta cantidad de calor puede ser usada para elevar la temperatura de un
cuerpo, o también para producir en ese cuerpo —o en parte de él— un cambio de estado. Para ilustrar
esto consideremos la situacién siguiente.

Ejemplo
En un calorimetro adiabatico de masa despreciable se introducen 100 g de hielo a -20 °C y 50 g de

vapor a 120 °C. ;Cudl es el estado final de la mezcla si el intercambio de calor se produce a presién
constante?

En primer lugar, notemos que la pregunta no es «jcudl es la temperatura final?», sino «;cuél es
el estado final?» La segunda pregunta es mas amplia que la primera, ya que no solo se busca una

27



temperatura, sino saber qué sustancia o sustancias habra en el calorimetro una vez establecido el
equilibrio térmico. Las situaciones finales posibles son cinco:

a) Todo hielo a alguna temperatura entre -20 °C y 0 °C.
b) Una mezcla de hielo y agua a 0 °C.

c) Todo agua a alguna temperatura entre 0 °C y 100 °C.
d) Una mezcla de agua y vapor a 100 °C.

e) Todo vapor a alguna temperatura entre 100 °C y 120 °C.

En los casos a), ¢) y e), la respuesta es una temperatura, pero en los casos b) y d), la temperatura
es la de coexistencia de las fases correspondientes, es decir, 0 °C o 100 °C. En estos dos ultimos
casos, la incognita es la masa de sustancia que cambia de estado. Existen dos formas de abordar este
problema. La primera de ellas consiste en calcular las cantidades de calor involucradas en cada proceso
por separado y compararlas; en este caso seria asi: por un lado se calcula la cantidad de calor AQq
que debe absorber el hielo para calentarse hasta 0 °C y la cantidad de calor AQ9 que debe absorber el
hielo para fundirse totalmente. Por otro lado se calcula la cantidad de calor AQ3 que entrega el vapor
para enfriarse a 100 °C, la cantidad de calor AQ4 que entrega el vapor para condensarse totalmente
y la cantidad de calor AQs que entrega el agua para enfriarse desde 100 °C hasta 0 °C.

Supongamos que es |AQ1|+|AQ2| > |AQs|+|AQ4|+|AQs5]|. Eso significa que el calor que necesita
el hielo para llegar a fundirse totalmente no puede ser suministrado por el vapor (luego convertido en
agua liquida). Entonces los resultados posibles son a) o b). Para que se dé el caso a) todo el vapor
debe condensarse, luego enfriarse a 0 °C y por ultimo, solidificarse, entonces hay que preguntarse si
IAQ1| > |AQ3| + |AQ4| + |AQs| + |AQs|, donde |AQg| es la cantidad de calor que entrega todo el
liquido (que antes era vapor) para solidificarse. Si la desigualdad se cumple, quiere decir que estamos
en el caso a), y si no se cumple, el estado final corresponde al caso b).

La segunda forma de resolver el problema es por prueba y error. Por ejemplo, supongo que el
estado final es una mezcla de hielo y agua a 0 °C y calculo la masa de hielo y la masa de agua en dicho
estado. Si llego a un resultado absurdo, eso quiere decir que la suposicién era incorrecta (o que me
equivoqué en las cuentas, pero supongamos que eso no ocurre). Mas aun, el tipo de absurdo al que se
llega nos da una pista de para qué lado se encuentra la solucién: si obtengo una masa de hielo mayor
que la suma de las masas iniciales de hielo y vapor, significa que el resultado final corresponde al caso
a), mientras que si obtengo una masa negativa de hielo, significa que se funde todo el hielo y estoy en
alguno de los casos ¢), d) o e).

Vamos a resolver el problema de esta segunda manera; en particular, supongamos que se llega
al estado c) y calculemos la temperatura Ty de la mezcla. Vamos a necesitar los siguientes datos:
¢y, = 0,505 cal/(g K), ¢, = 0,48 cal/(g K), A\y=79,7 cal/g y A\,=539,6 cal/g, donde c} es el calor
especifico del hielo a 0 °C y ¢, es el calor especifico del vapor de agua a presién constante. Como el
sistema es cerrado y aislado, AQ = 0, entonces,

0= thh[ooc—(—1000)]—f—Mh)\f—f-MhCa(Tf—OOC)—I—MUCIM](10000—1QOOC)+MU)\C+MUCQ(TJC—10000) s

(68)
es decir,
0 = Mpc;,10°C + Mh/\f + MhCan — Mvcp,v 20°C — My\, — M,c,100°C + MUCan , (69)
donde se ha usado que A\, = —\,. Entonces,
T, — Mvcp,v 20°C + My, + Myc,100°C — My, 10°C — Mh)\f (70)
= Mvca + tha ’

Después de reemplazar los valores se obtiene Ty = 159,9°C, lo cual es un absurdo, ya que a presién
atmosférica no puede haber agua liquida a esa temperatura. Como la temperatura da mayor de lo
posible, la solucién estd en esa direccién, es decir, se trata de los casos d) o e). Vamos a suponer que
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esta en d), es decir, hay agua y vapor a 100 °C. La incégnita es, entonces, la masa My de vapor que
se condensa. Reescribimos la ec. (68) en esta situacion:

0 = Mpcp[0°C — (—10°C)] + My g + Mpca(100°C — 0°C) + My (100°C — 120°C) + MyX., (71)

o0 sea,
M, = Mpcp10°C + MpAp + Mpcq100°C — M,cp ,20°C ’ (72)

Ay
donde nuevamente se usé que A\, = —\,. Reemplazando se obtiene My = 33,35 g, que es un resultado

perfectamente compatible con el problema. Esto nos dice que en el estado final, el calorimeto contendra
133,35 g de agua —producto del hielo fundido y el vapor condensado— y 16,65 g de vapor de agua,
todo a Ty = 100°C.
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Capitulo 3. Propagacién de calor

Como ya se ha dicho, cuando dos cuerpos a distintas temperaturas son puestos en presencia uno
de otro, al cabo de un tiempo llegardn a una temperatura unica, la temperatura de equilibrio. En
los casos en que no haya involucrado ningiin cambio de estado, esta temperatura de equilibrio serd
mayor que la del cuerpo mas frio y menor que la del més caliente. En los casos en los que si hay
una transformacion de fase, la temperatura de equilibrio podria coincidir con la de alguno de los dos
cuerpos, por ejemplo, si ponemos en contacto una gran masa de hielo a 0 °C con una pequena masa
de agua a 10 °C, el estado final podria darse a 0 °C, a expensas de cierta masa de hielo fundida.
En cualquiera de estos casos, para llegar al equilibrio térmico, una cantidad de calor debe pasar del
cuerpo mas caliente al mas frio y a este proceso, que lleva cierto tiempo, se lo denomina propagacion
de calor.

Existen diversos mecanismos de propagacion de calor. Cuando los dos cuerpos se ponen en contacto,
directamente, o a través de un tercero, y no hay transporte de materia, el mecanismo en cuestién se
denomina conduccion. Cuando la propagacién de calor involucra al menos un fluido (liquido o gas) y se
observa transporte de materia, estamos en presencia de conveccion. Por 1iltimo, cuando la propagacion
no requiere del contacto entre cuerpos y tampoco hay transporte de materia, se denomina radiacion.

Un caso de conduccién se da cuando un bloque de hielo es apoyado sobre una superficie caliente.
La conveccién se da, por ejemplo, cuando una chapa al rojo es suspendida en el aire. Un ejemplo claro
de radiacién es el calor del sol que nos llega a través del espacio interplanetario, que esta practicamente
desprovisto de materia. En este capitulo, describiremos cada uno de estos mecanismos de propagacion
de calor, interesdndonos no tanto en el estado final, como veniamos haciendo, sino en el proceso du-
rante el cual tiene lugar la transferencia de calor.

3.1. Conduccién del calor
3.1.1. Estados calorificos variables y estacionarios

Imaginemos un cuerpo de forma arbitraria, por ejemplo una barra prismética (fig. 17), recubierta
lateralmente por un aislante térmico perfecto?. En un instante que llamaremos t = 0, ponemos la base
A en contacto con vapor de agua en ebullicién, llevdndola asi a 100 °C, y llevamos la base B a 0 °C,
poniéndola en contacto con hielo fundente. Consideremos que las fuentes térmicas a 100 °C y 0 °C son
infinitas (reservorios), y supongamos que originariamente, antes de poner la barra en contacto con las
fuentes térmicas, su temperatura es uniforme e igual a 0 °C. El calor comenzara, desde ese instante,
a propagarse —mediante el mecanismo de conduccion— a lo largo de la barra. La temperatura T
de cada punto de la barra empezara a variar, es decir, comenzard a ser una funcion del tiempo ¢, y
ademas, no todos los puntos estardn en el mismo instante a la misma temperatura: los més cercanos
al extremo A estardn a mayor temperatura que los més cercanos al extremo B. En otras palabras, la
temperatura T' de cada punto de la barra sera funcién de sus coordenadas x, y, z y del tiempo t:

T = T($’ y’ Z? t)

Se dice en este caso, que la barra estd en un estado calorifico variable, o no estacionario.

Se observa experimentalmente que, si dejamos la barra el tiempo suficiente, llegard un momento
en el que las temperaturas de todos sus puntos se acomodardn y no variaran mas. Si bien distintos
puntos tendran, en general, distintas temperaturas, la temperatura de cada uno de ellos permanecerd
constante, es decir,

T=T(z,y,2)

Decimos entonces, que la barra estd en estado estacionario. Debe notarse, sin embargo, que mientras
las temperaturas de A, T4 y B, T no cambien, el calor seguird fluyendo a través de la barra aunque
la temperatura de cada uno de sus puntos permanezca invariable.

En este caso particular, en realidad, si establecemos un sistema de coordenadas cartesiano con el
eje = en la direccién longitudinal de la barra, esta serd la tnica variable de la cual dependerd T, es

2Los cuales, por supuesto, no existen.
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Aislacién térmica

A B

T=100 °C T=0°C

Figura 17: Conducciéon de calor a través de una barra aislada.

decir, tendremos una T'(x) en lugar de una 7T'(z,y, z), ya que, por la geometria del problema, todos los
puntos de cualquier seccién transversal S tendran la misma temperatura —no hay razén para priorizar
los puntos de arriba respecto de los de abajo, o los de atréds sobre los de adelante—. Se dice, en este
caso, que la seccién S es una superficie isotérmica.

3.1.2. Flujo de calor estacionario

A continuacién consideraremos algunos ejemplos de conduccién del calor para casos en los que el
flujo calorifico es estacionario.

Barra aislada

Volvamos a considerar la barra aislada de secciéon uniforme S de la fig. 17, una vez que se ha
alcanzado el estado estacionario. Si queremos estudiar la velocidad Q = % con la que el calor fluye,
perpendicularmente a S, de un extremo al otro de la barra, resulta intuitivo, y ademés demostrable
experimentalmente, que cuanto mayor sea la diferencia de temperaturas T4 — T, mayor sera Q De
la misma manera, se cumple que QQ aumentard al aumentar la seccién transversal de la barra. Por
ultimo, también se cumple que a medida que ambos reservorios de calor se alejan entre si, y con ello,
la longitud £ de la barra que los conecta, tanto menor sera el valor de Q. Uniendo estas relaciones
podemos escribir
Tp—Txy

g )
donde x es una constante de proporcionalidad propia del material denominada conductividad o conduc-
tibilidad térmica, que depende del material. Un material buen conductor del calor, como los metales,
tiene una alta conductividad térmica, mientras que un material aislante, como el vidrio, tendra un
valor pequeno de k. A partir de la ec. (73) se puede ver que las unidades de la conductividad térmica
son, por ejemplo,

Q=—krS (73)

_cal
bl = msK

Consideremos una pequena porcién de la barra, delimitada por dos secciones transversales ubicadas
en las coordenadas x y = + Ax, donde el sistema de coordenadas tiene origen en el extremo A y crece
hacia el extremo B. En el estado estacionario, la temperatura de ese segmento no varia con el tiempo;
por lo tanto, el mismo no absorbe ni entrega calor. Esto 1ltimo significa que el calor que entra por
unidad de tiempo por la cara izquierda es el mismo que sale por la cara derecha. Este hecho ocurre
en el segmento siguiente y en el subsiguiente, hasta llegar al extremo B. En conclusién, la tasa @ con
que fluye el calor es la misma a lo largo de toda la barra. De todas maneras, podriamos expresar el
valor de Q en funcién de la coordenada x:

T(z) —T(x+ Ax)

. _ A

Q) = mS— = (74)

Cambiando el orden de los términos en el numerador y tomando el limite Az — 0, podemos escribir
. dT

— kS 75

Q) = —rS" (75)

31



La derivada del segundo miembro se denomina gradiente de temperatura. En el caso de la barra aislada
en estado estacionario, como vimos, el valor de @ es uniforme a lo largo de la coordenada x, con lo
cual, el gradiente de temperatura también lo es. Si queremos encontrar el valor de la temperatura a
lo largo de la barra, podemos despejar ese gradiente

dT Q
X 76
dz kS (76)
e integrarlo, en este caso como una constante, con lo cual,
Q
T=——" C 77
—ge+C, (77)

donde C' es una constante de integracion. En realidad, aunque sabemos que no depende de x, tampoco
conocemos ; sin embargo, podemos encontar ambas incégnitas a partir de las condiciones de contorno,
es decir, a partir de los valores de T' en los extremos de la barra:

T0)=Tay TW)=Tp (78)
Entonces, la pendiente de la recta dada en la ec. (77) es

Tp—Ta  Q

- _ % 79
l kS’ (79)
con lo cual, vuelve a obtenerse la ec. (73). Por otro lado, para la constante C' podemos escribir
C=T(0)="Tx (80)
Entonces, hemos obtenido la funcién T'(z) a lo largo de la barra:
T —T
T(r) = =" +Ta (81)

Dos barras aisladas en serie

Podemos ir un paso mas alld y pensar en una barra con una contuctividad variable con la coorde-
nada x. El caso maés sencillo seria pensar en dos barras de longitudes ¢1 y o y conductividades k1 y
Ko, aisladas lateralmente, pero conectadas entre si, como se muestra en la fig. 18.

Aislacién térmica

T

il

A | B

1 22

Figura 18: Conduccién de calor a través de dos barras aisladas en serie.

Para resolver este problema, podemos considerar que, analogamente al caso de una sola barra, el
calor que atraviesa cada seccion debe ser el mismo, de lo contrario habria acumulacién de calor en una
region; por lo tanto podemos usar la expresién para T'(z) encontrada anteriormente, considerando la
temperatura 7T, entre las dos barras. Entonces, para la barra de longitud ¢, es decir, entre z =0 y
x = {1, por la ec. (81) tenemos:

Twm — 1T,
ﬂ@zi%—éwﬂh, (82)
1
mientras que para x entre 1 y {1 + {5, podemos escribir
T — 1T,
T(x) = =" (¢~ 1) + T . (83)
2
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Por otro lado, por tratarse de un estado estacionario, el flujo calorifico por unidad de tiempo debe ser
el mismo a lo largo de toda la barra; luego, en virtud de la ec. (73),

_ mS(Tm — TA) _ HQS(TB — Tm)

S _ 4
0 2 a—Tn), (5)
o bien,
Ly 4y
(Tm - TA)_ = (TB - Tm)_; 5 (85)
K2 K1

de donde se obtiene
_ Tala/ko + TBﬂl/Hl

T, = 86
m 01 /k1 + Lo/ Ko (86)
Reemplazando en la ec. (84),
. k1S TAKQ/HQ + TB£1/I€1 )
= _ —Ty), 87
@ /1 < 61/:‘%1 +52/H2 A ( )
de donde se obtiene ST T
§—-STs = Ta) (88)

NN
Esfera hueca

Consideremos ahora un material con geometria esférica de conductividad térmica x, radio interior
Ry y radio exterior Ry, situado entre dos fuentes térmicas a temperaturas 17 y 15, como muestra la
fig. 19. Asumiendo que se ha establecido el estado estacionario, se desea conocer la distribucién de
temperaturas en el interior del material.

Figura 19: Conduccién de calor a través de un material con geometria esférica.

Lo primero que debemos notar es que, en este caso, las superficies isotérmicas a través de las cuales
fluye el calor no son planas, como en el caso de la barra, sino esferas concéntricas. Entonces, la Unica
variable de interés serd el radio 7, ya que al variar las coordenadas angulares sin cambiar r, no varia
la temperatura, por la simetria del problema. Luego, estamos interesados en encontrar la funcién T'(r)
entre r = Ry y r = Ry. La ecuacién andloga a la ec. (75) para este caso es

. d
0= —nsd—f (89)

En este caso, al igual que en el caso de la barra, debido al estado estacionario, el valor de Q no puede
depender de las coordenadas —x para la barra y r para la esfera—; sin embargo, ahora la superficie
isotérmica S si depende de la coordenada, toda vez que S = 472, con lo cual:

o dT

Q = —rAnr . (90)
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Entonces, el gradiente de temperatura ya no es constante como en el caso de la barra aislada, sino que
depende de r a través de la siguiente ecuacién:

dT Q
- % 91
dr K4mr2 (o1)
Podemos resolver esta ecuacién integrando ambos miembros respecto de r:
Q
T(r)= C 92
(= +C, (92
donde C es una constante de integracién. Utilizando las condiciones de contorno T'(Ry) = T1 y
T(R2) = T», podemos construir un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, C'y Q:
Q Q
T = c; Ty= C 93
! H47TR1 * , 2 I<c47TR2 * ’ ( )
el cual nos permite encontrar los valores de las incégnitas
. R Ry
=dnk(Ty — To) =—— 94
Q = drr(Th 2)R2_R1 (94)
y, sustituyendo en la primera ecuacién de las ecs.(93),
Ak (Ty — To) gtz Ry
CcC=T1 - = =T —(Th —Ty) —— 95
! Amk Ry 1- (T Q)RQ—Rl ’ (95)
con lo cual,
ToRy — TV Ry
C=—7—— 96
R Ry (96)
Reemplazando en la ec.(92) los valores de Q y C' dados en (94) y (96), respectivamente,
RiRy Th'—T» ThRe—TiR
T(r) = 1 1y 2 21t 11 (97)

_RQ—Rl r RQ—Rl

Es facil constatar que con la expresién para 7'(r) dada en (97) se recuperan las condiciones de contorno
T(Rl) = T1 y T(RQ) = TQ.

Como hemos visto, el calor que fluye por unidad de tiempo (ver ec.(94)) no depende de r. Sin
embargo, como las superficies isotérmicas S a través de las cuales se propaga este calor si dependen
del radio, la cantidad de calor que fluye por unidad de drea depende del radio, siendo menor a medida
que este aumenta: ] )

@_ Q _ o (98)

S~ 4nr?

3.1.3. Flujos de calor dependientes del tiempo

Hasta aqui hemos tratado con casos en los que se satisface la condicion de estado estacionario.
Sin embargo, ese no es el caso mas general, como ya hemos dicho. [lustraremos esta situacién con un
ejemplo.

Barra aislada

Consideremos una situacién similar a la ilustrada en la fig. 17, con la siguiente diferencia: en la
situacién vista anteriormente ambas fuentes térmicas eran infinitas, pero ahora consideraremos que,
si bien la fuente a 0 °C es infinita, la otra consiste en una masa M de un material de calor especifico
¢, inicialmente a Ty = Tj, que no cambia de estado durante el proceso.

Si consideramos un instante particular ¢, vale la ec.(73):

Ta(t) —0°C

Q(t) = kS ; , (99)
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donde hay que tener presente que tanto el valor de @ como la temperatura del material, T4, solo valen
para ese instante determinado, ya que son funciones de t. Para fijar ideas pensemos que Ty > 0°C, es
decir, el material de la izquierda se ird enfriando. Si usamos la misma convencién de siempre, es decir,
que el calor absorbido por el cuerpo es positivo, podemos escribir

. (t) — 0°C

AQ = —Q(t)At = e ; At (100)

donde —AQ es la cantidad de calor que sale del cuerpo de masa m de la izquierda durante el tiempo
At. Por otro lado,

AQ = McATy , (101)
con lo cual AT g
A K
— T 102
At Mci 4 (102)
Tomando el limite para intervalos pequenos,
dT's kS
-4 _ _ T 1
dt Mct™" (103)
Es decir,
KS
Ta(t) = cte. e~ Met? (104)
Sabemos que T4 (0) = Tp; luego,
Tu(t) = Tye et = Tye + (105)

Vemos que la temperatura del cuerpo decae exponencialmente con el tiempo desde su valor inicial
Ty. Para tiempo muy grandes, el valor de T4 se aproxima a 0 °C, lo cual era de esperar. La constante
T = Mc/?/(kS) tiene unidades de tiempo y se denomina tiempo caracteristico. Para ¢t = 7, el valor de
T4 = Ty/e, es decir, ha disminuido a aproximadamente un tercio de su valor inicial.

Ecuacién del calor

En la situacién anterior, asi como cambia el valor de T4, también va cambiando la temperatura de
cada punto de la barra a medida que transcurre el tiempo. Estudiaremos a continuaciéon cémo varia la
temperatura de una porcién de barra aislada de seccion S, uniforme, calor especifico ¢, conductividad
K, densidad p, delimitada por las coordenadas x y  + Ax, como se muestra en la fig. 20.

QX Q(x+Ax)

X x+Ax
Figura 20: Balance de calor en un trozo de barra aislada.

En el estado estacionario se debe cumplir que el calor que entra por un lado sale por el otro, es
decir, que Q(z) — Q(z + Ax) = 0. Sin embargo, en la situacién mas general, que queremos estudiar,
esto no tiene por qué cumplirse, ya que podria modificarse el estado térmico de la porcién de barra
de longitud Az, por ejemplo, variando su temperatura en AT. Entonces, en general,

. . AQ AT
) —Qx+Azx)=—=AMc— 106
Q) - Qa +Az) = 25 g (106)
donde AM es la masa de la porcién de barra analizada. Poniendo esta masa en términos de la densidad

y del volumen AV,
) ) AT AT
Q(z) — Q(z + Az) —PAVCE —PSAJ?CE (107)
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Por otro lado, considerando la ec.(75)

. . dT
Reemplazando estos valores en la ec.(107), tenemos
ar aT AT
S - — =pSAxc—— 109
o bien,
k 1 (dT aTr AT
AT - = =— 110
pclAx <d:1: etAr 4T x) At (110)
Si hacemos Az — 0y At — 0,
dI' K d*T
i 111
dt  pcdx? (111)

Laec.(111) se denomina ecuacién del calor —y en otras situaciones similares, donde lo que se transporta
no es calor, sino materia, se llama ecuacién de difusion—. Si bien ha sido deducida para una geometria
particular, bastante simple, se obtiene un resultado similar para otras geometrias:

dI'" K _9

= VT 112
i = oc” L (112)

donde del operador laplaciano V2 en coordenadas cartesianas tiene la expresién

RF  2F  0f
2
Vi taet a2

(113)

cuando se aplica a la funcién escalar f(x,y,z), pero tiene expresiones diferentes al utilizar otros
sistemas de coordenadas. El simbolo % se lee derivada parcial de f respecto de x, y seniala que solamente

se incrementa la variable z, permaneciendo las otras variables inalteradas.

Para describir la situacién mas general en la cual el medio en el que se propaga el calor se esta
moviendo con velocidad 7 = vgi + vyJ + v,k, es necesario considerar que las coordenadas dependen
del tiempo, con lo cual, la temperatura puede depender del tiempo directamente, o bien, a través
de la dependencia que tienen las coordenadas con este parametro. Es decir, la derivada total de la
temperatura respecto del tiempo puede desglosarse en dos partes:

ar 0T 0T ox 0T dy 0T 0z

ot Tor ot Tyt Tozor (114)

En el segundo miembro de la igualdad, el primer término corresponde a la dependencia explicita de
la temperatura con el tiempo y los otros tres se deben a la dependencia de las coordenadas con el
tiempo, es decir al movimiento del medio. Cuando alguno de estos iltimos tres términos es no nulo,
estamos en presencia de un fluido en movimiento. La ec. (114) puede expresarse en términos de las
componentes de la velocidad del fluido:

ar _or ar 9T AT

— ==+ = — — 115
dt 8t+8wi+8yvy+8zvz’ (115)
o en forma méas compacta,
ar or
T- 11
dt ot Vv (116)
donde del operador vectorial divergencia V en coordenadas cartesianas tiene la expresion
0 0 0
Vf= —f + 97 Jj+ i (117)

8y 82

cuando se aplica a la funcién escalar f(x,y,z), pero tiene expresiones diferentes al utilizar otros
sistemas de coordenadas.
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Sustituyendo la ec. (116) en la ec. (112) se obtiene

oT K

— + VT 7= VT, (118)
ot pc

donde el segundo término del primer miembro estd relacionado con el transporte de materia, y es
inherente al fenémeno de conveccion.

3.2. Conveccion

La conveccion de calor es su propagacién en un medio fluido por diferencias de densidad. Este
fenémeno se da, por ejemplo, cuando se calienta agua en una olla. El agua que entra en contacto
con la base de la olla asciende al calentarse —debido a que disminuye su densidad—, mientras que el
agua de la superficie desciende por los costados ya que tiene una densidad mayor, por estar a menor
temperatura que la base, estableciendose de este modo una circulacién de materia. Del mismo modo
que en la conduccion, la conveccién requiere de un medio material para la transferencia, en el caso de
la conveccién, un fluido, es decir, un liquido o un gas.

Un ejemplo similar es el del funcionamiento de un equipo de aire acondicionado ubicado en la parte
superior de una habitacion. El sistema aporta aire frio respecto de la temperatura ambiente. Este aire,
como tiene mayor densidad que el que lo rodea, desciende hacia el suelo, desplazando masas de aire
mas calientes —y menos densas—, que ascienden reemplazando el aire frio que ingresa.

3.2.1. Conveccion forzada

Cuando el fluido estd en movimiento, el intercambio de calor es méas rdapido. En el caso del aire
acondicionado, los equipos suelen utilizar un ventilador para que el aire frio salga con cierta velocidad.
Esta situacién se denomina conveccién forzada. Un claro ejemplo de esta situacién es el viento: cuando
hace frio, el aire nos enfria el cuerpo, por lo cual necesitamos ropa que aisle nuestra piel del medio
ambiente. Cuando ese aire, sin variar su temperatura, estd en movimiento, el enfriamiento de nuestro
cuerpo es mas rapido, aumentando nuestra sensacién de frio, con lo cual debemos abrigarnos, o sea
aislarnos mas.

Otro ejemplo de conveccién forzada es el caso de un enfriador contracorriente, como los que se
usan en la fabricacién de cerveza. Es imprescindible que el mosto caliente, a alrededor de 100 °C, sea
enfriado lo mas rapidamente posible al ser transferido a los botellones de fermentacién. Para lograrlo
suele usarse este dispositivo, consistente en un tubo de cobre o aluminio —enroscado para ocupar
menos lugar— inserto en una manguera bastante mas ancha que el tubo. Por el tubo se hace in-
gresar el mosto y por el extremo opuesto de la manguera, agua de la canilla, la cual suele estar a
una temperatura entre 15 °C y 20 °C, de manera que el mosto corre en un sentido por el interior,
y el agua corre en el sentido contrario por el exterior. El resultado es que con pocos metros de este
dispositivo —alrededor de 5—, el mosto sale a una temperatura similar a la del agua, sin haberse
mezclado con ella. El principio de funcionamiento es sencillo: el agua extrae calor de la pared exterior
del tubo metaélico, el cual, a su vez, es extraido del mosto, y ese calor es llevado lejos por la corriente
de agua. Cuanta més agua fria por unidad de tiempo esta en contacto con el tubo, el enfriamiento
es més eficiente; por este motivo el agua debe ir en sentido contrario. Si se conectase mal el aparato,
haciendo que ambos fluidos fueran en el mismo sentido, se perderia mucho tiempo en el enfriamiento,
y se requeriria de muchas decenas de metros para lograr la temperatura deseada.
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3.2.2. Enfriamiento

El enfriamiento de un cuerpo®, por ejemplo una taza de café en un dfa de invierno, no se produce
sola ni principalmente, por convecciéon. Si un cuerpo a temperatura Tg, es colocado en un ambiente
cuya temperatura es T, < Ty, entregard una cierta cantidad de calor, mientras su temperatura va
disminuyendo hasta llegar al valor T, para un tiempo suficientemente largo —en principio infinito—.
Este fenémeno se denomina enfriamiento, y se debe a la superposiciéon de diversos mecanismos: la
conduccién térmica con el medio que lo rodea; la cantidad de calor perdida por conveccién, si el
entorno es un fluido; la conduccién a través de los soportes que sostienen el cuerpo, y la pérdida por
radiacién, mecanismo que veremos mas adelante. Esta simple enumeracion sugiere que el fenémeno de
enfriamiento es de naturaleza compleja.

Resulta facil eliminar practicamente el intercambio de calor a través de los soportes, utilizando
materiales aislantes. Por otro lado, si la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el ambiente no
es muy grande (algunas decenas de grados centigrados), puede verse que el mecanismo de radiacién
no contribuye sensiblemente al enfriamiento. Podemos afirmar que si el cuerpo en cuestién es buen
conductor térmico y se cumplen las restricciones mencionadas, el mecanismo de conduccién es el
principal responsable de que el cuerpo se enfrie.

En las condiciones mencionadas, recordando la ec. (73) es razonable pensar que la cantidad de
calor entregado por unidad de tiempo serd proporcional a la diferencia de temperaturas T — T, y a la
extension S de la superficie del cuerpo. Sin embargo, como la temperatura 1" del cuerpo varia con el
tiempo, esta proporcionalidad solo vale en un intervalo pequefnio, At. Luego,

Q=—-hS(T-T,), (119)

donde el signo — debe incluirse para conservar la convencién de llamar Q al calor absorbido por el
sistema por unidad de tiempo —en este caso, el cuerpo que se estd enfriando— y h es el coeficiente de
enfriamiento, propio de la naturaleza de la superficie, del fluido que lo rodea y hasta de la orientacion
del objeto en los casos en que sea notablemente asimétrico, por ejemplo una chapa. La ec. (119) suele
denominarse ley de enfriamiento de Newton y asume que todo el cuerpo tiene la misma temperatura;
esta es una ley empirica que vale solo en primera aproximacién, una solucién mas rigurosa involucra
la ecuacién del calor —ec. (118)— y la ecuacién de Navier-Stokes, que describe el movimiento de un
fluido, pero ese tratamiento estda més alla del propédsito de este libro.

Para estudiar cémo varia la temperatura T del cuerpo en funcién del tiempo, consideremos que
este posee una masa M, un calor especifico ¢ y presenta una superficie de contacto S con el fluido
(que lo rodea completamente). Podemos pensar que la cantidad de calor AQ absorbida por el cuerpo

debe cumplir
AQ =—-hS(T-T,)At y AQ = McAT (120)

donde AT es el incremento de temperatura (negativo en el caso de enfriamiento) que experimentard
el cuerpo al cabo de un intervalo pequenio At. Igualando y haciendo tender At — 0 obtenemos

dT hS
“Z__mT_T 121
dt MC ( a) ( )
Para resolver la ec. diferencial (121) es ttil efectuar el cambio de variable § = T — Ty, con lo cual
do hS
—=——0 122
dt Mc (122)
Es fécil ver que la solucién de la ec. (122) es
0(t) = Ce /™ | (123)

donde se ha introducido el tiempo caracteristico 7 = % Para recuperar la expresion para T, simple-
mente escribimos

T(t) =T, + Ce '/, (124)

3Lo dicho en este apartado se aplica por igual al caso de calentamiento, es decir, cuando la temperatura ambiente es
mayor que la del cuerpo estudiado.

38



Para encontrar el valor de la constante C, usamos que T'(0) = Tp:
T00)=T,+C =Ty, (125)
con lo cual C' =Ty — T, y la ec. (123) quedaria
T(t) =Ty + (To — Tp)e™ /7 (126)

En la fig. 21 se representa graficamente la funcién T'(¢) de la ec. (126).

Toq

Figura 21: Variacién de la temperatura de un cuerpo segin la ley de enfriamiento de Newton.

3.2.3. Conduccién y enfriamiento (barra no aislada)

Consideremos una porciéon de una barra que conduce calor, similar a la mostrada en la fig. 20,
con la salvedad de que ahora se ha retirado el aislante térmico que recubria la barra. La situacién es
esquematizada en la fig. 22.

Qe . Q)
.T
X S x+Ax

Figura 22: Conduccién de calor a través de una barra no aislada.

Supongamos que la barra tiene una seccién uniforme de area S y perimetro P; ademas, su conduc-
tividad térmica es k y su calor especifico es ¢. Vamos a estudiar el problema cuando se ha establecido el
estado estacionario, es decir, cuando la temperatura 1" de cada punto de la barra permanece invariable.
Cuando eso ocurre, el flujo neto de calor en cualquier porciéon debe ser nulo, es decir,

Q) —Qx+Az)+QrL=0 (127)

donde Qh es el calor por unidad de tiempo que la barra absorbe del exterior. Andlogamente a lo
expresado en ec. (108),

Q(z) = —kS ar . Qz+ Az) = —kS ar (128)

T du r+Ax
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Sustituyendo las ecs. (128) y (119) en la ec. (127),

dT dT
—kS % $+/€S %

—hPA(T —T,) =0, (129)
T+Ax

donde PAx representa la superficie lateral de la porcién de barra, expuesta al intercambio térmico
con el ambiente que estd a una temperatura 7,. Introduciendo nuevamente el cambio de variable

0=T—T,,

do do
/{S( - — >—hPAm¢9:O (130)
dr|,, A, dz|,
Dividiendo la ecuacién anterior por Az y tomando el limite Az — 0, tenemos
d%0
— —hP6 = 131
/idez 0, (131)
o bien,
d*0

donde a = hP/(kS). Como puede mostrarse facilmente, la ec. diferencial (132) admite como solucién

0 = exp (vVaz) y también 6 = exp (—vax) (133)

Entonces, la solucién més general es

6 = Cy exp (Vaz) + Cyexp (—Vax) (134)

donde C; y C5 son constantes que dependen de las condiciones de contorno. Sustituyendo en la
definicién de la variable 6, la expresion para la temperatura en funcién de la coordenada longitudinal
queda

T =T, + Cyexp (Vazx) + Cyexp (—vax) (135)

Un ejemplo de la situacién descripta podria ser una barra no aislada muy larga con una tinica fuente
térmica a temperatura 17, en el extremo izquierdo, donde se coloca el origen del sistema de coordena-
das. En el estado estacionario, que es en el marco en que hemos resuelto el problema, la temperatura
para x = 0 debe ser precisamente 77, mientras que para distancias suficientemente largas hacia la
derecha, la temperatura debe ir aproximandose a T,. Es decir,

T0)=T1 ; z—=oo=T—=1T, (136)

Utilizando estas condiciones de contorno en la ec. (135), lo primero que podemos decir es que C; = 0,
de lo contrario, la temperatura tomaria valores exageradamente grandes hacia la derecha. Con esta
constante determinada, podemos buscar la otra usando la primera de las ecuaciones de (136):

TW=T,+Cy = Co=1T1—-1T, (137)
Sustituyendo los valores de las constantes en la ec. (135),
T =T, 4 (T - T.) exp (—v/ax) (138)

Vemos que con la solucién encontrada se cumple, ademds, la tendencia esperada para grandes valores
de x.

En la fig. 23 se muestran graficos de T'(x) para dos barras de seccién y conductividad uniformes
en el estado estacionario. La linea gruesa representa el caso estudiado en esta seccién, correspondiente
a una barra de longitud infinita conectada con una unica fuente térmica, mientras que la delgada
corresponde a la situacién de una barra aislada de longitud L que conecta dos reservorios o fuentes
térmicas infinitas a temperaturas T y Ty.
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Figura 23: Conduccién de calor a través de una barra no aislada infinita (linea gruesa) y de una barra
aislada de longitud L (linea fina).

3.3. Radiacién

Esta forma de transmision del calor no requiere de ningtiin medio material, por lo tanto, es la Uinica
por la cual nuestro planeta recibe el calor del sol, ya que entre el sol y la Tierra hay 150 millones
de kilémetros de vacio. El mecanismo por el cual se transmite el calor por radiacién es a través de
ondas electromagnéticas. Estas ondas, justamente, pueden propagarse por el vacio e incluyen una gran
variedad de longitudes de onda que van desde los rayos césmicos hasta las ondas de radio, pasando
por los rayos gamma, los rayos X, la radiaciéon ultravioleta, la luz visible, la infrarroja, etc. Estas
ondas, emitidas por un cuerpo —emisor— son capaces de transportar energia, la cual, al ser absorbida
por otro, puede convertirse en calor. Si llamamos ¢ a la energia emitida por unidad de tiempo y de
superficie del emisor, se observa experimentalmente que el maximo valor que esta magnitud puede
alcanzar esta dado por

g=oT", (139)
donde o = 5,67 x 10~ 8W/(m?K*) es la constante de Stefan-Boltzmann y T es la temperatura absoluta
del emisor. Puede verse claramente que todos los cuerpos emiten radiacion, ya que todos los cuerpos
tienen 7" > 0K, y que esta aumenta rapidamente con la temperatura, es decir, los cuerpos calientes
emiten mucha mas radiacién que los frios. Los cuerpos donde la emisién alcanza el maximo valor
posible mostrado en la ec. (139) se denominan cuerpos negros. Si bien no existen cuerpos negros
perfectos, sino que esto es una idealizacién, hay algunos que se les aproximan bastante, tal es el caso
de las estrellas. Sin embargo, en general, para los cuerpos reales, la ec. (139) debe reemplazarse por

j=eoT", (140)

donde ¢ es la emisividad del cuerpo, cumple que 0 < € < 1, y depende de las caracteristicas de la
superficie del cuerpo.

Asi como los cuerpos pueden emitir radiacion, también pueden absorberla. Sea F' el flujo de energia
radiada sobre una superficie, es decir, la cantidad de energia que llega a una superficie por unidad de
tiempo y unidad de area. Si en esa superficie se coloca un cuerpo, este absorbera una fraccién Fy;, del
flujo que llega, de manera que

Fps = aF (141)
El coeficiente o se denomina absortividad y cumple 0 < o < 1. Ademds, para cualquier cuerpo se
cumple que o = ¢. Es decir, si un cuerpo es bueno para emitir radiacién, en la misma medida es bueno
para absorberla. Entonces, para un cuerpo negro, € = a = 1. Cuando una superficie recibe radiacién,
hay tres posibilidades: la radiacién es absorbida, es reflejada, o es transmitida. Entonces,

a+r+t=1, (142)

donde la reflectividad r y la transmitividad ¢ son coeficientes andlogos a la absortividad que expresan
la fraccién de energia reflejada y transmitida, respectivamente.
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3.3.1. Temperatura de la Tierra

Es posible estimar, a partir de la temperatura de la superficie del sol y de otras consideraciones,
cual deberia ser la temperatura de nuestro planeta en el marco del mecanismo de radiacién por el cual
el sol es capaz de calentar a distancia. Para este fin, lo primero que hay que calcular es cuanta energia
llega a la Tierra, o dicho con mayor precisién, cudl es el flujo de energia por unidad de tiempo y por
unidad de drea que llega a la érbita terrestre.

Si consideramos que el sol es un cuerpo negro, la energia que emite por unidad de tiempo y de area
¢ debe cumplir la ec. (139); ademés, la cantidad de energia por unidad de tiempo emitida es Q = S4.
Entonces,

Q = SoT!, = 4nR? 0T

o ol » (143)
donde S es la superficie del sol, Ty, su temperatura y R, su radio. Esta energia es emitida radial-
mente en todas las direcciones, de manera que toda ella va atravesando sucesivas esferas hasta llegar
a la orbita de la Tierra. En ese punto, el flujo F' de energia por unidad de tiempo y de area debe
cumplir

Q _ 47TR§0lO-Ts401
Sorp  ATRZ,

orb

=

(144)

siendo Ry, el radio medio de la érbita terrestre. Si usamos que Tho; = 5800 K, Ry = 7 x 10° km y
Rorp = 1,5 x 10% km, se obtiene F' = 1397 W/m?2. Para ver cuinta de esta energfa pesca la Tierra,
vamos a considerar que la radiacién incide como rayos paralelos, como muestra la fig. 24; lo cual es
una muy buena aproximacién, dadas las distancias involucradas en el problema.

I
—

Figura 24: Llegada de la radiacién solar a la Tierra.

La energia que llega es la que entra por el cilindro dibujado de radio Rr; entonces, para la energia
que ingresa por unidad de tiempo @Q;, podemos escribir

Qin = TR2F (145)

Considerando que la energia que llega del sol se distribuye instantdneamente por toda la superficie del
planeta y que el sistema estd en estado estacionario, es decir, no se estd incrementando la temperatura
de la Tierra, sino que esté en equilibrio con la radiacién que llega del sol, debe cumplirse que la energia
que entra es igual a la que sale. Es decir,

Qin = Qout = TREF=SroT* (146)
En la dltima ecuacién se ha asumido que la Tierra es un cuerpo negro, de area S = 47TR% es decir,
que € = 1. De esta misma igualdad podemos despejar la temperatura T del planeta:
F
T = —
4o

El resultado que se obtiene con los valores utilizados es T' = 280 K = 7 °C, que si bien no coincide
con el valor medio de 14 °C establecido, se le parece bastante, dadas las importantes aproximaciones

(147)

42



realizadas. Sin embargo, hay otro efecto importante que no se estd considerando: la radiacién emitida
por la Tierra es parcialmente reflejada hacia abajo por la atmdésfera —efecto invernadero—.

3.3.2. Radiacion y enfriamiento

En la subseccion §3.2.2 habiamos visto que un cuerpo rodeado por un fluido a menor temperatura
se enfria segin la ley
Q= —hS(T -1T,)

En realidad hay que sumar un término por radiaciéon, de manera que debe escribirse
Q=—-hS(T-T,) —Q,=—hS(T —T,) — SeoT*, (148)

donde los signos — se deben a la convencion por la cual se considera como positivo el calor absorbido
por el sistema.

Ejemplo

Consideremos un techo expuesto al sol del mediodia. Pensemos que ¢ = o« = 0, 5, que el coeficiente
de enfriamiento es h=25 W/m?, que la temperatura ambiente es de 20°C y que el flujo de energia por
unidad de 4rea y tiempo proveniente del sol es F' =1397 W/m?, como vimos més arriba. Queremos
averiguar si el techo se enfria o se calienta, y hasta qué temperatura. Para ello supondremos que
inicialmente estd a la temperatura ambiente. En ese caso, en el instante inicial, se anula el término
correspondiente a enfriamiento de la ec. (148) y nos queda

Q=aSF—2SeoT?, (149)

donde S es el drea del techo expuesta al sol y 25 es el drea a través emite radiacién (hacia arriba y
hacia adentro de la casa). Dividiendo por S,

j=¢cF — 2e0T? (150)

Reemplazando, se obtiene ¢ = +282 W/m?, es decir, el techo se calienta. Esto va a ocurrir hasta que,
para alguna temperatura final T del techo, se alcance el estado estacionario, en el cual el flujo neto
de calor es nulo. En esa situacion no se anula el término de enfriamiento y entonces, para el estado
estacionario, podemos reescribir la ec. (149) de la siguiente manera:

0=eSF —2hnS(Ty — T,) — 2SeoTy (151)

El primer término corresponde al flujo incidente del sol, el segundo es el término de enfriamiento y
el tercero se debe a la pérdida por radiacién. Para resolver la ec. (151) y despejar el valor de T es
necesario realizar un procedimiento iterativo; por ejemplo se puede reescribir la ecuacién en la forma

4

T, =T,
f a T oh

(152)

Si evaluamos el segundo término del miembro derecho de la ec. (152) usando un valor inicial aproximado
para Ty, por ejemplo, Ty = T'a, podemos obtener un valor mejorado para 1, que a su vez se reemplaza
en el segundo término. Repitiendo este procedimiento varias veces se obtiene Ty = 298 K=25 °C.
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Capitulo 4. Teoria cinética de los gases

4.1. Marco histdrico

Hasta el siglo XVIII, existia un consenso general entre los cientificos acerca de la naturaleza del
calor, el cual era considerado como un fluido sin masa, al que se denominaba calérico. Este fluido tenia
la posibilidad de moverse en el interior de la materia mas o menos facilmente segiin el cuerpo de que
se tratara, lo que se explicaba mediante una diferente habilidad o conductividad de la sustancia que
componia el cuerpo en cuestién. Segin esta concepcién, la conduccion del calor seria un fenémeno
andlogo a la difusién de los fluidos, lo cual parecia apoyarse en la analogia que se observé entre las
ecuaciones que rigen ambos fenémenos.

Se observaba que para lograr los cambios de estado de la materia —por ejemplo, la fusién del
hielo—, es necesario aportar calor sin que se registre ningiin aumento de temperatura. Para explicar
los diversos fenémenos relacionados con el calor se supuso que el caldrico podia estar contenido en
la materia en dos formas: una parte en el interior de las moléculas o adherido a ellas, que no podria
detectarse por medio del termoémetro se denominé calor latente; el resto, contenido en los espacios
intermoculares, que podria pasar de un cuerpo a otro (a un termémetro, por ejemplo), se llamé calor
sensible.

El calorico debia ser ademds indestructible, para asi explicar la ley de conservacién del calor, que
es el fundamento de la calorimetria. Es decir, el fluido calorifico podia pasar de un cuerpo a otro o
de latente a sensible, pero no crearse ni desaparecer. Este modelo fue cuestionado, ya que no podia
explicar como se genera calor cuando impactan dos cuerpos a igual temperatura. La teoria se vino
abajo con el experimento de Davy, quien tomé dos trozos de hielo y produjo su fusién mediante su
mutuo frotamiento en el interior de una campana aislada térmicamente del exterior. En este caso, el
cuerpo obtenido (agua) contiene mayor cantidad de calor latente, y el calor sensible (temperatura)
continia constante. Entonces, se habia producido calor durante la experiencia, lo que contradecia la
hipétesis fundamental de la teoria.

El experimento de Davy mostré de manera concluyente que la energia mecénica o de movimiento
puede producir calor; por otra parte, el calor da origen al movimiento en una maquina de vapor.
Entonces, se planted la hipétesis de que el calor es una forma especial de movimiento; y como no es
posible percibir este movimiento, hay que suponer que se produce en el el interior de la materia, es
decir, en las particulas o moléculas que la constituyen.

Por otro lado, sabemos que la energia mecanica puede manifestarse en dos formas: potencial y
cinética, y cada una de estas formas puede transformarse en la otra. En este modelo mecdanico, actual-
mente aceptado, el calor sensible se identificé con la energia cinética molecular y el calor latente, con
la energia potencial, la cual no podra ser registrada por un termémetro mientras no se transforme en
energia cinética. En el caso de la fusion del hielo se produce una transformacién de la energia cinética
propia de los movimientos moleculares de la fuente calorifica, en energia potencial, como calor latente
de solidificacion, y asi la temperatura del sistema hielo-agua puede mantenerse constante.

4.2. Los gases ideales como conjuntos de particulas

En consonancia con la teoria mecanica del calor, un gas ideal puede ser pensado como un conjunto
de particulas —las moléculas del gas— que no se ejercen fuerzas mutuas, salvo cuando chocan entre si.
Otra consideracion de interés es que las moléculas son muy pequenas en comparacién con las distancias
que las separan, de manera que podemos asumir que el volumen ocupado por las moléculas es nulo;
esta suposicion equivale a la condicion de enrarecidos, o de baja densidad, que se atribuye a los gases
ideales. Cuando un gas ideal estd encerrado en un recipiente, entonces, tenemos una gran cantidad
de moléculas moviéndose a distintas velocidades, en todas las direcciones y chocando con las paredes.
Se considera que los choques de las moléculas entre si y contra las paredes se producen de manera
elastica, es decir, conservandose la energia de las particulas interactuantes.

Por ultimo, se asume que todas las direcciones de viaje de las moléculas y todas sus posiciones son
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igualmente probables, es decir, la densidad de particulas de gas es uniforme en todo el recipiente.

En resumen, las hipétesis que debe cumplir un gas ideal son las siguientes:

» Estd compuesto por particulas (masas puntuales).

= Las particulas de un gas ideal no se ejercen fuerzas mutuas, salvo durante los choques entre ellas
(interaccién instanténea).

= Los choques entre particulas y contra las paredes del recipiente son eldsticos.

Todas las direcciones de viaje de las particulas son igualmente probables.

= Todas las posiciones de las particulas son igualmente probables.

Con estas hipdtesis mostraremos, a continuacién, que la relacién de la presién del gas con otras
variables es compatible con la ecuacién de estado de los gases ideales.

4.2.1. Calculo de la presién

Sea un recipiente de volumen V' que contiene un gas ideal, es decir, un conjunto de particulas
no interactuantes que satisface las condiciones enunciadas. La presiéon P que este gas ejerce sobre
las paredes del recipiente estara dada por la fuerza con la que las moléculas impactan sobre ellas.
Consideremos una seccién de area S de una de las paredes y estudiemos la fuerza F' ejercida por las
particulas que chocan contra ella. Sabemos que serd P = F/S. Si una particula que choca frontalmente
no puede variar su energia (choques eldsticos), eso significa que no puede cambiar el médulo de su
velocidad; solo puede (y debe) cambiar su signo. De manera mdas general, para una molécula de
masa mq que incide contra la pared con velocidad ©7 = le% + vlyj' + vlzl;‘, rebota con velocidad
) = — V151 + vlyj' + vlzl%, como puede apreciarse en la fig. 25.

z v

[

\
>9 S
Vs

Figura 25: Molécula de gas que choca eldsticamente contra la pared del recipiente.

Pensemos que cada particula que choca contra la superficie ejerce una fuerza f durante un cierto
tiempo Jt, de manera que

fot = —Ap, = —my(—v1p — v1z) = 2myv1, , (153)

donde Ap es la variaciéon de impulso de la molécula. Consideremos que durante un intervalo At chocan
AN moléculas, incidiendo con velocidad #;. La fuerza ejercida por todas ellas serd

_Aps ANy 2myuig
At At

Calculemos el volumen AV del tubo dibujado en la fig. 25 que incluye todas esas moléculas:

=

AN, (154)

AV =108 =L Scosh =viAt Scosh = v, At S, (155)
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ya que las que estén mads lejos no llegaran a chocar en At. La no existencia de direcciones ni regiones
privilegiadas lleva a concluir que las moléculas que tienen velocidad ¢ estdn distribuidas uniforme-
mente por todo el recipiente de volumen V', es decir, su densidad N7/V es uniforme, de manera que

N AN

VoAV

(156)

donde N son todas las moléculas de tipo 1 contenidas en el recipiente y AN7 son solo las que estdn
dentro del tubo dibujado. De las ecs. (155) y (156) se obtiene

Ny Ny
ANy = —AV = A 1
% V= % — U1 tS ( 57)
Reemplazando en la ec. (154),
2m1v1m N1 Nl
F1 = At 7 LTAtS = 2TTL1U1$ V S (158)

De la misma manera, podemos pensar que hay No moléculas de masa my viajando con velocidad v,
y asi sucesivamente. La fuerza total ejercida sobre .S serd

F:ZFZ-:2Zmivi2x%S (159)

La sumatoria debe extenderse a todas las moléculas que tengan v, > 0, que son las tnicas que
realmente chocan; es decir, si la suma se extiende a todas las moléculas, hay que considerar la mitad
de la suma anterior, o sea

P= Zm v2, V (160)
donde ahora la suma cubre todas las moléculas. Para cada una de ellas se cumple

v = v, + vy + g (161)
Entonces,

Zz:mzval = ZZ:mzvfol + Zz:mzvfyvl + ZZ:m,vaVZ , (162)

pero como no hay direccién de privilegio, las 1ltimas tres sumas son iguales, de manera que
Zm = 3Zmz v2, V (163)

o bien,
Z m;v T V Z m’L (164)
Reemplazando en la ec. (160),

1 N;
a2y (169

Esta férmula para la presién vale para gases puros y también para mezclas de gases. Si consideramos
que el gas es puro, la ec. (165) queda

1
- ,g 3 uPN; (166)

Definimos ahora la velocidad cuadrética media v2 como el promedio de las velocidades al cuadrado:

02— DAL _ DAL (167)
>N N
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Sustituyendo en la ec. (166),

1 mN—
P=-—22 168
3y Y (168)
Es decir,
1 —
P = gpv2 , (169)

donde p es la densidad del gas.

Relacién de P con T

Podemos retomar la ec. (168) y escribirla de otra forma

1 — 2 1 —
PV = gva2 = §N§mv2 (170)
Es decir,
2
PV =NE,, (171)

3

donde E. es la energia cinética media de las moléculas. Por otro lado, sabemos que un gas ideal debe
cumplir la ecuacién de estado correspondiente

PV =nRT (172)

Comparando las ecs. (171) y (172) vemos que la suposicién de la teoria mecédnica del calor que asocia
la temperatura (calor sensible para la teoria del fluido calérico) con la energia cinética media de las
moléculas es correcta.

Constante de Boltzmann

Es posible escribir la ecuacion de estado de los gases ideales en términos del niimero de moléculas
N (més en sintonia con la descripcién mecénica que acabamos de hacer), en lugar de utilizar el nimero
de moles n. En ese caso, la ecuacién de estado (172) se expresa en la forma

PV = NkT | (173)

donde k es la constante de Boltzmann. Comparando con la ec. (171), para la energia cinética se obtiene

E, - ng (174)

El valor de la constante de Boltzmann se obtiene a partir de las ecs. (172) y (173):

nR=Nk = k="pRp-2 _ 1,38 x 10710 erg/K (175)
N Na

4.2.2. Numero de choques por unidad de tiempo y de area

Consideremos un gas con una distribuciéon de moléculas tal que hay n; moléculas por unidad de
volumen viajando con velocidades de médulo v1, ne moléculas por unidad de volumen viajando con
velocidades de médulo vg, etc. Vamos a suponer conocida la velocidad media v de esta distribucion.
Resulta de utilidad determinar cuél es el niimero de choques N, de las moléculas contra una superficie
de &drea unitaria por unidad de tiempo. Para resolver este problema vamos a considerar primero
solamente las moléculas que se mueven con velocidad de mdédulo v;. Trataremos de responder dos
preguntas:

s ;Cudl es la fraccién dN1 (6, ¢) de moléculas que viajan con vy en direcciones tales que sus coorde-
nadas angulares € y ¢ estan comprendidas entre 6 y 8 + df y entre ¢ y ¢ + d¢, respectivamente?

= ;Cudl es la fraccion dV Clh de estas moléculas que chocan con el drea dS en un tiempo dt?
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Figura 26: Vector velocidad #; en un sistema de coordenadas esféricas.

Si multiplicamos estas dos cantidades e integramos para todos los dngulos 6 y ¢ y sumamos para
todas las celeridades v;, obtendremos el niimero total de choques que en dt se producen contra dS.

Para responder la primera de las preguntas es conveniente pensar a todos los vectores velocidad
con celeridad o médulo vy en un sistema de coordenadas esféricas, como se muestra en la fig. 26.

Si el médulo de la velocidad es w1, el vector velocidad puede representarse por un punto P, cuya
distancia al origen de coordenadas (en el espacio de las velocidades) debe ser vy; es decir, se trata de
vectores cuyos extremos yacen sobre la superficie de una esfera de radio v;. La fraccién de moléculas
dN1(0, ¢) buscada es igual al cociente entre el area dA determinada por los dngulos df y d¢ —ver fig.
27— vy el area total de la esfera 47711%, es decir,

\%
R4

Figura 27: Diferencial de area dS en coordenadas esféricas.

visenfdfdp  senfdfde
4mv? 4w

dN1(0, ¢) = (176)

Para responder la segunda pregunta vamos a volver al espacio habitual de las coordenadas. Las molécu-
las dirigidas segtin angulos 8 y ¢ que van a chocar con dS en el tiempo dt son aquellas contenidas en
el tubo que muestra la fig. 28. El volumen de dicho tubo serd igual al producto del drea transversal
a la direccién de viaje dS cosf por la longitud v1dt (despreciando una pequena porcién en la parte
inferior del dibujo).

48



ZA

ﬁ cos 6

ds y

Figura 28: Moléculas que chocan con dA en dt.

La hipdtesis de distribuciéon uniforme de moléculas en el recipiente nos lleva a concluir que el
numero de moléculas que estan contenidas en ese tubo —y que, por tanto, van a chocar en di— esté

dada por el producto de la densidad de moléculas n; y el volumen del tubo:

AN}, = ny1dS cos Qi dt

(177)

Multiplicando las ecs. (176) y (177), integrando para todos los dngulos y sumando para todas las

celeridades v;, obtenemos

27 w/2 senf)
Nep = / dgb/ dfn;dS cos Qv;dt ——

Después de integrar sobre ¢, la ecuacién precedente resulta

03 /2 widtds (1
Nep = Z mm;itdS/O df cos 0 senf) = Z nv2/0 dsenf) senf

% )

La ultima integral es igual a 1/2, con lo cual,

Nch _ Z n;v; dtdS _ dtfs Z nv;

4

i

Por otro lado, podemos escribir

y
NA
n; = VZ = N, =Vny;
Uniendo las ecs. (181) y (182),
_ Vv
U= A n;v;
(]
Sustituyendo en la ec. (180),
dtdS N _
=gyl
Entonces, el nimero de choques por unidad de area y unidad de tiempo es
nv
N’ch = Z 9

donde n es el nimero de moléculas por unidad de volumen.
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4.2.3. Numero de moléculas que escapan por un orificio

A partir del resultado alcanzado en §4.2.2 es posible estudiar el interesante problema de un conte-
nedor de gas con un orificio pequenio. Debido al movimiento de las moléculas, mientras haya suficientes
particulas en el recipiente, algunas de ellas se dirigiran al orificio, y asi escaparan al exterior. Si llama-
mos N (t) al nimero de moléculas que se encuentran en el recipiente en el instante ¢, podemos pensar
que su variacién temporal serd igual al producto del niimero de choques por unidad de area y tiempo

N.p, por el drea A del orificio:
dN
— = —-NgpA 186
o = Nen (186)

Esta claro que las moléculas que pasen por el orificio no volveran a entrar al recipiente; por este

motivo, su variacién es negativa, motivo por el cual es necesario introducir el signo — en la ec. (186).
Reemplazando el valor de M, dado en la ec. (185) se obtiene

dN  No

=t - 1
dt V4 (187)

Si asumimos que la velocidad media de las moléculas no cambia con el tiempo, es inmediato ver que
la variable N que satisface la ecuacién diferencial (187) depende exponencialmente del tiempo:

N(t) = Cexp (—A”t) : (188)

4V
donde la constante C' debe satisfacer las condiciones de contorno. Por ejemplo, si N(0) = Ny, vemos
que tiene que ser C' = Ny, con lo cual

Av
N(t) = Nye ——t 189
(0= Noewp (~57¢) (19)
En el caso de un gas ideal, el sistema debe cumplir la ecuaciéon de estado, que en términos del nimero
de moléculas se expresa segin se vio en la ec. (173), de donde puede obtenerse para el nimero de

moléculas que
v

kT
Si tanto la temperatura como el volumen se mantienen constantes, queda claro que la presion es
proporcional al nimero de moléculas; entonces la ec. (189) conduce a

N P (190)

Av

P(t) = Pyexp (—4Vt> , (191)

con Py = NokT/V.

4.3. Funcién distribucién de Maxwell-Boltzmann

Comparando la ecs. (170) y (172), podemos concluir que es posible determinar la velocidad
cuadritica media 72 de un gas a partir de la medicién de su temperatura. Por otro lado, la ec. (191)
nos dice que si medimos la presion en funcién del tiempo (por ejemplo, para dos instantes diferentes)
en un gas contenido en un recipiente «pinchado» podemos averiguar la velocidad media 7, al menos
en ese caso particular. Sin embargo, esto no es suficiente para conocer cémo son todas las velocidades.
Para determinar la distribucién de velocidades debemos pensar en un experimento disenado especifi-
camente con ese proposito.
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Figura 29: Medicién de las velocidades moleculares de un gas.

4.3.1. Medicién de la distribucién de velocidades

Consideremos el dispositivo experimental de la fig. 29.

Se vaporiza una sustancia en un horno y se deja salir el gas a través de un orificio practicado en
una de las paredes del horno, hacia una regién mantenida en vacio. El haz de moléculas pasa por una
rendija practicada en una rueda giratoria R;. Sobre el mismo eje que R; estd montada otra rueda Ro
en la que hay también una rendija, desplazada un dngulo ¢ respecto a la rendija de la rueda R;. El
haz pasard por ambas rendijas solo si el tiempo ¢ que tardan las moléculas en recorrer la distancia L
comprendida entre las dos ruedas coincide con el que tarda el eje —y con ello la rueda Ro— en girar
un angulo ¢; es decir, el tiempo ¢t debe cumplir, simultdneamente

t:£ y t:f, (192)
v w
donde w es la velocidad angular del eje. Entonces, la velocidad de las moléculas que pasan a través de

las dos ruedas serd de moédulo

v= wb (193)

¢

Variando w, es posible seleccionar moléculas de diferentes velocidades. De esta manera, con el detector
de particulas D, situado detras de la rueda Ry se puede contar el niimero de particulas AN; que llegan
con velocidad de médulo v1, el nimero de particulas AN, que llegan con velocidad de médulo vs, etc.
Hablando con maés precision, debido al grosor de ambas rendijas, el sistema selector de velocidades no
selecciona una tnica velocidad, sino un intervalo pequenio Av de velocidades alrededor de cada valor

v;. Entonces, puede establecerse que

entre v; y v + Av; hay AN; moléculas
entre vo y vs + Avy hay ANy moléculas

entre v; y v; + Av; hay AN; moléculas
Podemos pensar que hay numerosas cajas, cada una de las cuales corresponde a un intervalo de ve-

locidades. Si se coloca en cada una de estas cajas las moléculas que tienen la velocidad correspondiente,
se obtiene un histograma como el de la fig. 30.
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Figura 30: Histograma de las velocidades de las moléculas de un gas.

Si N es el ntimero total de moléculas del gas, debe cumplirse que

N =AN; + ANy + ... = Y AN, (194)

Para calcular el promedio de velocidades —nos referimos a su médulo, o celeridad—, hay que considerar
todas las velocidades existentes. Por ejemplo, si hubiera cinco moléculas con velocidades diferentes,
habria que sumar esos cinco valores y dividir por cinco. Como se repiten muchos valores, es decir, hay
muchas moléculas que tienen la misma velocidad, es conveniente agrupar las moléculas que tienen la
misma velocidad, utilizando la distribucién de la fig. 30. Entonces,

ANiv1 + ANsvy . Zz AN;v;

(195)

v =

En general, para obtener el valor medio de cualquier funcién y de la velocidad, tal como la velocidad
cuadratica media, que es el promedio de v2, hay que proceder de manera ansloga:

) = ANyy(v1) + ANay(ve) 32 ANiy(vi)
A AR A S 12

(196)

A partir de la fig. 30 podemos decir que el nimero de moléculas por intervalo de velocidad Av estd
dado por el cociente AN;/Awv. En principio, a medida que perfeccionemos nuestro método de medicién,
podremos clasificar las moléculas con mayor precision, o sea, con «cajitas» Av mas chicas. Obviamente,
a medida que disminuyamos Av, también disminuira el nimero de moleculas AN con velocidades entre
vy v+ Av, de manera que, a partir de un valor razonablemente pequeno, los escalones del histograma
se irdn suavizando y el cociente AN;/Awv ird tendiendo a un valor constante, aunque diferente para
cada valor de v. En el limite para Av — 0, podemos definir una funcién g(v) = %. Si la integramos
para todas las velocidades obtendremos todas las particulas, ya que no dejamos ninguna afuera:

oo (o.9] N
/ g(v)dv = / d—dv =N (197)
0 0 dv

Se define la funcién distribucién de velocidades f(v) como la fraccién de las particulas con velocidades
entre v y v + dv, dividida por el intervalo de velocidades dv, es decir,

B g(v) B idN
La funcion asi definida debe satisfacer la condicién de normalizacion:
oo fooo gv)dv N
| s = 25802 - 5 (199)
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Figura 31: Funcién distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

4.3.2. La distribucion de Maxwell-Boltzmann

A partir de conceptos de la mecédnica estadistica, y basados en las hipdtesis que satisface un gas
ideal —particulas de volumen despreciable y no interactuantes salvo mediante choques elasticos entre
si y contra las paredes— los fisicos del siglo XIX James Clerk Maxwell (escocés) y Ludwig Boltzmann
(austriaco), llegaron a la expresién que debe tener la funcién distribucién de velocidades de dichas
moléculas:

[V

d‘d

o

f() =Bv’e %, (200)

donde B y vy son constantes cuyo significado iremos descubriendo. En primer lugar, conviene graficar
la funcién f(v) dada en la ec. (200); para ello vamos a calcular su derivada:

3 2
f(v) = B |2ve /% — 2v2e—“2/”3] = 2Bve V"/" (1 - ”2> (201)
Yo Yo
Podemos ver que los tinicos puntos criticos corresponden a v = 0y v = vg. Ademds, f(0) =0y
f(v) — 0 cuando v — oco. Entonces, el grafico debe ser como el que se muestra en la fig. 31.

La forma de esta distribucién puede corroborarse mediante experimentos como el de haces mole-
culares explicado en §4.3.1. Como puede verse, hay muy pocas moléculas con velocidades préximas a
0 y también hay pocas para grandes velocidades, agrupadas mayormente en torno a vg. De hecho, vg
es la velocidad més probable, es decir, la velocidad que tiene la mayor cantidad de particulas.

4.3.3. Algunos pases matemagicos

Para calcular la velocidad media y la velocidad cuadratica media hay que resolver sumas como
la que figura en el numerador de la ec. (196), devenidas en integrales. Para poder hacerlo vamos a
necesitar resolver la siguiente integral:

e 2
7= / e " du (202)
0
Como el integrando es una funcién par, podemos escribir
o0 2
27 = / e “du, (203)
—0o0
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o bien,

(2I)2:/ e_“2du/ e du (204)

—00 —00

Nada nos impide cambiar los nombres de las variables de integracion y escribir

(21)2:/ e_xQda:/ e_y2dy:/ / e eV dz dy (205)
(27)? / / @ +9%) dae dy (206)

Si asociamos las variables x e y con coordenadas cartesianas en el plano, vemos que la integral doble.
barre todo el plano. Uno puede entonces pensar a esa integral doble en coordenadas polares y expresarla

de la siguiente manera:
2m 00
(21)? = / / " d dr (207)
0 0

2 |00

2m e’
(27)? / dd)/ e "rdr =2r —
0

7= / e du = ‘f (209)
0

Conociendo el resultado de la integral 7 resulta sencillo determinar otras integrales afines:

b b du T 1 /x
= —av? g e Ry 210
/0 € v A € \/a \/a 2 (0] ’ ( )

donde se ha hecho el cambio de variable u = y/aw.

Entonces,

Entonces,

(208)

Il
3

con lo cual,

Ahora vamos a utilizar un artilugio matematico que nos sera de gran utilidad e interés para nuestro
desarrollo. Derivemos F respecto de a:

2

d [e.9] d — Qv o0
ar c dv = / —v2e M dy ; (211)
do 0 do 0

dF _1dyg 1 [ (212)
da 2 da 4\ o3

Igualando las ecs. (211) y (212) se obtiene el resultado de otra integral de gran utilidad:

o 1
/0 v2e dy = 7\ / % (213)

Para integrales similares, pero con el factor v™ para n > 2, se complica la resolucién, de manera que
utilizaremos una tabla de integrales que se transcribe a continuacién.

/OO Ve dy = Ln+1)/2] , (214)
0

20/(nt1)/2

pero por la ec. (210),

donde la funcién I' cumple las siguientes condiciones:

1-3-5...(2n—1)
2TL

'n+1)=n!; T(n+1/2)= VT (215)
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4.3.4. Velocidades mas probable, media y cuadratica media

Volvamos a la funcién distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann. Hemos visto que la
constante vy tiene un significado muy claro, ya que representa el nimero de moléculas que tienen
la velocidad «més popular», es decir, es el maximo de la distribucién. Resulta, entonces, adecuado
expresar la constante B presente en la funcién f(v) dada en la ec. (200) en términos de vg. Para ello

vamos a considerar la condicién de normalizacién:
2

oy =5
1= B/ v’e “oduv, (216)
0
que, en virtud de la ec. (213), considerando o = 1/vZ, resulta
o3
1= BZO\/% , (217)
con lo cual,
4
B (218)

Vg

y la funcién distribucién se escribe
2

2 _ v
A v

f0) = e (219)

Veamos como resulta la velocidad media con esta distribucién.

0o 00 7%
v:/ vf(v)dv = B/ vde 0dv (220)
0 0
Segin la tabla de integrales dada en las ecs. (214) y (215),
_ TIB+1)/2] T2  _vg 4 v
V=B mme —Pop =By = NP (221)
Entonces,
2
7= % ~ 1,13 v (222)
Andlogamente,
o o0 o _%
v? :/ v f(v)dv = B/ vle 0 dv (223)
0 0
Entonces,
— I((4+41)/2] L(2+1/2) 3V 4 3y}
2 _ — — —
v =Bmma TP T P00 T m 8 (224)
Luego,
— 3 —
v2="v3 y Vo2=1,22v (225)

2
Por otro lado, la ec. (174) nos dice que la energia cinética promedio de las moléculas de un gas ideal
estd relacionada con la temperatura del mismo, ya que E. = 3/2kT. Luego, uniendo este resultado
con la ec. (225),

1 — 3
§mv2 = kT = imvg ; (226)
entonces,
—  3kT
0?2 = (227)
m
y
2kT
m

lo cual indica que a medida que aumenta la temperatura de un gas, la distribucién de las velocidades
de sus moléculas se corre hacia valores mayores. Por iltimo, las ecs. (222) y (228) nos dicen que

T=1]—— (229)



Tabla 8: Calor especifico molar a volumen constante para algunos gases.

Sustancia C"™ [cal/(mol K)| | Sustancia C™ [cal/(mol K)]
H, 4.8 Xe 3,0
He 3,02 He 3,0
No 4,93 NO 4,97
Oq 4,99 (6{0) 5,017
Ne 3.1 CO, 6,86
Cly 6,01 HCl 5,02
Ar 3,0 SO, 7.5
Kr 2,9 Eter 30,8

4.4. Calor especifico de un gas ideal

Hemos visto que la energia cinética promedio de las moléculas de un gas ideal es 3/2 kT'. Si tenemos
un gas ideal puro con N moléculas, su energia estara dada por 3/2 NkT. Pensemos que se incrementa
en AT la temperatura de una masa M de algin gas ideal. La variacién de energia cinética sera

AE, = gNkAT : (230)

con N = M/m, siendo m la masa de cada molécula. Por otra parte, Para lograr ese incremento de
temperatura habra que entregar una cantidad de calor

AQ = McAT (231)

Si asumimos, de una buena vez, que no existe ningtin fluido caldrico, sino que el calor es una forma
de energia, e igualamos las ecuaciones (230) y (231), el calor especifico deberia estar dado por

3N 3n 3R
=~ k="_—"_R=>-2= 232
“CToM T oM T 24 (232)
donde n es el niimero de moles y i es la masa de un mol, o masa molar, del gas. Definimos, entonces,

el calor especifico molar C™ de un gas como la capacidad calorifica de esa cantidad de materia; luego,
3
cm = §R = 2,98 cal/(mol K) (233)

Si es cierto que el calor especifico molar de un gas ideal no depende de qué tipo de gas se trate y vale lo
que establece la ec. (233) habremos corroborado que el calor es una forma de energia, dada por la suma
de las energias cinéticas de las moléculas del gas. Cuando los procesos ocurren a volumen constante,
el nombre completo de la magnitud es calor especifico molar a volumen constante y deberia denotarse
como C7/, pero por simplicidad lo designaremos como CYy . Veamos los resultados experimentales que
muestra la tabla 8, correspondiente al calor especifico molar de algunos gases a volumen constante.

Si miramos rapidamente los resultados, llegamos a la conclusién de que nuestra suposicién es un
absoluto fracaso. Sin embargo, al mirar detenidamente, observamos que algunos gases cumplen muy
bien con la hipétesis: He, Ne, Ar, Kr, Xe y Hg satisfacen la ec. (233) en un muy buen grado de apro-
ximacién. Ademads, esos gases son todos monoatomicos, mientras que los otros no lo son. Es decir,
la hipétesis funciona bien para gases monoatémicos y solo para ellos. Esto, en realidad es algo que
debiamos esperar, pues en la ec. (171) se habia asumido que la energia cinética media de una molécula
es 1/2 mv2, lo cual vale para masas puntuales y no para rigidos u otros cuerpos més complejos, como
es el caso de las moléculas poliatémicas.
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4.4.1. Ley de equiparticién de la energia

La ec. (174) —desarrollada para gases ideales monoatémicos— nos dice que la energia cinética
promedio no depende de la masa de cada molécula. Es decir, si mezclamos dos gases ideales mono-
atémicos distintos, 1 y 2, a la misma temperatura, en promedio, todas las moléculas tienen la misma
energia cinética, independientemente de si se trata del gas 1 o del gas 2. Dicho de otra forma, las
energias cinéticas se reparten equitativamente entre todas las moléculas, pero no asi sus velocidades,
ya que para que se cumpla lo anterior, las moléculas del gas con mayor peso atémico deberdn moverse,
en promedio, mas lentamente. Para extender estas ideas a gases poliatémicos, vamos a definir primero
el concepto de grados de libertad de un sistema mecénico.

Grados de libertad

Este concepto esta relacionado con las distintas posibilidades de movimiento que tiene un sistema
de particulas. Para precisar esto, diremos que el ntimero de grados de libertad de un sistema coincide
con el nimero de coordenadas y velocidades necesarias para describir la energia del sistema. Veamos
algunos ejemplos.

Molécula monoatomica. En este tipo de moléculas hay tres velocidades de interés; una por cada
dimensién, mientras que, al no haber energia potencial, las posiciones son irrelevantes. Es decir, la

energia se escribe
1 1
E=F. = §mv§ + §mv§ + vag ;

entonces, decimos que el sistema tiene tres grados de libertad.

(234)

Molécula didtomica rigida. En este caso, tampoco hay energia potencial, pero a las tres velocidades
de traslacion hay que agregarle la rotacién del sistema. El vector velocidad angular tiene, en general
tres componentes. Sin embargo, solo hay dos relevantes, ya que el momento de inercia del sistema
a lo largo del eje es nulo. Luego, la energia tiene tres términos de traslacién, relacionados con las
correspondientes componentes cartesianas de las velocidades, y dos términos de rotacién, asociados a
las dos componentes relevantes del vector velocidad angular. Asi, esta molécula tiene cinco grados de
libertad.

Molécula diatémica no rigida. Esta molécula es igual que la anterior, solo que puede vibrar a lo
largo de su eje, con lo cual aparecen dos términos de energia potencial, asociados a las coordenadas
de los dos atomos constituyentes, medidas a lo largo del eje de la molécula. Entonces, el sistema tiene
siete grados de libertad: tres de traslacién, dos de rotaciéon y dos de vibracion.

A medida que las moléculas tienen mas atomos, la descripcion se va complicando y va aumentando
su nimero de grados de libertad. Usando el concepto de grados de libertad, la ley de equiparticion de
la energia puede enunciarse en la siguiente forma: en equilibrio térmico, la energia media es igual para
cada uno de los grados de libertad, y su valor depende solamente de la temperatura.

Por ejemplo, para un gas monoatémico, habiamos dicho que la energia media de una molécula
es F = E. = 3/2kT, y hay tres grados de libertad, entonces a cada uno de ellos le corresponde el
valor 1/2 kT. Las moléculas de un gas diatémico que puedan representarse por sistemas rigidos (sin
vibracién) deberian tener, entonces, una energia media de 5/2 kT, 1/2 kT por cada grado de libertad.
Repasando la deduccion del calor especifico molar, deberiamos considerar que en este caso, su valor
deberia ser 5/3 del correspondiente al gas monoatémico, es decir, deberia valer alrededor de 5 cal/(K
mol), lo cual puede observarse en la tabla 8. Alli también vemos que los gases con moléculas complejas
presentan valores aun mayores.

En la fig. 32 se muestra la dependencia del calor especifico molar del hidrégeno diatémico en
funcién de la temperatura. Como puede verse, entre 0 y 100 K, el calor especifico molar corresponde
a una molécula monoatémica, mientras que entre 200 y 1000 K, aproximadamente, tiene el valor
predicho por la ley de equiparticién para moléculas diatémicas rigidas y a temperaturas mayores se
va aproximando a los valores correspondientes a moléculas diatomicas que pueden vibrar a lo largo de
su eje. Este comportamiento no puede explicarse utilizando la fisica clasica, sino que se debe a efectos
de tipo cuantico. Béasicamente lo que ocurre es que no todos los movimientos de las moléculas estan
permitidos, sino que van «habilitindose» a medida que aumenta la temperatura.
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Figura 32: Calor especifico molar del Hy a volumen constante en funcién de la temperatura.

Capitulo 5. Primera ley de la termodinamica
5.1. Formulacion de la primera ley
5.1.1. Equivalente mecanico del calor

Para terminar de convencerse de que el calor es una forma de energia, era necesario demostrar
cuantitativamente que en diversas situaciones se podia pasar de una forma a otra sin que se pierda
nada. Este tipo de experimentos fue realizado por James Prescott Joule, fisico inglés del siglo XIX.
Joule logré medir el calor producido por una cantidad dada de energia mecanica en muchas circunstan-
cias diferentes; de esta manera encontré que el cociente (calor generado)/(energia mecénica gastada)
era, esencialmente, siempre el mismo. Entre los miltiples experimentos que realizé Joule acerca del
«equivalente mecénico del calor», se pueden mencionar mediciones del calor generado,

= al agitar agua con una rueda de paletas

= al calentar agua mediante un generador eléctrico accionado mecanicamente

= al calentar agua como consecuencia de hacerla circular por tubos de pequetio didmetro
= al calentarse el agua que cae en cascada

= al calentar diversos materiales por rozamiento entre dos placas de hierro en movimiento relativo

De los resultados de estos experimentos, se obtuvo que el equivalente mecanico del calor tiene un
valor de 4,155 J/cal, bastante parecido a lo que se puede medir hoy en dia. El valor establecido para el
cociente es 4,186 J/cal, es decir, para que se cumpla que no se pierde ni gana nada al pasar de energia
mecdanica a calor (y viceversa), debe ser 1 cal=4,186 J. En la fig. 33 se muestra uno de los dispositivos
ideados por Joule para determinar el equivalente mecénico del calor.

El principio de funcionamiento es el siguiente: mediante la manivela se hace subir lentamente la
pesa hasta una marca de la regla de la derecha; se toma una medicién de la temperatura del agua con
el termdémetro dispuesto para tal fin. Luego se libera el mecanismo, dejando caer la pesa hasta otra
marca de la regla. La caida de la pesa acciona el movimiento giratorio de las paletas en el interior del
liquido, lo cual frena a la pesa. Midiendo el tiempo de caida de la pesa, se puede calcular su pérdida
de energia (considerando la variacién de energia cinética y potencial); por otra parte, tomando una
nueva lectura del termdémetro se puede establecer la cantidad de calor absorbida por el agua.

Entonces, de la misma manera que un cuerpo al chocar contra un resorte y comprimirlo cambia
su energia cinética en potencial, y luego de rebotar recupera la energia cinética inicial, la energia
mecdnica, en conjunto, puede pasar a ser energia calérica —o simplemente, calor—, y viceversa.
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Figura 33: Dispositivo para estudiar la conversion de energia mecédnica en calor.

5.1.2. Estados termodinamicos

Al comenzar nuestro estudio de los gases ideales, hemos mencionado que las variables que carac-
terizan un estado termodindmico —las variables termodindmicas— son la presién P, la temperatura
T vy el volumen V. Este conjunto de variables, presente en la ecuacién de estado de los gases ideales,
es también el conjunto relevante en otros sistemas. Podemos afirmar que para sistemas cerrados —es
decir, a nimero de moles constante—, la ecuacién de estado de cualquier sistema termodindmico®
puede expresarse mediante en la forma

En el caso de los gases, la expresién particular que adopta la ec. (235) es
PV —nRT =0, (236)

o bien
PV —NET =0 (237)

Entonces, si el nimero de moles n —o de moléculas N— es fijo, un sistema termodindmico cuya
ecuacion de estado es conocida queda completamente determinado dando dos variables. Una forma
de visualizar un estado termodinamico es, por tanto, como un punto en un sistema de coordenadas
bidimensional, cuyas coordenadas coincidan con las dos variables termodinamicas elegidas, por ejem-
plo, Py V. En la fig. 34 se muestra esta situacién. Los valores de la presion y el volumen del sistema
pueden leerse directamente del grafico, mientras que la temperatura se puede obtener a partir de la
ecuacion de estado.

Ademas de los estados termodindmicos de un sistema, que lo caracterizan de manera macroscopica,
estan los estados dindmicos, que dan cuenta de las particularidades de cada molécula que forma parte
del sistema. Es decir, un estado dinamico estd dado por todas las posiciones y todas las velocidades
de las moléculas que conforman el sistema. Entonces, un mismo estado termodinamico corresponde a
un numero enorme de estados dindmicos que da como resultado la misma situaciéon macroscépica.

Entre los posibles estados termodinamicos, revisten especial importancia los estados termodinami-
cos de equilibrio. En ellos, las variables termodindmicas permanecen constantes mientras no varien las
condiciones externas. Es decir, en un estado termodindmico de equilibrio, P, V y T no son funciones
del tiempo, aunque, en general, las velocidades y posiciones de las moléculas del sistema si lo son.
Dicho de otra manera, a medida que transcurre el tiempo, en un estado termodindmico de equilibrio,
aunque el sistema vaya pasando por diferentes estados dindmicos, las variables termodindmicas P, V'

4En esta generalizacién, en realidad, hay que excluir sustancias susceptibles a efectos eléctricos, magnéticos y algunas
otras situaciones puntuales.
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Figura 34: Visualizacién de un estado termodindmico en un diagrama P — V.

ext

Figura 35: Representacion grafica de una transformacion termodindmica en un diagrama PV.

vy T permanecen constantes. En los estados termodinamicos que estan fuera del equilibrio, no se puede
precisar los valores que toman las variables termodindamicas, pues estan cambiando con el tiempo.

Dicho esto, vamos a precisar el significado de la fig. 34. Un punto en un diagrama PV representa
un valor particular de las variables P y V', es decir, dos valores definidos P; y Vi. Por lo tanto, solo
pueden representarse en ese tipo de diagramas estados de equilibrio termodindmico, ya que fuera de
ellos, las variables no toman un valor definido, sino que, a lo sumo, podrian definirse localmente, pero
no para todo el sistema.

5.1.3. Transformaciones termodinamicas

Cuando un sistema pasa de un estado termodindmico de equilibrio (estado 1) a otro (estado 2),
se dice que se ha efectuado una transformacién o proceso termodinamico. Cuando a lo largo de la
transformacion el sistema ha pasado por sucesivos estados de equilibrio, las variables termodindmicas
estan definidas a lo largo de todo el proceso y es posible representarlas graficamente en un diagrama
P —V como el de la fig. 35.

En el estado 1 el sistema tiene una presién P, un volumen V; y una temperatura 73 y a través del
camino mostrado en la figura, llega a un estado caracterizado por P», Vo y Ts. Esta transformacion
podria corresponder, por ejemplo, a la compresiéon de un gas en un pistén cuyas paredes son buenas
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Figura 36: Expansién isobarica de un gas.

conductoras térmicas, de manera que el sistema intercambia calor con el exterior y asi, su temperatura
coincide todo el tiempo con la temperatura exterior T, supuesta constante. Si el proceso es «rapido»
no darfa tiempo al sistema a llegar a estados de equilibrio intermedios, con lo cual, no tendria una
temperatura o un volumen definidos, sino que distintas partes del sistema presentarian diferentes
valores de estas variables. Si, por el contrario, se da tiempo al sistema a intercambiar calor con el
exterior, y a que se homogeneicen la presién y la temperatura dentro del gas, entonces todo el proceso
puede graficarse. En particular, al mantenerse constante la temperatura del sistema —e igual a Te —,
la ecuacién de estado nos dice que el producto PV debe permanecer constante, o bien, P = cte/V, lo
que en un diagrama P — V se observa como una hipérbola. Estos procesos particulares se denominan
isotérmicos.

De todas formas, debe quedar claro que hay infinitos procesos posibles para que un sistema se
mueva del estado 1 al estado 2, y que el camino elegido para este ejemplo es solo uno de ellos.

5.1.4. Trabajo

Consideremos otro ejemplo de transformacion termodindmica: un gas contenido en un pistén de
area A, dispuesto verticalmente se expande hacia arriba levantando una masa m desde una posicion
11 hasta otra posicién yo, de manera que su volumen pasa de un valor V7 a un valor V5 > V7, como se
muestra en la fig. 36. Como la masa es constante, también lo es la fuerza necesaria para contrarrestar
su peso y asi poder elevarla (a velocidad constante). Por lo tanto, en este proceso, la presién del gas
encerrado en el piston es constante: P = P; a lo largo de toda la transformacién; es decir, se trata de
un proceso isobarico. En particular, podemos calcular el trabajo W realizado por esa fuerza F' = mg
al cabo del proceso:

Y2 Y2 Va
W = de:/ PAdy:/ PdVv (238)
Y1 Y1 \%1

La ultima integral nos dice que el area sombreada de la fig. 36 representa el trabajo efectuado por
el gas. Por otro lado, para cualquier otro tipo de proceso para el cual el gas cambie desde un estado
1 caracterizado por las variables termodindamicas P = P} y V = Vj hasta otro estado 2, con P = P,
y V = V5 podemos pensar la transformacion como una sucesiéon de muchas transformaciones entre
volimenes muy proximos para cada una de las cuales se cumple que

AW = PAV , (239)

de manera que el trabajo total se obtiene como la suma de todos los trabajos parciales. Entonces,
puede concluirse que aunque el proceso no sea isobdarico, la expresion para el trabajo es la dada en la
ec. (238).
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Figura 37: Trabajo realizado por un gas en un proceso ciclico.

Vamos a utilizar la convencion de signos que establece que el trabajo realizado por un sistema es
positiva, mientras que el trabajo realizado sobre un sistema es negativa. Esta convencién, por otra
parte, es consistente con la ec. (238), ya que en las expansiones la integral da positiva —y el gas
efectivamente trabaja sobre el medio—, mientras que en las compresiones la integral resulta negativa
—v el medio realiza un trabajo sobre el gas—.

Se llama transformacién ciclica a aquella en la cual el punto de partida coincide con el punto de
llegada. Consideremos la fig. 37, en la cual el proceso se recorre en el sentido indicado con las flechas,
es decir, de A a B por el camino 1 y luego de B a A por el camino 2. Durante el primer tramo el
trabajo serd positivo y durante el segundo, negativo. Como el drea bajo la curva 1 es mayor que el
area bajo la curva 2, el trabajo neto, resulta positivo y queda representado por el drea sombreada. Sin
embargo, si el sentido del recorrido es inverso, es decir, primero de A a B por el camino 2 y luego de
B a A por el camino 1, el trabajo al cabo del ciclo resulta negativo.

El caso de las transformaciones isécoras es especial, ya que el area bajo la curva es nula, pues estas
transformaciones se representan en un diagrama P — V' como segmentos verticales. Esto nos dice que
el trabajo es nulo, lo cual también puede verse directamente a través de un examen de la integral de
la ec. (238), ya que en este caso es V) = Va.

5.1.5. La primera ley de la termodinamica

Cuando presentamos las ecs. (230) y (231), que relacionan la variacién de temperatura con la
variacién de energia cinética AFE¢x de las moléculas de un gas ideal y con el calor absorbido AQ), vimos
que podiamos identificar ambos conceptos —AFEqc v AQ—, siempre que el calor especifico molar
tuviera el valor 3/2R, lo cual vimos que se cumplia para gases monoatémicos a volumen constante, es
decir, cuando el gas no realiza trabajo, como muestra la tabla 8.

Veamos ahora si podemos relacionar la variaciéon de energia de las moléculas AF¢ con el trabajo
que realiza un gas cuando no intercambia calor con el exterior. Para ello consideremos un gas ideal
contenido en un pistén perfectamente adiabdtico, provisto de un émbolo mévil de drea A, que por
accion del gas es desplazado hacia afuera con una velocidad u. Sabemos que el trabajo por unidad de
tiempo, o potencia, ejercido por el gas es

aw

donde P es la presién ejercida por el gas.

Ahora vamos a calcular la pérdida de energia por unidad de tiempo de las moléculas del gas,
contenidas en el pistén. Como hicimos al calcular la presion de un gas ideal, en §4.2, vamos a clasificar
las moléculas —supuestas iguales y de masa m, por simplicidad— seguin sus celeridades: hay N;
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moléculas con velocidad de médulo v1, Ny moléculas con velocidad de médulo vs, etc. Ademds vamos
a considerar que la velocidad de desplazamiento del pistén es lenta, o que el proceso se estudia durante
un corto intervalo de tiempo At, de manera que el volumen del pistén no cambia sensiblemente durante
el mismo.

En primer lugar, calcularemos la variacién de energia dF; de una molécula del tipo i al chocar
contra el émbolo, asumiendo que los choques son elasticos. Podemos escribir:
1 1 1
_ 2 2 2 2
OE; = —mu;5, — —muj , = —m(v;5, — U5 ,) (241)
2 2 ’ 2 ’ ’
donde z es la direccién de avance del émbolo y v;, y v, , son las correspondientes componentes de
la velocidad antes y después de chocar contra el émbolo, respectivamente. La teoria de choques de
particulas permite afirmar, a partir de la conservacién del momento lineal y la energia, que en un
choque eléstico se invierte la velocidad relativa. Es decir, se conserva el médulo, pero cambia el signo.
En este caso, eso equivale a decir que

Vig — U = _(vz,',x - u) = Ug,x

=2u— iy, (242)

o bien,
2 =0, — Ao + P~ 07, — duvig (243)

Ui,:): i

debido a que u es pequeno. Reemplazando en la ec. (241), tenemos
OE; = —2muv; 4 (244)

Para calcular la pérdida total de energia por unidad de tiempo hay que determinar el nimero de
choques AN/At de las moléculas del gas contra el émbolo por unidad de tiempo. Lo primero que

podemos decir es que
AN 1 AN;

At 244 At

2

(245)

donde AN; es el numero de choques de las moléculas de tipo 4. La suma se efectia sobre todas las
particulas, pero solo la mitad tienen componente v, dirigida hacia el émbolo, por lo cual es necesario
dividir por 2. El valor de AN; ya fue calculado en la ec. (157) y resulta

AN;  N;

Entonces, a partir de las ecs. (244), (245) y, (246), la variacién total de la energia de las particulas
por unidad de tiempo sera

AE 1< N; Ni
A~ 3 Z Vzvi’zA(—Qmuw’x) = - Z VzvixAmu (247)
i 7
O sea,
AFE Amu Amu 1
ATy 2Nl =Ty 2 Nek .
7 (2
debido a que ninguna direccién estd privilegiada sobre las otras. Entonces,
AFE Amul _— 1 —
25 ZNvZ = —Au=pv2 249
At v 3 '3t (249)

Reemplazando el valor de la presién calculado en la ec. (169) se obtiene

AFE
que tiene el misma magnitud que la expresién del trabajo ejercido por el gas por unidad de tiempo —
ver ec. (240)—. Esto nos dice que la energia que pierden las moléculas del gas se convierte integramente

en trabajo, o dicho de otra manera, el trabajo ejercido por el gas se produce a expensas de la energia de
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sus moléculas. Si llamamos energia interna U a la suma de las energias cinéticas de todas las moléculas
del gas, podemos decir que, en este caso en el cual no se intercambia calor con el exterior,

AU =W, (251)
o expresado de otra forma,
AU = —W  para procesos adiabaticos (252)

Por otro lado, como recordamos al comienzo de esta subseccion, en los casos en que no se efectia
trabajo (procesos isocéricos), se puede identificar la variacién de la energia de las moléculas con el
calor absorbido por el gas:

AU = AQ@Q para procesos isocoricos (253)

Si permitimos que ocurran las dos cosas al mismo tiempo, es decir, intercambio de calor y realizaciéon
de trabajo, se verifica que

AU = AQ — W Primera Ley de la Termodindmica (254)

La ec. (254) se conoce como Primera Ley de la Termodindmica y, si bien se ha presentado para
gases ideales, vale para cualquier sistema termodinamico. Conceptualmente significa que cuando una
sustancia absorbe una cierta cantidad de calor AQ, esta puede invertirse en un aumento de la energia
de sus moléculas AU (lo que en un gas ideal da lugar a un aumento de la temperatura) o en la
produccion de trabajo mecanico W. Cuando el sistema es un fluido, el trabajo que este realiza puede
identificarse con el producto de su presién por la variacién del volumen si la presion es constante; mas
generalmente, lo dicho vale en forma diferencial:

dU = dQ — PdV  primera ley para fluidos (255)

5.1.6. La energia interna como funciéon de estado

Cuando definimos la energia interna U de un gas ideal en §5.1.5, la identificamos con la energia
cinética de las moléculas. Por otra parte, en §4.4, mostramos que la energia cinética de las moléculas
de un gas ideal estd dada por 3/2 NkT. Esto nos dice que la energia interna de un gas ideal solo
depende de la temperatura.

Consideremos una transformacién cerrada, es decir, una que partiendo de cierto estado vuelve
al mismo estado. Estas transformaciones o procesos reciben el nombre de ciclos o transformaciones
ciclicas. Consideremos un gas ideal que realiza un proceso ciclico como el que se muestra en la fig. 37.
Al cabo de un ciclo, sabemos que Tiniciat = T'finar = T4, y como en un gas ideal U solo depende de T',
podemos concluir que AU = 0 —lo mismo hubiésemos concluido si fuera U = U (T, V'), por ejemplo—.

La primera ley se escribe en este caso como
0=AQ-W (256)

Supongamos que no se cumple la primera ley, es decir, que el sistema ha absorbido del exterior una
cierta cantidad de calor AQ y ha realizado un trabajo W > AQ. Pensemos que es W = AQ + W/,
donde W’ es una cantidad de trabajo positiva. Ahora bien, se podria repetir el ciclo un sinntimero de
veces, reinvirtiendo la cantidad AQ en producir la transformacién y utilizando el sobrante W' para
mover un objeto. Todo esto sin costo alguno, salvo el puntapié inicial AQ, que podria considerarse
despreciable si se repite el proceso un nimero de veces suficientemente grande. Esa construccién se
denomina mévil perpetuo de primera especie. Sabemos positivamente que en los gases ideales esto no
es posible: por la primera ley de la termodindmica —a la cual hemos llegado usando gases ideales—,
debe ser W = AQ y no sobra nada para mover el objeto. La primera ley establece que es imposible
la construccion de un mévil perpetuo de primera especie utilizando cualquier sustancia: gases ideales
o cualquier otra cosa. Esta forma de expresar la primera ley es equivalente a la ec. (254). Ambas
formulaciones, la referida a la ecuacién y la basada en el mévil perpetuo, pueden demostrarse para
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Figura 38: Variacion de la energia interna por dos caminos distintos.

el caso de gases ideales, como hemos visto, pero esto no puede hacerse para la generalidad de las
sustancias; por eso la primera ley también se denomina primer principio de la termodinamica.

Ha habido, a lo largo de la historia, numerosos e imaginativos intentos de construir el mévil per-
petuo de primera especie, pero hasta el momento, todos han fracasado. Mientras esto siga ocurriendo,
consideraremos la ec. (254) en su versién mas general como verdadera y como punto de partida de la
termodinamica.

En virtud de estas consideraciones, en un ciclo descripto por cualquier sustancia, como AQ = W,
AU = 0. En la fig. 38 se muestra una sustancia cualquiera que pasa del estado A al estado B por dos
caminos diferentes, I y II, y después retorna al estado inicial A. Por la primera ley, debe cumplirse que

AULp + AUpa=0 = AU p=-AUpa
AULL +AUgsa =0 = AU =—-AUpy

Este razonamiento nos lleva a afirmar que AUi g = AU ﬂg, pero como los caminos I y II son
completamente arbitrarios, concluimos que AUap no depende del camino elegido, sino solo de los
estados inicial A y final B. En otras palabras, la variacién de la energia interna de cualquier sustancia
no depende del camino elegido, sino solo de los estados de partida y de llegada. Cuando eso ocurre se
dice que la variable en cuestién es una funcion de estado.

La energia interna, entonces, no depende de la historia, sino que queda determinada por el estado
actual del sistema. Si consideramos las variables termodindamicas P, V y T de un sistema cerrado
—sin variacién en la cantidad de materia—, es posible elegir dos de ellas, ya que la otra estara ligada
a estas mediante la ecuacién de estado. Entonces uno puede afirmar que U = U(V,T), o U = U(P,T),
o U =U(P,V). Si consideramos que el sistema es abierto, también hay que agregar la posibilidad de
que varie el nimero de moles n.

Debemos notar que, si bien U es una funcién de estado, claramente W no lo es, ya que eligiendo
los distintos caminos I y II de la fig. 38, el drea encerrada, que representa el trabajo es diferente.
Por lo tanto, considerando que en el ciclo debe cumplirse la primera ley, debe ser AQ = W y, en
consecuencia, () tampoco es una funcién de estado.

Si consideramos un mol de gas ideal, la energia interna estard dada por la suma de las energias
cinéticas de las N4 moléculas que componen ese mol. Es obvio, entonces, que dos moles tendran el
doble de energia interna que un solo mol. Por tanto podemos concluir que U es una magnitud aditiva,
es decir, la energia interna de un sistema formado por distintos subsistemas es igual a la sumas de las
energias internas de todos ellos.

En la ec. (233) determinamos el calor especifico molar de un gas ideal a volumen constante.
Habiamos dicho que corresponde a la variacién de calor con la temperatura que sufre un mol de gas
en un proceso isocérico. Vamos a dar ahora la definicién matematica de esta magnitud en general
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—para cualquier sistema—, y también del calor especifico molar C'p a presién constante, es decir, la
magnitud andloga para procesos isobaricos:

Cy = oQ para un mol de sustancia (257)
oT ),
0Q :

Cp=|—== para un mol de sustancia (258)
oT ) p

Si f es una funcién de estado, dado un cambio en las variables de estado (z,y) —por ejemplo
(V,T)—, el valor de f solo depende de los valores finales de (z,y) y es independiente de la trayectoria
seguida a lo largo del proceso. Entonces, un cambio infinitesimal df, o diferencial de f, no depende
del orden en que se modifican las variables. Luego, podemos pensar que el proceso se realiza en dos
etapas: en la primera, solo cambia la variable x (en una cantidad infinitesimal dz), dejando y constante,
mientras que en la segunda etapa, la variable incrementada es y. Al cabo de ambas variaciones —si f
es funcion de estado—, el incfremento total en f serd

_of, ,9f
df = 5 du + 8ydy (259)

Si el diferencial de f puede escribirse en la forma de la ecuacién precedente, se dice que df es un
diferencial exacto. Podemos ver que para el caso de una variable, la ec. (259) toma la forma familiar

df = %d:c (260)

No siempre una expresion de la forma
df = g(x,y)dz + h(z,y)dy (261)

es un diferencial exacto. La manera de comprobar si lo es, es usar el hecho de que en las funciones de
estado no importa el orden en que se efectiian las variaciones; por lo tanto, debe cumplirse que

0% f B 0% f
0xdy  Oyox

(262)

Como la energia interna es una funcién de estado, podemos escribir la expresién para el diferencial
exacto dU considerando la dependencia de U con T'y V:

oU oU
= (=) ar+ (%) av 2
dU <6T>Vd +<8V>Td (263)

En un proceso a V' = cte, se cumple que dW = 0, con lo cual dU = d(@; ademas, por la definicion
de Cy dada en la ec. (257), dQ = nCydT. Dicho de otra forma, la variacién de energia interna es lo
mismo que el calor absorbido a volumen constante:

dU = nCydT a V = cte. (264)

Si la sustancia es un gas ideal, sabemos que U = U(T'), con lo cual

ou au
au <8T>Vd de nCydT ; (265)
entonces,
d

dU = %dT =nCydT para cualquier proceso en gases ideales (266)

Como d@) = dU + dW, para el calor absorbido podemos escribir
dQ = nCydT + PdV (267)

Nétese que si V' no varfa, la ec. (267) se reduce a d@QQ = nCydT = dU. Por tultimo, podemos expresar
el calor especifico a volumen constante en términos de la energia interna:

aT
ya que, si V =cte., dU es lo mismo que dQ.

Cy = (8U> para un mol de sustancia , (268)
\%
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Figura 39: Expansién libre.

5.2. Transformaciones de un gas ideal
5.2.1. Expansion libre

Consideremos un mol de un gas ideal encerrado en un recipiente adiabatico como se muestra en la
fig. 39.

Inicialmente el gas estd confinado en la mitad izquierda, de manera que ocupa un volumen Vj
a una presion P} y una temperatura 7T7. En un momento dado se retira la pared que divide ambas
mitades del recipiente, y el gas se expande llendndolo por completo. En este estado, las nuevas variables
termodinamicas son P = Py, V =2V y T = T5.

Como las paredes son adiabéticas, se cumple que AQ = 0; por otra parte, el gas no hace ni recibe
trabajo, pues no empuja nada entonces, W = 0. Luego, por la primera ley, AU = 0. Ahora bien, como
para un gas ideal U = U(T'), debe ser AT = 0, es decir, To, = T}.

La igualdad de las temperaturas inicial y final es algo que se observa experimentalmente cuando
un gas ideal se expande libremente. Cuando se trata de gases reales, que no pueden aproximarse a las
hipdtesis de gas ideal —es decir, cuando estan a bajas temperaturas o poseen densidades grandes—,
si se observa un cambio de temperatura, lo cual sugiere que U ademas de depender de T', depende de
V. De esa manera puede explicarse que sea AU =0y AT # 0.

Es importante notar que la expansién libre de un gas es una transformacién violenta, durante la
cual no estan definidas las variables termodindmicas, ya que al ser un proceso tan rapido, durante la
expansion no estan definidas una presion, ni una temperatura; incluso estas magnitudes podrian variar
localmente. Ademas el volumen, que para un gas es el del recipiente, tampoco estd muy claro cuanto
vale durante el proceso. A continuacién estudiaremos tres procesos suficientemente lentos, de manera
que durante los mismos podamos considerar que se van alcanzando sucesivos estados de equilibrio
intermedios entre el estado inicial y el final. En estas condiciones, podemos tratar de describir qué
valores van adoptando las variables termodinamicas durante la transformacion.
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Figura 40: Expansién isobarica de un gas ideal.

5.2.2. Transformaciones isobaricas

En la fig. 40 se describe un proceso experimentado por n moles de un gas ideal monoatémico a la
presion constante P; entre los volimenes V) y V. Vamos a calcular la variacién de energia interna del
gas AU, el calor absorbido por el gas AQ y el trabajo realizado por el gas W durante la transformacién.

La ec. (264) nos dice que dU = nCydT, luego, AU = nCy AT Por la ecuacién de estado sabemos
que

PV PV,
T = —— Ty = —= 269
1 nR y 12 nR ( )
De donde P
AT =T —-T1 = — (Vo — 270
p =T nR( 2 — V1) (270)
Luego,
CyP
AU =Y (V- 1)) (271)

R

Ahora bien, como se trata de un gas ideal monoatémico, sabemos que Cy = 3/2R —ver ec. (233)—;

luego,
3
AU = §P(V2 %) (272)

Por la primera ley,

dQ = dU + dW = nCydT + PdV (273)

Pero, usando la ecuacién de estado y el hecho de que P es constante, dV = nR/P dT'; entonces la
ecuacién anterior se escribe

dQ = nCydl'+nRdT = n(Cy + R)dT (274)
Ademads, cuando el proceso es a P constante, como en este caso,
d@ = nCpdl’ (275)
De las ultimas dos ecuaciones puede verse que para gases ideales, se cumple que
Cp=Cy+R (276)
Integrando la ec. (274) podemos escribir

AQ = n(Cy + R)AT (277)
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Figura 41: Expansién isotérmica de un gas ideal.

Reemplazando el valor de AT dado en la ec. (270),

P

AQ =n(Cy + R)ﬁ(‘é - W) (278)

Luego, parta este caso de gas monoatémico,

)
AQ = P(V2 — W) (279)
Por ultimo, calculemos el trabajo.
\ %}

W = PdV =PV, — V) (280)

Vi

Reemplazando los valores dados en las ecs. (272), (279) y (280) se verifica la primera ley:

gﬂw—vn:gH%—VD—ﬂ%—W) (281)

Si el gas fuera diatomico, al calor especifico habria que agregarle la contribucion de dos grados de
libertad de rotacién, segin el principio de equiparticién. Entonces para gases diatémicos

5 7

donde para obtener la expresién para Cp se usé la ec. (276).

5.2.3. Transformaciones isotérmicas

En la fig. 41 se describe un proceso experimentado por n moles de un gas ideal monoatémico a
la temperatura constante 77 entre los volumenes V; y Vo. Nuevamente calcularemos la variacién de
energia interna del gas AU, el calor absorbido por el gas AQ y el trabajo realizado por el gas W
durante la transformacién.

En este caso,

AU =nCyAT =0, (283)
pues AT = 0. Por lo tanto, AQ = W.
Va Va T
W= MW:/ nRT oy (284)
Wi Wi 14
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Figura 42: Expansién adiabatica de un gas ideal.

es decir,
Vo
W =AQ =nR1I} In| — (285)
Vi
Vemos que si Vo > V], el gas absorbe calor de una fuente externa (AQ > 0) y lo utiliza integramente

para realizar un trabajo (W > 0).

5.2.4. Transformaciones adiabaticas

En la fig. 42 se describe un proceso adiabatico experimentado por n moles de un gas ideal mono-
atémico entre los estados (P1,V1,T1) vy (P,V2,T). Vamos a determinar la variacién de energia interna
del gas AU, el calor absorbido por el gas AQ y el trabajo realizado por el gas W durante la transfor-
macién.

En este caso, AQ = 0 por hipdtesis, ya que se trata de un proceso adiabdtico. Por lo tanto,
AU = —W. Entonces, podemos escribir

RT
nCydT = —PdV = —anV : (286)
o bien,
dT av
- - R 2
Cy T R v (287)
Integrando ambos miembros entre el estado inicial y el final obtenemos
i) Va
In{ =] =—-Rln(-—= 28
o () = (1) -
Es decir,
T Vo —R/Cy
In{—=]=1 — 2
n <T1> n <V1> (289)
Por lo tanto,
L_(h (290)
Ty Va
Vamos a definir o Co+ R R
P 1%
=25 — =14 — 291
=G Cy + o (291)
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La ec. (290) puede, entonces, escribirse como

T: Vi
?2 = (Vl> para un proceso adiabético (292)
1 2

Dicho de otra manera, para un proceso adiabatico,
TV~ = cte. (293)
Esto nos dice que si el gas se expande, la temperatura disminuye. Como T'= PV/(nR),

P
n—;VW*l = cte. (294)

Vale decir que en los procesos adiabaticos se cumple que
PV = cte. (295)

Con esta relacién podemos calcular el trabajo:

Vo Va Plv'Y Va
W = PdV = / Ldv = PV Vv (296)
V1 V1 v Vl
Por lo tanto,
_w o PV oy iy
SAU =W = (o =v) (297)

5.2.5. Compresibilidad

Se define, para cualquier sistema, la compresibilidad K como

1dV
K=——— 298
V dP (298)
Lo primero que podemos observar es que, como el volumen disminuye a medida que aumenta la presion,
el coeficiente K es positivo. Por otro lado, la ec. (298) nos dice que grandes valores de K corresponden a
sustancias facilmente deformables; ademads, podemos ver que K esta referido a la deformacion relativa

de un cuerpo, ya que aparece el volumen en el denominador.

Consideremos un mol de gas ideal. La variacién del volumen con la presién va a depender de la
forma en que se ejerza esa presion, es decir, del tipo de proceso del que se trate. Para llegar a algtin
resultado concreto, primero vamos a expresar diferentes relaciones diferenciales entre las variables
termodinamicas, segun el proceso correspondiente. La ecuacién de estado nos dice que

RT = PV ; (200)

por lo tanto, por la ec. (262),
RdT = PdV +V dP (300)

A partir de esta ecuacién, podemos ver que:

Proceso isotérmico = V dP = —-PdV
Proceso isocorico = RdT =V dP
Proceso isobarico = RdT = PdV

Proceso adiabatico = VdP +~yPdV =0,

donde la ultima relacién se obtiene a partir de la ec. (295). Por lo tanto, podemos ver que para procesos
isotérmicos y adiabdaticos, los respectivos coeficientes de compresibilidad de un gas ideal estdn dados

por
1

1
Kisot = F = Kadiab = r)/ip (301)
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Figura 43: Proceso ciclico de un gas ideal.

5.3. Maquinas térmicas
5.3.1. Transformaciones ciclicas en un gas ideal

Como ya hemos visto, se llama transformacién o proceso ciclico —o simplemente ciclo— a un
conjunto de transformaciones termodinamicas por las cuales una sustancia parte de cierto estado y
llega al mismo estado. Vamos a dar ahora un ejemplo de una transformacién ciclica en un gas ideal
monoatémico compuesta por un proceso isotérmico (I), uno isobérico (II) y uno isocérico (III), tal
como se muestra en la fig. 43.

El gas ideal describe un ciclo formado por los siguientes procesos:

» I. Proceso isotérmico que une los estados 1y 2: (P, V1,T1) — (P2, 2V1,Th);
» II. Proceso isobérico que une los estados 2 y 3: (P, 2V4,T1) — (P, Vi, T3);

» III. Proceso isocérico que une los estados 3 y 1: (P2, V4,T3) — (P, Vi, T1);

s Proceso I

Vamos a calcular el trabajo.
M B av 2V
Wy = PdV = / nRT, — = nRTIn = = nRT, In?2 (302)
Vi Vi 4 Vi

Sabemos que T es constante, por lo tanto U también lo es, y AU = 0; entonces,

Wi =AQ; =nRIT11n2 (303)

= Proceso II

En este caso,
Wi = P,(Vi —2V1) = =RV, (304)

Por otra parte, PiV; = P»2V), de donde P» = P;/2. Reemplazando en la ec. (304),

PV
Wi =— 12 ! (305)
Calculemos ahora la variacién de la energia.
AU]] = nCV(Tg — Tl) (306)
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Podemos obtener T3 usando la ecuacién de estado:

RV P T

PVi=nREy = Ty= "= s = = (307)
A la luz de este resultado, de la ec. (306)
AU = —"CQV dl (308)
Para calcular AQr; podemos usar que
AQ1; = nCp(Ts — Ty) = —n(Cy + R)% , (309)

o también se puede usar la primera ley, segtin la cual

nCVT1 . Pﬂ/l _ _nC’VT1 B nRT1
2 2 2 2

T
AQrr = AU + Wi = — =-n(Cy + R)?1 (310)

s Proceso II1

En este caso, por tratarse de un proceso isocorico, Wiy = 0, con lo cual, AUrrr = AQjyr.
Ademds podemos escribir
nC’VTl

AQqir = AU =nCy(Th = T3) = 5 (311)

Para el ciclo completo,

CyT CyT
nv1+nv1

AU = AU+ AU+ AU =0 — 5 5

=0, (312)

como debe ser, por tratarse de un ciclo, y teniendo en cuenta que U es una funcién de estado.

Con respecto al trabajo realizado, escribimos

=A% nRTy

W=Wr+Wri+Wrr=nRI1In2— +0=nRIT1In2 — 5 (313)

es decir,

1
AQ =W =nRT} <ln2 - 2) =0,193nRT, >0 (314)

5.3.2. Ciclo de Carnot

De las posibles transformaciones ciclicas que puede sufrir un gas ideal, el denominado ciclo de
Carnot reviste singular importancia, por razones que se veran mas adelante. Este ciclo, descripto en
la fig. 44 comprende los siguientes cuatro procesos:

» [. Expansién isotérmica entre los estados 1y 2: (P, V1,T1) — (P, Vo, T1);
» II. Expansién adiabética entre los estados 2 y 3: (Pa, Vo, T1) — (P35, V3, Th);
» III. Compresion isotérmica entre los estados 3y 4: (P3, V3, Ta) — (Py, Vy, T5);

» IV. Compresién adiabatica entre los estados 4 y 1: (Py, V4, To) — (P1, V1, Th);

Vamos a calcular el trabajo realizado por el gas a lo largo de un ciclo, para lo cual, primero debemos
calcular el trabajo en cada uno de los procesos involucrados.

s Proceso I. v v
2 2 av
Wi = / PdV = / nRT)— = nRTi1n E (315)
" W 1% 14
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Figura 44: Ciclo de Carnot.
= Proceso II.
Como AQj; =0,
W[[ = —AU][ = —TLCV(TQ — Tl) (316)
= Proceso III. v v
4 4 av Vi
Wi = / PdV = | nRTy— =nRTyIn— (317)
V3 V3 V ‘/é
= Proceso IV.
Como AQry =0,
W[V = —AUIV = —’I’LCV(Tl — Tg) = nCV(TQ — Tl) (318)
Observando las ecs. (316) y (318), podemos concluir que Wi = —Wpy. Entonces, podemos escribir
Vo Vy
W=Wr+Wir+Wrir+ Wy =Wr+ Wi =nRI1In 7 4+ nRTh1In A (319)
1 3
Luego,
Vo Vy
W=nR(TiIn—=+4+TsIn— 320
n ( 1 In " +T51n V3> (320)

Para estudiar la relacién entre los voliimenes, podemos considerar los procesos adiabaticos II y IV.
Recordando la ec. (293),

Tyt =1t (321)
TVt =1yt (322)

Si intercambiamos los miembros de la ec. (322) y luego dividimos miembro a miembro la (321) sobre

la (322), obtenemos
VQ v—1 V3 v—1

o bien,
Vo Vs
R — 324
VT (324)
Sutituyendo en la ec. (320),
Va Va
W=nR({T1In——-"TsIn— 325
n ( | In v 5 1n V1> (325)
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Por lo tanto,

Vs

W = nR(T1 - TQ) In —
Vi

(326)

Como 17 > To y Vo > Vi, se obtiene que el trabajo total es positivo, lo cual coincide con el andlisis
del area encerrada por el ciclo y recorrida en sentido horario.

Es posible determinar el calor que el gas absorbe en cada proceso:

AQ = AQr +AQrr + AQrir + AQrv = AQr + AQqrr (327)

Como los procesos I y III son isotérmicos, se cumple que AQ = W luego,

AQ[ =W;=nRIT11n % >0 (328)
1

v
AQ[[[ = Wirir = nRT5 hlvéL <0 (329)
3

Entonces, en el proceso I, el gas absorbe calor de una fuente externa a temperatura T; (fuente caliente)
y ademds entrega calor a una fuente externa a temperatura T, (fuente fria) en el proceso III. La
energia interna no varia a lo largo del ciclo, por lo tanto, el trabajo realizado al cabo del mismo se
hace solamente a expensas del intercambio de calor con las fuentes externas:

W =AQr+ AQrir >0 (330)

5.3.3. Maquinas térmicas motoras y maquinas frigorificas

Un dispositivo como el descripto en la subseccién enterior recibe el nombre genérico de méaqui-
na térmica. Cuando el ciclo es recorrido en sentido horario en un diagrama P — V —como en el
caso analizado—, produce trabajo ciclicamente y puede usarse para mover objetos, por ejemplo un
automévil. En ese caso, las maquinas térmicas reciben el nombre de méquinas térmicas motoras, o
motores térmicos.

Eficiencia o rendimiento

Se denomina eficiencia o rendimiento (7) de una maquina térmica al siguiente cociente:

Lo que produce

n= .
Lo que cuesta hacerla funcionar

En el caso de una maquina térmica motora, este cociente puede escribirse como

W
ACgabs ’

donde W es el trabajo producido en cada ciclo y AQgps es el calor absorbido en cada ciclo; solo el
absorbido, es decir, el que se absorbe durante la expansion isotérmica (proceso I en la fig. 44. El sentido
de esta eleccién para AQqps estd en consonancia con la definicién de eficiencia: lo que cuesta hacer
funcionar un motor se relaciona con el calor que hay que proveerle, y no con el calor que se libera
como subproducto.

n (331)

Entonces, en una maquina de Carnot, la eficiencia puede obtenerse a partir de las ecs. (326) y
(328):
nR(T1 — Tg) In %

_ 7 332
TICarnot nRT1 In % ( )
es decir,
T
NICarnot = 1— Tz (333)
1

De esta tdltima ecuacién podemos ver que Noarnot < 1, v que 7 = 1 solo si la fuente fria estda a 0 K.
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Figura 45: Ciclo de Carnot inverso.
Otra forma de escribir la ec. (332) es la siguiente:
ot — W _AQr+AQur _ n AQrrr (334)
ACgabs AQI AQI
Entonces, a partir de las ecs. (333) y (334):
15 AQrrr
12214 , 335
T AQr (335)
o bien,
AQr | AQrr
T, + T, 0 (336)

5.3.4. Maquinas frigorificas

Una méquina térmica que se usa recorriendo el ciclo en sentido inverso, es decir antihorario, se
denomina maquina frigorifica. El ciclo de Carnot inverso esta esquematizado en la fig. 45.

En este caso, los procesos pueden resumirse como sigue:

» I. Compresién isotérmica entre los estados 2 y 1: (P, Vo, T1) — (P1, V4, Th);

II. Expansién adiabética entre los estados 1y 4: (P, V1, T1) — (Pa, V4, To);

ITI. Expansién isotérmica entre los estados 4 y 3: (Py, Vi, To) — (Ps3, V3, T3);

» IV. Compresién adiabatica entre los estados 3 y 2: (P35, V3, T2) — (Pa, Va2, T1);

Como AQrr y AQry son nulos, la primera ley nos dice que Wiy = —AUrr y Wiy = —AUpy.
Entonces,

Wi = —nCV(T2 — T1) = nC’v(T1 - TQ) y Wi = _nCV(Tl - T2) (337>

Por otra parte, en los procesos isotérmicos AU = 0, con lo cual W; = AQr v Wirr = AQrr.
Andlogamente a lo obtenido para el ciclo de Carnot directo,
7

W[ = AQ[ = TLRTl ln% y W[]] = AQIII = nRTQ hlv (338)
2 4

Entonces, por la ec. (324),

Vi

1% v
W =W+ Wi = nRT mVl +nRTIn -2 = nR(T} ~Ty)n g ;
2 2

V= (339)
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o bien,
1%
W = —nR(Ty — Ty)In V2 <0 (340)
1

Es decir, que hay que hacerle trabajo externo al gas para que recorra el ciclo. Ahora veamos qué
podemos decir de las cantidades de calor absorbido y entregado. En primer lugar, como se trata de un
ciclo, AU =0, y por lo tanto, AQ = W < 0: haciendo un balance entre lo que absorbe de una fuente
y entrega a la otra, el gas entrega calor al medio.

En el proceso I,
\%
AQ;=W; =nRTIn 71 <0; (341)
2

es decir, entrega calor a la fuente caliente, mientras que en el proceso III,
Vo
AQrrr = Wi =nRIT31n v >0 (342)
1

es decir, absorbe calor de la fuente fria. En sintesis, absorbe calor |AQ ;7| de una fuente fria y entrega
calor |[AQr| a una fuente caliente. Para llevar a cabo esta trasferencia de calor desde una fuente
fria a una caliente es necesario entregar un trabajo |W| a la maquina. Comparando las tltimas dos
ecuaciones, podemos ver que |AQrrr| < |AQq|, ya que To < Tj. Dicho de otra manera, la maquina
entrega a la fuente caliente més calor que el calor |[AQ 7| absorbido de la fuente fria, y esa diferencia
es puesta en juego por el trabajo realizado sobre el sistema.

Este tipo de maquina térmica puede utilizarse con dos propdsitos diferentes: cuando lo que se
busca es extraer calor de una fuente fria, se llama refrigerador (por ejemplo, heladera), y cuando se
apunta a llevar calor a una fuente caliente, se llama bomba de calor (por ejemplo, aire acondicionado en
modo calor). Se trata esencialmente de la misma méquina frigorifica, solo que en cada caso se persiguen
diferentes propésitos. Por lo tanto, conforme a la definicién, la eficiencia tendra una expresion diferente
seguin sea el tipo de maquina frigorifica:

Calor absorbido de la fuente fria  |[AQ ;|

irigo = Trabajo requerido W
_ Calor entregado a la fuente caliente  |AQy|
e = Trabajo requerido W
Entonces,
nRI5In %} Ty
Mfrigo = A = (343)
nR(T1 — Tg) In 7? Tl - T2
y

nRT; In % _ T\ .
nR(Ty —To)Inyz Ty — T

nBC = 1 (344)

Capitulo 6. Segunda ley de la termodinamica

Segun el primer principio de la termodindmica, la energia interna puede aumentar si se realiza
trabajo sobre el sistema o si este absorbe calor. Desde este punto de vista, calor y trabajo son equi-
valentes, y el primer principio es una expresién de la conservaciéon de la energia. Sin embargo, la
experiencia muestra que el calor no es lo mismo que el trabajo, sino que existe una diferencia esencial
entre ambas cosas: podemos trasformar todo el trabajo en calor, pero no podemos transformar todo
el calor en trabajo. Para ilustrar esto, pensemos en un ciclista que frena su bicicleta; al final de la
frenada, el vehiculo se detiene y se calienta la cubierta, pero no conseguiremos poner en marcha la
bicicleta a fuerza de calentar la cubierta.

En este sentido, vemos que existe una direccién en la que ocurren las cosas. El calor va de los
cuerpos calientes a los frios y no al revés; un gas se expande ocupando todo el volumen posible, y
no ocurre que sus moléculas se amontonen en un sector del recipiente. Sin embargo, ninguno de estos
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Fuente Caliente
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Fuente Caliente
Qin

Sl NO

Qout

Fuente fria Fuente fria

Figura 46: Enunciado de Clausius de la segunda ley de la termodinamica.

fenémenos —a todas luces imposibles— viola la primera ley de la termodinamica, ya que la energia no
dejaria de conservarse si alguno de ellos tuviera lugar. Esto nos dice que el sentido de evolucion de los
sistemas no estd contenido en el primer principio de la termodinamica, sino que requiere un principio
adicional: una segunda ley.

6.1. Distintos enunciados de la segunda ley

La segunda ley de la termodindmica puede enunciarse de distintas formas, que como veremos, son
equivalentes.

6.1.1. Enunciado de Clausius

El enunciado de Clausius del segundo principio de la termodinamica prohibe la existencia de
refrigeradores ideales:

Es imposible un proceso que tenga como unico resultado el paso

de calor de una fuente fria a una fuente caliente (fig. 46).

El enunciado de Clausius expresa un hecho empirico: para enfriar algo por debajo de la temperatura
ambiente es necesario efectuar un trabajo adicional, es decir, una heladera no funciona si no se enchufa.
Volvemos a senalar que bien podria sacarse el calor de los alimentos y aprovecharlo para calentar el
agua del bano sin que se violara la primera ley, pero sabemos que las cosas no ocurren asi.

El enunciado de Clausius establece un sentido para la propagacién del calor. Este fluye de manera
espontanea de los cuerpos calientes a los frios, nunca a la inversa.

6.1.2. Enunciado de Kelvin

El enunciado de Kelvin afirma que es imposible construir una maquina térmica motora que tenga
una eficiencia del 100 %. Siempre habra calor de desecho.

Es imposible construir una mdquina ciclica que produzca como unico efecto la extraccion de calor de
una fuente y la realizacion de una cantidad equivalente de trabajo (fig. 47).

Una maquina como la que prohibe el enunciado de Kelvin recibe el nombre de mdwvil perpetuo de
sequnda especie. Entonces, otra forma de decir lo mismo es:
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Qin

Qout

Fuente fria
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Figura 47: Enunciado de Kelvin de la segunda ley de la termodinamica.

Fuente caliente

| Fuente caliente

Qout2 - Qoutl

Fuente fria

Fuente fria

Figura 48: Si no se cumple el enunciado de Kelvin, no se cumple el de Clausius.

No existe un movil perpetuo de sequnda especie.

Un ejemplo interesante de este tipo de mévil serfa un barco cuyo motor extrajera calor del océano
para transformarlo en trabajo, sin necesidad de una fuente fria donde entregar el calor de deshecho.
Como el océano es una fuente practicamente infinita de calor, un motor asi permiriria al barco moverse
sin utilizar otro combustible que el propio mar. Lamentablemente no se ha podido construir nada
parecido.

Es importante senalar que el enunciado de Kelvin habla de procesos ciclicos, que dejan el sistema
en un estado final igual al inicial. En cambio, si es posible transformar calor en trabajo si el estado
final es diferente del inicial. Por ejemplo, en una expansion isotérmica de un gas, el calor que entra se
transforma integramente en trabajo, pero al final el volumen del gas es diferente del inicial.

6.1.3. Equivalencia entre enunciados

El segundo principio de la termodinamica puede enunciarse de alguna de las dos formas menciona-
das, aunque no resulta obvio que esos dos enunciados sean equivalentes. Para demostrar su equivalencia
es suficiente mostrar que si uno de ellos no se cumple, el otro tampoco, y viceversa. En primer lugar,
vamos a suponer que no se cumple el enunciado de Kelvin, y veremos si podemos deducir que tampoco
se cumple el de Clausius. El no cumplimiento del postulado de Kelvin implica que es posible construir
un movil perpetuo de segunda especie, es decir, una maquina ciclica que transforme calor integramente
en trabajo, como la que se muestra en el lado izquierdo de la fig. 48.

La méaquina absorbe, ciclicamente, una cantidad de calor (J;,,1 de una fuente caliente y la transfor-
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Fuente caliente
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{} Qoutl
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Figura 49: Si no se cumple el enunciado de Clausius, no se cumple el de Kelvin.

ma integramente en un trabajo Wy, 1, el cual es utilizado (como Wj, 2) para alimentar el refrigerador
2 ilustrado en el lado derecho. En la maquina 2 se absorbe una cantidad de calor Q;,,2 de la fuente
fria y se entrega otra cantidad de calor Q.2 a la fuente caliente. Ahora bien, si consideramos este
conjunto de dos maquinas como una Unica maquina con dos partes, el trabajo aparece solo como una
transferencia interna de energia, y el efecto global es que se extrajo una cantidad de calor Q;;,2 de una
fuente fria y se entregd a la fuente caliente como Quur2 — Qin1. El hecho de que Q2 = Qour2 — Qin1
estd fuera de discusion, pues si no fuera asi, se estaria violando el primer principio de la termodinami-
ca. Entonces vemos que suponer que no se cumple el enunciado de Kelvin nos lleva a aceptar un
refrigerador parfecto, es decir, a que no se cumple el enunciado de Clausius.

En segundo lugar, consideremos que no se cumple el enunciado de Clausius, o sea, existe un
refrigerador por el cual se extrae calor de una fuente fria y se entrega a una caliente sin necesidad de
realizar ningtn trabajo sobre el sistema. Tal dispositivo estd esquematizado en el lado izquierdo de la
fig. 49.

Puede verse que este refrigerador absorbe una cantidad de calor ;2 de la fuente fria y la entrega
(como Que2) a la fuente caliente. Ahora hagamos operar una maquina térmica en paralelo, entre las
mismas fuentes. Esta maquina absorbe una cantidad de calor Q;,1 de la fuente caliente, realiza un
trabajo Wyyut1 v entrega una cantidad de calor Qu:1 a la fuente fria. Basta ajustar la entrada del
refrigerador 2 de manera que tome exactamente la cantidad de calor deshechada por la maquina 1 y
la devuelva a la fuente caliente, es decir, de manera que @Q;n2 = Qout1- En ese caso, el resultado global
del funcionamiento de estas dos maquinas serd que se extrajo una cantidad de calor Q;n1 — Qout2 v
se conviertié enteramente en trabajo, violando el enunciado de Kelvin. Por lo tanto, si no se cumple
el enunciado de Clausius, no se cumple el de Kelvin.

Uniendo las dos demostraciones, podemos concluir que ambos postulados son equivalentes.

6.1.4. Transformaciones reversibles e irreversibles

Se dice que un proceso termodindmico que se produce sobre un sistema es reversible, si al realizar
la transformacién inversa que lleva el sistema de vuelta a su estado inicial, no se modifica nada en
el entorno. Dicho de otra manera, después de hacer una transformacion reversible y su inversa, nada
cambia; ni en el sistema, ni en el resto del universo.

Las transformaciones irreversibles son todas las que no son reversibles.

Un claro ejemplo de transformacién irreversible es el caso de la expansién libre de un gas ideal,
descripto en §5.2.1. Una vez que el gas aumenta abruptamente su volumen no es posible que regrese
al estado inicial, salvo que se realice un trabajo externo, comprimiéndolo con un pistén, por ejemplo,
pero en ese caso, el resto del universo habra cambiado, ya que ha tenido que realizar un trabajo sobre
el sistema.
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En general, en los procesos que son violentos o abruptos, como la expansion libre, o que involucran
el fenémeno de friccién, los sistemas no vuelven solos al estado inicial, sino que es necesario que el
entorno participe de alguna manera —por ejemplo, realizando un trabajo—, con lo cual ese tipo de
transformaciones no puede ser clasificada como reversible. Todos los procesos tienen algo de abrupto,
a no ser que se lleven a cabo de manera extremadamente lenta; estos procesos se denominan cua-
siestaticos. En los procesos cuasiestaticos, el sistema va pasando por sucesivos estados de equilibrio,
yva que se da el tiempo necesario para que eso ocurra.

Podemos afirmar que todos los procesos reversibles son cuasiestdticos. Sin embargo, no todos los
procesos cuasiestaticos son reversibles. Un ejemplo de esto tltimo es la transferencia de calor entre
dos cuerpos a distintas temperaturas cuando se realiza en forma extremadamente lenta, por ejemplo,
mediante un mal conductor del calor. Si bien el proceso es cuasiestético, y el sistema pasa por sucesivos
estados de equilibrio, no es reversible, ya que el calor no puede regresar espontaneamente hacia el
cuerpo mas caliente —ahora sabemos que esto violaria el segundo principio— sin que algo cambie en
el entorno.

Para poder representar un proceso en un diagrama P —V es necesario que este sea cuasiestatico, de
lo contrario, al no alcanzarse sucesivos estados intermedios de equilibrio, no estan definidas las variables
termodindmicas durante la transformacién. Una expansion libre, por ejemplo, no puede graficarse en
un diagrama P — V, aunque si pueden representarse los estados inicial y final.

Los procesos reales son irreversibles, ya que no son cuasiestaticos, pues no se realizan en un tiempo
infinitamente largo; sin embargo, hay muchos procesos que pueden ser considerados como reversibles
en un buen grado de aproximacion.

6.1.5. Teorema de Carnot

El teorema de Carnot es un enunciado alternativo del segundo principio de la termodindmica,
que se formula a partir de la comparacién entre maquinas reversibles y maquinas irreversibles de la
siguiente manera:

El rendimiento de una mdquina térmica M que opere entre dos fuentes no puede

ser superior que el de una mdquina reversible R que opere entre las mismas fuentes:

nM < MR
cumpliéndose la igualdad si la mdquina M es también reversible y la desigualdad si es irreversible.

Demostracion

Damos por cierto el segundo principio de la termodindmica, por lo tanto, demostrar que el teorema
de Carnot es equivalente al segundo principio, es lo mismo que demostrar el teorema. Para ello vamos
a usar el enunciado de Kelvin.

a) Suponemos que no se cumple el enunciado de Kelvin.

Entonces, existe un moévil perpetuo de segunda especie, es decir, podemos imaginar una maquina
térmica ciclica M que, operando entre las temperaturas Ty y T¢. (con T, > T¥), transforma una
cierta cantidad de calor absorbida de la fuente caliente (Q.) integramente en trabajo. Como
v = W/Qe, tenemos que 1y = 1. Pero sabemos que una maquina de Carnot (reversible), que
opere entre las mismas fuentes, tiene una eficiencia dada por ng = 1—1T%/T.. Es decir, ng < nu,
y

entonces, no se cumple el teorema de Carnot.

b) Suponemos que no se cumple el teorema de Carnot.
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Fuente caliente

WR

Fuente fria

Figura 50: Si no se cumple el teorema de Carnot, no se cumple el enunciado de Kelvin.

Esto equivale a aceptar la existencia de una maquina térmica M que opera entre las fuentes T
y 1, con nyr > nr. Podemos elegir la méquina reversible R de manera que el calor que absorba
de la fuente caliente Q). sea igual al que absorbe la maquina M. Entonces podemos escribir:

WM W
Qe o

R,

con lo que |[W| > [WE|. Por otro lado,

WM =Qcl — QY] = 1QY]=1Qc| — W™
WH =1Q - 1QF = 1QFI=1Qc — WF.

con lo que |Q§‘c4| < |Q5§|.

Como la méquina R es reversible, podemos invertirla y usarla como refrigerador sin que cambien
los valores absolutos de los calores intercambiados ni la magnitud del trabajo involucrado. La
combinacién de ambas serfa una maquina, ilustrada en la fig. 50, cuyo resultado seria la conver-
sién de una cantidad de calor |QJ]23| - |Q§‘/I| > 0 integramente en un trabajo [WM| — |WF%| > 0.
Vale decir, algo que viola el enunciado de Kelvin,

entonces, no se cumple el enunciado de Kelvin.

De a) y b) concluimos que el teorema de Carnot se cumple y es una forma vélida de enunciar el
segundo principio de la termodinamica. Entonces,

M < MR

En realidad hasta ahora no se ha hecho referencia a qué corresponde la desigualdad estricta ni a qué
corresponde la igualdad. Veremos eso a continuacién.

Corolario del teorema de Carnot

Todas las mdquinas térmicas reversibles que operan entre
las mismas dos fuentes tienen el mismo rendimiento.

Ya sabemos que 7y < ng; supongamos que M es también reversible. Entonces, R es una maquina
térmica y M es una maquina térmica reversible, luego debe cumplirse el teorema de Carnot invirtiendo
la desigualdad: ng < mps. La unica posibilidad de que se cumplan las dos desigualdades es que ny; = g,
es decir, si la maquina M es reversible vale la igualdad. La tinica condicién impuesta para M es que
sea una maquina térmica que opere entre las mismas dos unicas fuentes que la maquina reversible R.
Esto nos dice que todas las maquinas térmicas reversibles que operen entre las mismas tnicas fuentes
tienen la misma eficiencia.
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En particular podria elegirse la maquina de Carnot, cuya eficiencia conocemos. Entonces podemos
afirmar que todas las maquinas térmicas reversibles que operen entre fuentes a Ty y 7, tienen una
eficiencia T

f

n= 7, (345)
Este resultado es muy general: se trata de cualquier maquina térmica reversible que opere entre T y
T., sin importar cudl es la sustancia de trabajo (no es necesario que se trate de un gas ideal) ni de
qué forma se describe el ciclo: basta que absorba calor de una tnica fuente a T, y lo entregue a otra
tnica fuente a T't; por ejemplo, un ciclo de Stirling con restitucién del calor. Este ciclo consiste en una
expansién isotérmica, un enfriamiento isécoro, una compresiéon isotérmica y un calentamiento isécoro;
ademas, el calor absorbido durante el calentamiento isécoro es restituido al sistema usando el calor
entregado durante el enfriamiento isécoro —esto es posible, pues ambos tienen la misma magnitud—.

6.1.6. Escala termodinamica de temperatura

Si bien en §1.2.3 se definié una escala absoluta de temperaturas, esta se origina en experimentos
con sustancias particulares —gases enrarecidos—, que pueden aproximarse bastante bien a los gases
ideales, pero estrictamente cada sustancia podria dar un valor distinto para el cero absoluto respecto
de la temperatura de fusion del hielo, por ejemplo. Veremos ahora que es posible definir una escala
absoluta de manera méas general basandose en el teorema de Carnot.

Sabemos que la eficiencia de una maquina térmica reversible que opera entre dos temperaturas 7,
y T¢, con T, > T} esté dada por la ec. (345), y también, en virtud de la definicién de rendimiento, por

|AQy|
— 346
aQ (10
A partir de las ecs. (345) y (346) podemos escribir
Ty _ |AQy|
U 347
7.~ Iaqd 7

Se define el cero de la escala como la temperatura de la fuente fria cuando la maquina considerada
tiene eficiencia perfecta (n = 1), es decir, cuando AQs = 0. Para determinar la escala es necesario
dar mas informacién, ya que con un unico punto no es suficiente. Podemos, por ejemplo, exigir que
haya cien grados entre el punto de solidificacién del agua y su punto de ebullicién a 1 atm. Hacemos
funcionar la maquina térmica reversible entre agua en ebullicion y una mezcla de hielo fundente y
medimos las cantidades de calor intercambiadas con ambas fuentes, AQ. y AQ. Reescribimos la ec.
(347) invertida y reemplazando T, en términos de T':

Tr+100  |AQ.|

= (348)
Ty |AQy]
A partir de esta ecuacion es posible despejar el valor de la temperatura de solidificacién del agua:
100
Tr = mag - ) (349)
[AQy]

Mediciones de las cantidades de calor involucradas conducen al valor ya determinado de 273,15 grados.
La novedad de esta escala, que resulta idéntica a la que se habia obtenido con el termémetro de gas, es
que la escala termodinamica vale rigurosamente para cualquier sustancia real utilizada como sustancia
de trabajo de una maquina térmica reversible que opere entre dos temperaturas®, ya que para cualquier
sustancia se cumple la ec. (345).

5Cuando se definié la escala absoluta a partir del termémetro de gas, se hizo a partir de mediciones que necesariamente
utilizan un gas real, cuyas caracteristicas producen escalas levemente diferentes segiin cudl sea el gas. De todas formas,
en este caso, la escala se determina utilizando alguna méaquina térmica real, que por lo tanto es irreversible y no cumple
estrictamente las hipdtesis.
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Figura 51: Ciclo reversible arbitrario como composiciéon de muchos ciclos de Carnot.

Para determinar una temperatura desconocida T, se hace funcionar la maquina entre una fuente
a esa temperatura y otra a una temperatura 7y conocida. Utilizando la ec. (347) para T'y Ty puede
despejarse T

T =T ==L (350)

donde |AQ)] es el calor intercambiado con la fuente a temperatura 7"y |AQ | es el calor intercambiado
con la fuente a temperatura T'.

6.2. Entropia
6.2.1. Suma de los calores intercambiados sobre la temperatura

Cuando en §5.3.3 estudiamos la eficiencia de una maquina de Carnot reversible que opera sobre
un gas ideal, encontramos que debe cumplirse la ec. (336):

AQS  AQ°
— + =0 351

o (351)
Sin embargo, en virtud de las ecs. (345) y (346), deducidas con la tnica hipdtesis de que se trata de
una maquina reversible que opera entre dos fuentes a temperaturas 7. y T, vemos que la ec. (351) es
mucho mas general.

En la fig. 51 se muestra un ciclo reversible de forma arbitraria en un diagrama P — V. Es posible

descomponer ese ciclo arbitrario en un conjunto de pequenos ciclos reversibles que intercambien calor
entre dos fuentes tnicas C1, Cs, C3, etc., también graficados en la figura.

Para el ciclo C; la ec. (351) se escribe

AQp, | AQg,

=0 352
0y S0 o, (352
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y asi podriamos seguir:

AQg, | AQg,

T T =0, (353)
AQéS AQE,

_ 4
T + 0, (354)

etcétera.

Podemos ver cémo cada isoterma es a la vez la temperatura caliente del ciclo inmediato inferior
y la temperatura fria del inmediato superior (a excepcién de las isotermas situadas en los extremos
del ciclo global). Si se mira en detalle, solo una parte de la isoterma es compartida por dos ciclos
contiguos, por ejemplo, el segmento BC' en la isoterma T5. Para aprovechar estas partes compartidas
podemos dividir el calor intercambiado de la siguiente forma:

AQL, = AQAP + AQBC (355)
AQL, = AQPC + AQCP (356)

Como las sumas de las ecs. (352)—(354) son nulas, podemos sumarlas y el resultado seguira siendo
cero:
AQp, | AQq  AQo,  AQh,  AQp,  AQg,
T T T T3 T3 Ty
Ahora vamos a subdividir cada sumando (salvo el primero) en dos partes, como mostramos en las ecs.
(355)—(356) y en la fig. 51:

) AB B DC c A'B B D'C’ c’
A0, AQTT AQ/Jr Ae AQ/B; 2077 AQ/Jr e AQ/B/JF... =0 (358)
T T T T, 15 T3 T3 T3 T3

Los términos que contienen AQPC y AQP se cancelan, pues representan la misma cantidad de calor,
absorbida en el ciclo Cf y entregada en el ciclo Cy, respectivamente. Ocurre algo analogo con los
términos AQB'Y’ y AQC'B' | etc. Después de cancelar estos términos se obtiene
AQél N AQAB N AQA’B’ N AQA”B” - AQD”C” N AQD/C’ N AQDC _
T Ty T3 Ty Ty T Ty
En la ecuacién precedente podriamos agregar los términos correspondientes a los segmentos adiabati-
cos, ya que el calor intercambiado en ellos es, por definicién, nulo:

A f A AB A BA' A A'B A B/ A" A A B!
Qg n Q n Q n Q n Q n Q

=0, (357)

0 (359)

+ ...
T, Ty Ty T3 T3 Ty (360)
A D"c"” A Cc"D’ A D'c’ A C'D A DC
LAQT A0 T 8077 A0TF L A0T
T4 T4 T3 T3 T2

Si se aproximan lo suficiente las isotermas en que se ha subdividido el ciclo global, los trayectos
recorridos —AB, BA', A'B’, etc., de la ec. (360)— son segmentos muy cortos, de manera que el
zigzagueante recorrido se parece mucho al ciclo global. En el limite de ciclos infinitesimales, ambas
curvas coinciden exactamente, y podemos escribir:

AQ dq
S -0, (361)
donde el simbolo ¢ se utiliza para indicar que la integral se realiza sobre un ciclo. Es importante
recalcar que el resultado
7{ ©_y (362)
T =

vale para cualquier tipo de ciclo reversible y para cualquier sustancia, de manera que es absolutamente
general.

En cada uno de los sumandos de la ec. (360) o de la (361), la magnitud AQ representa el calor
absorbido por el sistema, pudiendo este ser positivo o negativo, y T; es la temperatura (absoluta) de
la fuente con la cual el sistema intercambia calor.
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Figura 52: Ciclo reversible formado por dos procesos reversibles.

6.2.2. La funcién entropia

Aprovechando la reversibilidad del ciclo ilustrado en la fig. 51, vamos a subdividirlo en dos procesos
I y II, también reversibles, que van desde el estado E; hasta el estado Eo (proceso I), y desde el estado
Es hasta el estado E; (proceso II), como ilustra la fig. 52.

A partir de la ec. (362) podemos escribir

Es o
0:}[6@:/ dQJr/ dQ (363)
T 1.5, T e, T

Es Eq Es Eo
/ aQ _ / Q / aQ _ Q- (364)
e, T g, 1 e, T e T

es decir, la integral para ir de el estado F; al estado Eo por el camino I es igual a la integral andloga
que va por el camino II. Pero los caminos I y II son completamente arbitrarios. Entonces podemos

decir que la integral
FEs dQ
— 365
LG (365)

Entonces,

no depende del camino. Debemos enfatizar que la integral de la ec. (365) se refiere a procesos reversibles,
pues esa suposicién ha sido utilizada desde el mismo comienzo de §6.2.1 y también en la ec. (364), al
invertir el proceso II sin que cambie nada.

Como la integral de la ec. (365) no depende del camino, podemos definir una funcién S, que

llamaremos entropia, tal que
d
s = (Q) , (366)
T rev

donde se hace mencién explicita de que el proceso en el cual el sistema intercambia calor es reversible.
De esta manera, podemos escribir

/EE (df) -/ E 45 = S(Ey) — S(Ey) (367)

Ya hemos mostrado que la integral de la ec. (365), cuando se realiza sobre un proceso reversible, no
depende del camino seguido, siempre que conecte determinados estados inicial y final. Entonces, la
entropia es una funcion de estado, al igual que la enrgia interna. Por la definicion de entropia, vemos
que esta tiene unidades de calor sobre temperatura: [S]=cal/K.
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Por otro lado, es posible calcular la variaciéon de entropia respecto de algin estado de referencia:
/ <> _ / dS = S(E) — S(Ey) = S(E) — So ; (368)
Ey T rev Ey

Entonces, la funcién entropia del estado E estda dada por

[ (),

es decir, estd definida a menos de una constante aditiva Sy, que depende del origen elegido.

Por el primer principio de la termodinamica
dQ = dU + dW ; y en el caso de fluidos dQ = dU + PdV (370)

Entonces, podemos decir que para fluidos,

_(dQ\  [dU+ Pdv
dS B <T)T€’U B ( T >T’6’U (371)

Consideremos ahora una méaquina térmica irreversible I que opera entre dos fuentes, a temperaturas
Tty T,. Por el teorema de Carnot sabemos que 77; < 7r, donde con R denotamos una maquina térmica
reversible que opera entre las mismas tinicas fuentes.

Sabemos que

w Qr| Qy
=—=1- =1+ =, 372
meo. T e T (572)
y también
Ty
=1-—= 373
R T (373)
con lo cual 0 T 0 0
f f f c
1+===1-= = =4+ ==0 374
Qc T Tf T ( )
Por la definicién de eficiencia, también para la maquina irreversible vale que
Qs
=1+ =, 375
nr 0. (375)
aunque, en cambio, como n; < Mg,
c1-l (376)
nr Tc )
A partir de las ecs. (374) y (375), para la maquina irreversible se obtiene
Qf Qc
— 4+ =<0 377
Ty + T, (377)

Para tratar de generalizar este resultado a un ciclo arbitrario como el de la fig. 52, podriamos
descomponer nuevamente el ciclo en muchos ciclos de Carnot, en este caso, irreversibles (al menos
alguno de ellos). El problema que se nos plantea es que al tratarse de procesos irreversibles, no es
posible visualizarlos en un diagrama P—V; sin embargo, si es posible graficar en el diagrama los estados
de partida y de llegada. De esta manera, al pasar a ciclos infinitesimales, los estados inicial y final de los
infinitos ciclos irreversibles intermedios copian perfectamente el diagrama del ciclo reversible global.
Tenemos entonces, un ciclo irreversible que tiene la misma forma que un ciclo reversible arbitrario.
Sabemos que para el ciclo reversible se cumple la ec. (361):

£(8), -
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mientras que para el ciclo irreversible se puede seguir el mismo razonamiento que llevé a la ec. (361),
solo que las sumas parciales de las ecs. (352)-(354) (o al menos algunas de ellas) son menores que cero.
Si continuamos con el mismo procedimiento, necesariamente llegaremos a que

(7). am

Pasando al limite para ciclos infinitesimales, podemos escribir

(7).~ =

Entonces, las ecs. (362) y (380) conjuntamente nos dicen que

dQ
f{ D<o, (381)

donde la igualdad vale para procesos reversibles y la desigualdad para procesos irreversibles.

Consideremos ahora el ciclo de la fig. 52, pero pensemos que el proceso I es irreversible (y even-
tualmente podria no ser visualizable en un diagrama P — V') y el proceso II es reversible. El proceso
total, es decir, el ciclo, es irreversible y debe cumplir la ec. (380); luego,

0> fciﬁ? N [;2 <d;§2>mev + /Efl <C{_,C?>rev ; (382)

/EE <di'?> = /EE (?) ’ (383)

[ (), L (). o
384)

Como los estados E1 y Eo son arbitrarios, la relacion (
a procesos diferenciales:

entonces,
o bien,

es totalmente general y se aplica también

dQ dQ
<T>z'rrev = <T)rev (385)

El segundo miembro de la desigualdad es el diferencial de la funcién entropia, segin la definicién dada
n (366), por lo tanto,
dq

=<
- <ds, (386)

donde la igualdad vale para los procesos reversibles y la desigualdad, para los irreversibles. Andloga-
mente, por la ec. (367),

E>
/ §<S(E2) S(Ey) ; (387)
E4

la igualdad vale para los procesos reversibles y la desigualdad, para los irreversibles.

6.2.3. La variacién de entropia en sistemas aislados

Consideremos un sistema que intercambia calor con una fuente térmica externa a temperatura T
(no necesariamente constante) a lo largo de un proceso termodindmico que lleva el sistema del estado
E, al estado Fy de manera reversible. Por la definicién de entropia del sistema dada en la ec. (367),
se cumple que

/E2 99 _ g1 — S(Bv) (388)
o
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Pensemos que el sistema estd compuesto por dos partes A y B, las cuales, respectivamente, absorben de
la fuente externa cantidades infinitesimales de calor dQ 4 y d@p a lo largo del proceso. Necesariamente,
el calor que absorbe el sistema como un todo en cada porcién infinitesimal del proceso debe cumplir
que d@ = dQ 4 + dQp. Entonces, podemos expresar la integral de la ecuacién anterior como la suma
de dos integrales:

B B
ASap = Sap(Ea) — Sap(Er) = / 494 +/ Qs (389)

g T p T
Cada una de las integrales de la ec. (388) corresponde a la variacién de entropia de la parte corres-
pondiente del sistema. Es decir,

ASap = ASs+ ASp (390)

Si el sistema que intercambia calor con la fuente externa estuviera compuesto por una tercera parte
C, podriamos aplicar el mismo razonamiento, de manera que ASapc = ASap + ASc = ASy +
ASp + ASc. Si repetimos este método muchas veces, llegaremos a la conclusién de que la variacién
de entropia de un sistema compuesto por muchas partes es igual a la suma de las variaciones de las
entropias de todas las partes. Dicho de otra manera, la entropia es una funcién aditiva.

Volviendo a la ec. (387), si consideramos una transformacién termodindmica sobre un sistema
aislado térmicamente —proceso adiabatico—, vemos que debe cumplirse que

0< S(Ey) — S(Ey), (391)

ya que por tratarse de un proceso adiabatico, dQQ = 0 a lo largo de todo el proceso. Entonces, para
sistemas aislados, cualquier proceso debe cumplir que

S(E1) < S(E2) (392)

Esto nos dice que la entropia de tales sistemas aumenta para las transformaciones irreversibles y se
mantiene constante para las reversibles. Sin embargo, debe quedar bien claro que este resultado se
aplica solamente a sistemas aislados. En cambio, si un sistema A no estuviera aislado, con la ayuda
de un agente externo B, seria posible reducir la entropia del sistema A. Pero si incluimos ese agente
externo dentro del sistema, por la aditividad de la funciéon entropia, podemos decir que

0<AS =AS4+ASg (393)

La primera parte de la ec. (393) se debe cumplir porque al incluir las dos partes del sistema, el nuevo
sistema es un sistema aislado. Vemos que, si bien la entropia de ambos sistemas tomados en conjunto
no puede disminuir, la entropia de una de las partes si podria, ya que

—ASy < ASp, (394)

y a un aumento de entropia de la parte B le corresponde una disminucion de entropia de la parte A.

El universo es un sistema aislado, ya que no intercambia calor con ningin otro sistema. Por lo
tanto, debe cumplirse que para cualquier proceso termodinamico la entropia del universo varia segin
la ec. (393). Es decir, la entropia del universo aumenta en cada proceso irreversible (como lo son todos
los procesos reales).

Supongamos que un sistema aislado tiene un méximo valor posible para su entropia. En esa situa-
cién, el sistema no puede sufrir ninguna otra transformacion, ya que cualquier cambio causaria una
disminucion de la entropia. Por lo tanto, el estado mas estable para un sistema aislado es el de maxima
entropia.

6.3. Ejemplos de variaciéon de entropia

Vamos a ilustrar mediante varios ejemplos cémo calcular la variacién de entropia de distintas
transformaciones. Podremos ver que hay casos en los que la entropia aumenta y en otros disminuye.
Cuando el sistema estd aislado y el proceso es irreversible, se verifica el aumento de la entropfia.
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6.3.1. Conducciéon térmica entre dos reservorios infinitos

Consideremos ahora el intercambio de cierta cantidad de calor AQ por conduccién térmica entre
dos reservorios, R; y Ro, de un sistema. Vamos a analizar el caso en el que ambos reservorios son
infinitos, de manera que sus temperaturas 11 y 15, respectivamente, permanecen constantes durante
el proceso. Por otra parte, vamos a suponer que la barra conductora que conecta ambos reservorios
va ha alcanzado el estado estacionario. Pensemos que 77 < T5; ademaés, debemos asegurar que todo el
sistema (ambos reservorios y, eventualmente la barra que los conecta) esté aislado térmicamente.

Podemos considerar el sistema integrado por tres partes: el reservorio a 77, el reservorio a T y la
barra que los conecta, de manera que

AS = ASpurra + AS1T + ASy (395)

En la barra no cambia nada durante el proceso, por lo tanto, tampoco cambia su entropia, y ASparre =
0. Calculemos la variaciéon de entropia de ambos reservorios:

d d
=l (7)., e (5, )

Las integrales de las ecuaciones precedentes deben realizarse sobre caminos reversibles, pero el proceso
que estamos intentando describir no lo es; sin embargo, podemos imaginar algiin proceso reversible
que lleve todo el sistema del mismo estado inicial al mismo estado final. Podemos pensar, por ejemplo,
que utilizamos el reservorio Ro como fuente caliente de una maquina de Carnot, de manera que Rs
entregue la cantidad de calor AQ). Andlogamente, podemos imaginar otra méquina de Carnot que
utiliza el reservorio Ry como fuente fria, a la cual le entrega la misma cantidad de calor AQ. Como las
méquinas de Carnot son reversibles, estos procesos satisfacen la condicién requerida en las ecs. (396).

En ese caso, las ecs. (396) se reducen a

_ d@ 1 AQ

A51= / <T1) T / @ =7 (397)
L[ (d@\ 1 CAQ,

ASy = / (T2 ) =7 [ A0 == (398)

Dado que el calor fluye por conduccion del cuerpo mas caliente al mas frio, el cuerpo Ry entrega una
cantidad de calor AQ que es absorbida por Ry, es decir, AQ1 = —AQ2 = AQ > 0. Luego,

1 1
AS=A — ——1>0 399
(77 (399)
La entropia aumenta, lo cual es logico, pues se trata de un sistema aislado en el cual se produce un
intercambio de calor entre fuentes con diferencia de temperaturas finita, que es un proceso irreversible.

6.3.2. Friccion

Otro ejemplo que vamos a considerar es la produccién de calor por fricciéon. Pensemos que el sis-
tema tiene dos partes: dos cuerpos C1 y Cy que se frotan entre si. Ambas partes absorben calor al
frotarse y sus entropias crecen, ya que tanto d@)1 como d@Q)2 son positivos a lo largo de todo el proceso.
Nuevamente, aunque el proceso sea irreversible, podemos calcular la entropia utilizando su definicién,
a través de un camino reversible que conecte los mismos estados inicial y final, esencialmente los dos
cuerpos C7 y Cy a temperaturas iniciales T; y luego del proceso, los mismos cuerpos a temperaturas
Ty > T;. Como el calor no es entregado por ninguna parte del sistema, sino que se obtiene por medio
del trabajo, el aumento de entropia no es compensado por una disminucién —debido a la entrega de
ese calor— en ninguna otra parte del sistema. Entonces, este proceso irreversible da también como
resultado un aumento en la entropia. De hecho, aumenta la entropia de cada uno de los cuerpos, ya
que en ambos casos absorben calor.
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6.3.3. Intercambio de calor entre dos cuerpos finitos

Sean dos cuerpos idénticos aislados térmicamente del exterior, cuyas masas y calores especificos
son, respectivamente, m y c¢. Supongamos que inicialmente uno de los cuerpos esta a temperatura T
y el otro estd a temperatura T5. Al ponerlos en contacto mutuo, el estado de equilibrio llegara cuando
Ty =15 =Ty.

Como el calor que entrega un cuerpo lo absorbe el otro, podemos escribir
me(Ty —T1) + me(Ty —T2) =0, (400)

de donde resulta que Ty = (T} +15)/2. Para fijar ideas, pensemos que T < T y procedamos a calcular
la variacién de entropia de cada cuerpo, para lo cual consideraremos un proceso reversible por el cual el
cuerpo 1 es puesto sucesivamente en contacto térmico con infinitos reservorios a temperaturas 17 +dT’,
Ty + 2dT, asi, hasta llegar a Ty > T7. En cada uno de estos procesos, el calor absorbido por el cuerpo
1 serd dQ) = mcdT; entonces,

d Trdar T
AS) = / (Q) = mc— = mc In <f> (401)
T rev T T 5
Andlogamente, para el cuerpo 2 podemos escribir
d T ar T
ASy = / (Q> = mc—— = mc In <f> (402)
T rev T> T 1
La variacion de entropia del sistema sera
AS = ASy +AS = me | () + 1 (Z)] = me di (403)
= 1 > =mc |In T n 7, =mc In T
Reemplazando el valor de T,
(Ty + T»)*
AS = In [——— 404
S mcn[ T (404)
Para estudiar el signo de la variacién de entropia escribiremos
(Ty + To)? = T2 + T3 + 2T Ty (405)
(T) — o) =T? + T3 — 210 T,
Restando miembro a miembro,
(Ty + 1) — (Ty — Ty)? = 4T\ Ty (406)
Como (T} — T3)? > 0,
(T +T2)* > (T + T2)? — (Th — Tu)? = 4Th T (407)

Esto prueba que si N es el numerador del logaritmo de la ec. (404) y D, su denominador, N > D, con
lo cual vemos que AS > 0. Més aun, cuanto mayor sea N respecto de D, mayor serd el valor de AS.
Por este motivo, es ttil estudiar la diferencia N — D:

N—-D=(T+T)? —4AT\T, =T +T5 + 2N Ty — 4Ty To = TE + T3 — 2Ty T = (Ty — T)*  (408)

En la fig. 53 se grafica la diferencia N — D en funcién de la temperatura 77. Puede observarse que a
medida que 77 se aleja de T, la diferencia aumenta, con lo cual, AS aumenta. Dicho de otra manera,
cuanto mas diferentes son las temperaturas de los cuerpos —y el proceso es mds irreversible—, es
mayor el aumento de entropia del sistema. La tinica posibilidad de que un sistema aislado formado por
dos cuerpos puestos en contacto térmico no incrementen su entropia, es que ambos tengan la misma
temperatura.
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N-D

T2 Tl

Figura 53: Medida del aumento de entropia cuando dos cuerpos a diferentes temperaturas se ponen
en contacto térmico segun la ec. (408): a mayor diferencia de temperaturas, mayor es el aumento de
entropia.

6.3.4. Fusion de una masa de hielo

Consideremos una masa m de hielo a 0 °C que se funde sin cambiar su temperatura. Su variacion
de entropia estara dada por

dQ 1
AS = — =— | d 4
o /<T>m T ] % (409)
pues T=cte=T,=273 K. Entonces,
_AQ _ Ar
AS = T, mTh (410)

6.3.5. Enfriamiento de una masa de agua

Sea una masa m de agua a 100 °C que disminuye su temperatura a 0 °C. Para calcular la variacion
de entropia volvemos a usar la definicién:

dQ 273K dT
AS:/() :/ me—- 411
T )y J3mk T (41

donde se ha supuesto un proceso reversible por el cual el agua va absorbiendo a cada paso una cantidad
de calor dQ = mcdT (negativa). Entonces,

273 1
AS = meln (373> = —0,312me = —0,312m ;iK (412)

6.4. Entropia de un gas ideal

Como vimos en la ec. (371), un gas ideal debe cumplir para cualquier transformacién reversible
que

U P
dS =~ + =dV (413)

Utilizando la relacién entre dU y dT dada en la ec. (264), y la ecuacién de estado de los gases ideales,

dT av

con lo cual podemos ver que la entropia de un gas ideal es funcién de la temperatura y del volumen, a
diferencia de la energia interna, que solo es funcién de la temperatura. Entonces, al pasar de un estado
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inicial caracterizado por T'=T7 y V = V7 a un estado final caracterizado por T'=To y V = V5, la
variacién de entropia resulta

T2,V3
AS = S(To, Vo) — S(T1, Vi) = / ds (415)
1,1

Como la entropia es funcién de estado, no es necesario resolver la integral a través de un camino
determinado, sino que cualquier camino debe conducir al mismo resultado. Podemos, por tanto, elegir
un camino que vaya de T7,V; a T5,Vi, manteniendo el volumen constante, y luego vaya de T5,V; a
T5,V5, manteniendo la temperatura constante:

T5,Va T2,V1 12,Vs
AS = ds = ds + / ds (416)
1,1 Vi Te,1

Reemplazando la expresion de dS dada en la ec. (414),

T2,V1 dT T3,V dv
AS = nCy —- +/ nR— ; (417)
1,1 T T2,V1 14
o bien,
Ty Vo
S(To, Vo) = S(T1,V1) =nCyIn | = | + nRIn [ —= (418)
Ty Vi
Podemos decir, entonces, que
T \%
S(T,V)=nCyIn| — | +nRIn| — | + 5, (419)
T Vo

donde el subindice 0 indica el estado de referencia.

6.4.1. Variaciéon de entropia durante la expansion libre de un gas ideal

Para calcular la variacién de entropia podemos hacer uso de la ec. (418) para gases ideales:

T
S(Ty, Vo) — S(T1, Vi) =nCyIn [ =2 ) + nRIn V2 Corm (), (420)
Ty i Vi

pues, como hemos visto en §5.2.1, la temperatura final es la misma que la inicial. Si, por ejemplo, el
volumen se duplicara durante la expansién libre, seria

S(Tl, 2V1) — S(Tl, Vl) = ’I’LR]HQ (421)

El aumento obtenido para la entropia en este sistema aislado revela la naturaleza irreversible del pro-
ceso. Més aun, a medida que aumentamos la relacién entre el volumen final y el inicial, mayor serd
el grado de irreversibilidad, pues aumenta el valor del logaritmo de la ec. (421). Esto estd de acuer-
do con el sentido comun, ya que parece imposible que las moléculas de un gas vuelvan a agruparse
espontaneamente regresando todas al volumen inicial; particularmente cuanto mas pequeno sea ese
volumen en relacién con el volumen final.
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Capitulo 7. Transformaciones de fase

7.1. Gases reales y gases de van der Waals

Distintos experimentos realizados con gases muestran que en algunos casos no se satisface la ecua-
cién de estado de los gases ideales. Un ejemplo claro de esto se da cuando los gases se condensan. Un
modelo mas préximo a la realidad es el de los llamados gases de van der Waals, donde se tienen en
cuenta algunos aspectos ignorados en las hipétesis de los gases ideales.

7.1.1. Fuerzas intermoleculares

Las fuerzas intermoleculares, como su nombre lo indica, son fuerzas que se ejercen entre las molécu-
las de una sustancia. En nuestro estudio de los gases ideales hemos supuesto que estas fuerzas son
nulas; sin embargo, esto es solo una idealizacion, y una descripcion més realista de un gas debe con-
templarlas. La existencia de este tipo de fuerzas se pone en evidencia cuando se observa un material
sélido: si se sujeta una piedra a cierta altura sobre el suelo, las particulas que la componen no caen, a
pesar de la fuerza de atraccién gravitatoria. Esto es asi porque hay fuerzas de cohesién —interiores a
la piedra y de naturaleza atractiva— que contrarrestan la accién del peso.

Hemos supuesto que en el gas ideal las moléculas son puntuales y no hay interaccién entre ellas
(salvo cuando chocan entre si), es decir, no hay fuerzas intermoleculares. En este caso, hemos visto
que la energia interna U del gas esta determinada por la energia cinética promedio de las moléculas
y el numero de moles; ademds vimos que, para gases ideales, U solo depende de la temperatura y no
del volumen.

Sin embargo, en los experimentos de expansion libre adiabética que realizé Joule, se encontré que
en las condiciones en las que los gases reales no son bien aproximados por gases ideales, la temperatura
del gas cambia. Sabemos, por lo visto en §5.2.1 basandonos en la primera ley de la termodinamica,
que AU = 0 al cabo de la expansién. Si es U = U(T), la conservacién de la energia interna durante
la expansién libre estd en contradiccion con la variacién de temperatura observada por Joule. Este
hecho indica que la energia interna del gas real tiene que depender no solo de T sino también de V:
U =U(T,V), para poder mantenerse constante durante la transformacion.

En una expansién libre adiabética, T disminuye, y esto se puede explicar a partir del hecho de que
las moléculas pierden energia cinética debido a que deben vencer las fuerzas intermoleculares atrac-
tivas. A menor densidad o presién y a mayor temperatura, las fuerzas intermoleculares son menos
importantes, de esta manera, el gas real puede ser bien aproximado por un gas ideal. Por otro lado, a
bajas temperaturas la energia cinética de las moléculas es pequenia, entonces las fuerzas intermolecu-
lares son importantes, y tienden a agrupar las moléculas. Para valores de T suficientemente bajos, la
agrupacién de moléculas puede inducir a que el gas se condense y asi aparece la fase liquida.

7.1.2. Estudio experimental de un gas real

La fig. 54 muestra la relacion entre Py V para un mol de COs3 para transformaciones a T' constante.

Si bien la fig. 54 muestra una sustancia particular, a partir de una observacién de la figura, pueden
extraerse conclusiones cuyos aspectos cualitativos son comunes a todos los gases reales.

= Se observa que a temperaturas altas, por ejemplo a T' = 60 °C la isoterma se comporta como
una isoterma de un gas ideal, mientras que a temperaturas mas bajas, por ejemplo a T' = 10 °C,
el comportamiento se aparta notablemente del que presentan los gases ideales.

= AT=10°Cy P < 45 atm la isoterma es similar a la de los gases ideales.

» AT =10°Cy P =45 atm el gas comienza a licuarse (punto B)
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Presion, atm

30 cl !D“G 1 q\’q
0,128 0,256 0,612 1,020
Volumen, litros (un mol)

Figura 54: Isotermas experimentales del diéxido de carbono. En rojo se muestra la isoterma critica a
31 °C.

= Al aproximarnos al punto C se observa, mirando el recipiente, que la cantidad de liquido en el
sistema aumenta.

= Observando el contenido del recipiente, puede decirse que en C todo el volumen es ocupado por
CO3 en la fase liquida.

= Kl sistema ocupa un volumen mucho mayor en B que en C.

» Para comprimir el sistema mas alld del punto C' se debe comprimir el liquido, con lo cual se
necesitan presiones muy elevadas (linea casi vertical).

= La transicién de fase esté representada por un tramo horizontal de las isotermas.
= El tramo horizontal es mds corto a temperaturas mas altas.

» Hay una isoterma critica (a T' = T, que para el caso del diéxido de carbono vale 31°C ) que divide
el espacio P — V en dos regiones: para T' > T, el sistema no puede adoptar la fase liquida para
ningtin valor de Py V. A estas temperaturas las velocidades de las moléculas son suficientemente
altas, y no pueden ser captadas por los campos de fuerzas atractivos de las moléculas vecinas.
Para T < T, el sistema puede estar en estado liquido —en la region situada a la izquierda de
puntos como el C—, en estado gaseoso —en la regién situada a la derecha de puntos como el
B—, 0 en ambos estados —en la regién situada entre puntos como C'y B—. En este tltimo caso,
algunas moléculas de la sustancia estaran como gas y otras como liquido, coexistiendo ambos
estados.

= En la fig. 54 se muestra el punto critico A, perteneciente a la isoterma critica, que corresponde
a un punto de inflexion, es decir, P y V' cumplen que

dP d*p

Z | =0 — | =0 422
av |, yoavE), O (422)

donde V, es el volumen critico (para un mol), indicado en la figura.
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Tabla 9: Temperaturas y presiones criticas para algunos gases reales.

Gas T.(°C) | P. (atm)
He -267.9 2.25
Ho -239.9 12.8
Ar -122.4 48
O] -118.8 49.7
Ns -147.1 33.5
COo 31 72.8
Amoniaco | 132.2 112.3
Agua 374.2 218

= AT < T, el sistema cambia de fase para algin determinado valor de P. En el tramo horizontal
de las isotermas se puede variar el volumen del sistema sin que cambie la presion del gas. Esto
se logra incorporando moléculas al liquido (si V' disminuye) o inyectando moléculas al gas (si V
aumenta).

Como deciamos, la isoterma critica divide el plano P —V en dos regiones: la superior, cuando P y
T estan por encima de los valores criticos, corresponde a lo que se conoce como fluido supercritico y la
inferior esta dividida en varias partes. La region de la derecha se denomina regién del vapor (o gas); a
la izquierda, tenemos la regién del liquido; y la porcién intermedia corresponde al equilibrio liquido-
vapor. A diferencia de lo que ocurre con un vapor (T' < T.), que puede consendarse aumentando la
presion, un fluido supercritico, en cambio, no se condensa por compresion. Para licuarlo serd necesario
disminuir su temperatura por debajo de la temperatura critica.

La mayoria de los gases reales presenta un comportamiento cualitativo como el mostrado en la fig.
54. La diferencia entre ellos se presenta en los valores que las variables termodinamicas de cada gas
toman en el punto critico. En la tabla 9 se listan valores de T, y P. de algunos gases.

7.1.3. Gas de van der Waals

En 1873 el fisico holandés Johannes Diderik van der Waals propuso una ecuacion de estado para un
gas en la que se tenia en cuenta el volumen ocupado por las moléculas y las fuerzas intermoleculares
actuantes entre ellas. Las suposiciones que hizo fueron las siguientes:

a) Consideremos un mol de un gas ideal que ocupa un volumen V. El volumen que ocuparia el
mismo numero de moléculas de un gas real seria Vgr = Vgr + b, donde b es el volumen que
ocupan las moléculas. Entonces podemos decir que

Var=Vaor — b (423)

b) Se debe corregir la presién del gas debido a la presencia de las fuerzas de atraccién intermolecu-
lares. Las moléculas del interior del volumen no sufren una fuerza neta, ya que estan rodeadas
por moléculas que le ejercen fuerzas que se cancelan entre si. Por lo tanto, las fuerzas intermole-
culares no influirdn en el movimiento medio de las moléculas del interior del gas. Las moléculas
cercanas a la pared del recipiente, en cambio, seran atraidas hacia el interior, ya que no estan
completamente rodeadas por moléculas. Como consecuencia de esto, la presion Pgr de un gas
real es menor que la presién Pg; de un gas ideal en condiciones similares, o sea: Pqr = Pgr — ¢/,
donde §’ es una correccién positiva. Entonces:

Por=Pgr+ ¢ (424)

¢) En virtud de los dos items anteriores, es razonable asumir que un mol de un gas real a presién P
que ocupa un volumen V se comporta como un gas ideal con presién (P+¢') y volumen (V —b),
y que por lo tanto satisface la ecuacién de estado

(P+ &)V —b)=RT (425)
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Para n moles de gas real se tiene la siguiente ecuacion:
(P +96)(V —nb) =nRT, (426)

donde hemos usado que si las moléculas de un mol de gas de van der Waals ocupan un volumen b,
las moléculas correspondientes a n moles ocuparan un volumen nb; ademdas hemos reemplazado la
correccién volumétrica ¢’ para un mol, por la correccién §, correspondiente a n moles.

La accion de las fuerzas intermoleculares sobre una molécula cercana a la pared del recipiente
dependerd de la distancia promedio entre ella y el resto de las moléculas; digamos, entre ella y las
moléculas contenidas en una zona de influencia, mas alld de la cual las otras moléculas no llegan
a ejercer su accion. Ahora bien, esta distancia es proporcional a la densidad de moléculas del gas;
entonces, 6 < N/V o« n/V. Sin embargo, hasta aqui solo hemos descripto la contribucién a la correccién
¢ causada por una molécula cercana a la pared del recipiente. Podemos pensar que el efecto de las
fuerzas intermoleculares sobre todas las moléculas cercanas a la pared del recipiente serd proporcional
al efecto sobre una de ellas, multiplicado por la densidad de moléculas del gas cerca de las paredes,
es decir, la densidad de moléculas, que es supuesta uniforme. Por lo tanto, podemos concluir que
dxn/V-n/V.

En vista de todas las consideraciones precedentes, es razonable proponer la siguiente ecuacién de
estado:

2
(P + C;/Z) (V —nb) =nRT  Ecuacién de estado de van der Waals (427)
La ecuacion anterior puede ponerse en la forma
nRT an?
pP= - — 428
V—nb V2 (428)

A partir de esta iltima expresion, podemos ver que P se hace muy grande para valores de V' préximos
a nb; ademas, la expresién no tiene sentido para V' < nb, ya que nb es el minimo volumen, dado por el
volumen que ocupan las moléculas propiamente dichas, que puede tener el gas. Para volimenes muy
grandes, la presién tiende a cero. Derivando la ec. (428) respecto de V', manteniendo 7" constante, se

obtiene
dP nRT 2an?

dv (V= nb)? M
Para encontrar los puntos criticos de la funciéon P(V) hay que igualar la ecuacién anterior a 0, lo
que lleva a tener que encontrar las raices de un polinomio de tercer grado. Si bien existen métodos
analiticos para esto, la resolucién es un proceso bastante engorroso y vamos a saltearlo. El resultado
que se obtiene es que por debajo de cierta temperatura 7, se obtienen dos puntos criticos: un minimo
y un maximo, mientras que para 17" > T, no hay puntos criticos. Para T' < T, a medida que se acerca
T a T, los dos puntos criticos se acercan entre si, y para T' = T, coinciden en un tnico punto critico
que es punto de inflexion. El aspecto que presentan las isotermas de van der Waals se ilustra en la fig.
55.

Como puede verse a partir de la comparacién de las figs. 54 y 55, la forma funcional para P(V') dada
por la ec. (428) tiene muchas similitudes con las curvas observadas experimentalmente. En particular,
es natural asociar el punto C' de la curva de van der Waals con el punto critico A de la isoterma T, de
los gases reales. Resolviendo las dos ecs. (422) pueden encontrarse las constantes a y b de la ecuacién
de estado (427) en funcién de P, V. y T.. La ecuacién correspondiente a la derivada primera conduce
a

(429)

RT, 2na
= 4
mientras que la ecuacién que involucra la derivada segunda resulta en
RT. 3na
= 431
Ve —nbp ~ V2 .
Dividiendo miembro a miembro (430) sobre (431) se obtiene
b= Ye o bien V.= 3nb (432)
"~ 3n °c
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Figura 55: Isotermas de un gas de van der Waals.

Por otro lado, a partir de la ec. (430) puede despejarse el valor de la temperatura critica en términos

de a y b:
8a

= 4
© 27bR (433)
La presion critica es el valor que se obtiene de sustituir 7' =T, y V =V, en la ec. (428):
nRT., an?
P.= — 434
c ‘/c —nb ‘/;2 ( )

Reemplazando los valores de V. y T, dados, respectivamente, en las ecs. (432) y (433), se obtiene

a

P.=— 4
¢ 27h? (435)
De esta dltima ecuacién y de la ec. (432), resulta
3PV (436)
a =
n2

Es posible encontrar una relacién entre los «valores criticos» P,, V. y T, sin que intervengan las constan-

tes a y b. Para ello basta sustituir los valores de a y b dados en las ecs. (436) y (432), respectivamente,

en la ec. (433). La relacién que se obtiene guarda similitud con la ecuacién de estado de los gases
ideales:

PV, = gnRTc (437)

La ecuacién de estado de van der Waals —ec. (427)— puede escribirse en términos de los valores

criticos; en ese caso, queda expresada como

(P + 3P6V02> (V - V) =nRT (438)

V2 3

Dividiendo ambos miembros por P.V,,

P 3V2 Vo1 nRT
c A N 439
(Pc + V2> <V 3> P.V. (439)
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Figura 56: Comparacién de una isoterma de un gas de van der Waals (linea de trazos) con la isoterma
real (linea continua).

Definiremos ahora los «valores reducidos» de presién, volumen y temperatura como V, = V/V,
P.=P/P.y T, =T/T.. Estos son los valores de las variables termodindmicas relativos a los valores
criticos. Debe notarse que los valores criticos son valores especificos para cada gas, mientras que los
valores reducidos siguen siendo variables termodindmicas. Entonces podemos escribir la ec. (439) como

3 1 nRT,
P+—=||Vi—-5)= T 440
(7 52) (v 5) = o
Finalmente, reemplazando el producto P.V. dado en la ec. (437),
3 1 8
P+—=)\Vi—2)==1T 441
(e wz) (v 3) =5 =

Esta version de la ecuacion de estado de van der Waals se denomina ley de los estados correspondientes.
Una ventaja de esta expresiéon es que permite establecer que si dos gases diferentes tienen iguales
temperaturas reducidas e iguales volimenes reducidos, también tendran la misma presion reducida.

Las isotermas de van der Waals se parecen mucho a las de los gases reales para T > T, y también
para T < T, en las regiones de voliimenes muy pequenios o muy grandes; sin embargo, en la regién de
volimenes intermedios, el modelo de van der Waals se aparta notablemente del comportamiento real,
como puede verse en la fig. 56.

La isoterma real se corresponde con la linea continua, que describe un proceso isobarico entre P;
v Py; es decir, la isoterma real es también una isobara. En cambio, la curva del modelo de van der
Waals se aparta, describiendo el camino sinuoso P, — P» — P3 — Py. Las regiones P — P, y P3 — P,
pueden observarse en determinadas sustancias y condiciones, pero la region P, — P3 carece de sentido,
ya que a una disminucion del volumen le corresponde una disminucién de la presion. La region Py — Py
se denomina de vapor sobresaturado o sobreenfriado, y representa un estado inestable en el cual el
vapor deberia comenzar a condensarse por estar a mayor presion que la del liquido a esa temperatura.
Andlogamente, la regién P3— Py corresponde a un estado inestable denominado liquido sobrecalentado,
es decir, un liquido a menor presién que la que corresponde a su vapor para esa temperatura. FEstos
estados inestables suelen derivar abruptamente en los estados estables correspondientes ante la menor
perturbacién, por ejemplo, una vibracion.

Volviendo a la isoterma real (y estable), podemos decir que queda bien descripta por la ecuacién
de van der Waals fuera del segmento recto P; — P;. Es posible, mediante un razonamiento desarrollado
por James Maxwell, dar una condicién para encontrar cudl es el valor de la presién (de los puntos P;
o Py) que corresponde a la isoterma real. Esta condicién consiste en imponer que el drea encerrada
P, — P, — Ps5, por encima de la isobara, sea igual al area encerrada Py — P3 — Ps5, por debajo de la
isobara. Para llegar a esta condicién basta imaginar un proceso por el cual un gas es comprimido a
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Tabla 10: Presién de saturacién para el vapor de agua.

Temperatura (°C) | Psy (mm de Hg)

0 4,6

20 17,5

40 55,3

60 149.4

80 355,1

100 760

200 11665

temperatura constante siguiendo el recorrido P, — P, — Ps — P3 — Py, al cabo del cual pasa del estado
de vapor al estado liquido. A continuacién, la sustancia se expande isotérmica e isobaricamente por
el camino Py — Ps — P;. Supongamos que alguna de las dos areas es mayor que la otra. El area total
encerrada representa el trabajo realizado, entonces, recorriendo el ciclo en alguno de los dos sentidos,
podria obtenerse trabajo mediante una unica fuente térmica, ya que en ningin momento varié la
temperatura, lo cual viola la segunda ley de la termodinamica.

7.2. Descripcién general de las transformaciones de fase
7.2.1. Condensacién—evaporacion

Hemos visto que al comprimir un vapor a temperatura constante con T' < T, se llega hasta una
presion a la cual el vapor comienza a condensar, es decir, a pasar a la fase liquida. El volumen en que
comienza este proceso de condensacién depende de la cantidad de materia que compone dicho gas.
Por ejemplo, en la fig. 54, si T' = 10°C, para el volumen que corresponde al punto B, un mol de vapor
de CO2 comienza a condensarse. Si se tratase de dos moles, el volumen no seria el mismo, pero en
cambio, el valor de P es independiente de la cantidad de moléculas. La condensacién se inicia porque
la separacién entre moléculas es pequena y estas comienzan a unirse entre si como consecuencia de la
accion de las fuerzas intermoleculares. Cuando ello ocurre, el vapor empieza a formar la fase liquida. Al
comenzar la condensacion, moléculas de la fase vapor pasan a la fase liquida y entonces, la separacién
media entre las moléculas del vapor se incrementard, con lo cual el proceso de condensacién se detiene.

Para continuar con la condensacién, se debe comprimir el volumen del sistema para asi reducir nue-
vamente la separacion entre moléculas; durante esta transformacion la presién del sistema se mantiene
constante, lo cual indica que decrece simultdneamente el nimero de moléculas en el vapor y también
el volumen que ocupa esta fase, de manera que la densidad de moléculas permanece aproximadamente
constante —debemos recordar que la presién es directamente proporcional al nimero de moléculas
por unidad de volumen, al menos en la aproximacién de gas ideal—.

Podemos pensar que mientras el sistema se encuentra en el segmento horizontal de una isoterma
(ver fig. 54), algunas moléculas que estén en la fase vapor pasardn a la fase liquida y otras que estan
en la fase liquida pasaran a integrar el vapor. Si en lugar de comprimir el volumen del sistema, se lo
expande, entonces saldran més moléculas del liquido al vapor que al revés. Esto es porque al aumentar
el volumen «caben mas moléculas» en la fase de vapor y para mantener constante la presién es necesario
incorporar un mayor nimero de ellas; a este proceso se lo denomina evaporacion.

El estado de equilibrio (P, V' y T constantes) se puede considerar como una situacién en la cual
el nimero de moléculas que condensan es igual al nimero de moléculas que evaporan. A la presion de
equilibrio se la denomina presién de saturacién (Psgt). Como hemos mencionado al comienzo de esta
subseccion, P,,; depende de la temperatura pero no de la cantidad de materia del sistema. En la tabla
10 se listan algunos valores de la presiéon de saturacion del vapor de agua para distintas temperaturas.

La presion de saturacién es independiente de la presencia de otros gases. Por ejemplo, para una
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dada temperatura, el valor de Ps,; del agua es el mismo si hay aire presente o si no lo hay. Segin la
tabla 10, a temperatura ambiente la presiéon de saturacién del agua ronda los 17 mm de Hg, mientras
que la presién del aire en el cual este vapor estd inmerso vale aproximadamente 760 mm de Hg. Sin
embargo esta cantidad de aire, tan grande en comparacién con el vapor de agua presente, no ejerce
ninguna influencia sobre la presién de saturacion de este ltimo.

Ejemplo

Un recipiente cerrado de 2 litros contiene 1 litro de agua, y el resto del volumen estd ocupado
por nitrégeno y vapor de agua. Si la temperatura y la presion en el recipiente son de 80 °C y 2 atm,
respectivamente, jcudl es la relacién entre el nimero de moléculas de nitrégeno y de vapor de agua
que hay dentro del recipiente?

La presion total P del gas es la suma de las presiones parciales de cada uno de los gases, por lo
cual la presion del nitrégeno es Py, = P — P,, donde P, es la presién de saturaciéon del vapor de agua
a 80 °C, es decir, P, = 355,1 mm de Hg. A igual volumen y temperatura, en la aproximacién de gas
ideal, la relacién entre el nimero N de moléculas de nitrégeno y de vapor de agua es igual a la relacién
entre sus presiones parciales, entonces,

Ny, Py, P-P, P ~2-760 mm de Hg

— — 1= —1=3,28 442
N, P, P, P, 355,1 mm de Hg (442)

7.2.2. Temperatura de ebullicion

Se define como la temperatura para la cual la presién de saturacion es igual a la presion atmosférica.
En el caso del agua a 1 atmésfera de presidn, su temperatura de ebullicién, T¢, es de 100 °C como
puede verse en la tabla 10. Si la presiéon atmosférica es menor que 1 atm —como usualmente ocurre
en la ciudad de Cérdoba—, entonces T, del agua es menor que 100 °C.

Cuando se coloca una cierta cantidad de agua a hervir, se observa que antes de llegar a la tem-
peratura de ebullicién se forman burbujas en el seno del liquido. Estas burbujas estan formadas por
moléculas de agua en el estado gaseoso (vapor) y tienen una presién igual a la presién de satura-
cién a la temperatura correspondiente. Por ejemplo, cuando la temperatura del agua llega a 60 °C,
Psor = 149,4 mm de Hg (ver tabla 10). Por lo tanto, la presién en el interior de la burbuja es menor
que la presién que le ejerce el liquido, la cual es aproximadamente igual a la presién atmosférica —
suponiendo que el recipiente no es muy profundo, de lo contrario se debe sumar la columna de agua
correspondiente—. Debido a esta diferencia de presiones, las burbujas colapsan, desapareciendo antes
de llegar a la superficie. Cuando el liquido alcanza la temperatura de ebullicién, la presién dentro
de las burbujas es aproximadamente igual a la presién atmosférica, con lo cual las burbujas pueden
mantenerse, e incluso llegar hasta la superficie del liquido; esto es lo que se observa cuando el agua
hierve.

A menudo se observa que a T' < T, comienzan a aparecer burbujas en el fondo del recipiente, es alli
donde se tiene la mds alta temperatura (estamos pensando en un recipiente colocado en la hornalla de
una cocina). Estas burbujas formadas en el fondo, al ascender disminuyen su temperatura y también
su presion, lo cual las hace colapsar en el interior del liquido.

7.2.3. Ecuacién de Clausius—Clapeyron

Consideremos un recipiente cerrado por un pistén mévil que contiene una masa m de liquido que
ocupa el volumen v a la presion P» y la temperatura absoluta 7', donde P, corresponde a la presién de
vapor saturado del vapor de ese liquido a esa temperatura (punto A en la fig. 57. Dicho de otra manera,
el liquido esta en condiciones de ser evaporado sin cambiar la temperatura, para lo cual solo basta
aumentar el volumen, lo cual comienza a producirse desplazando lentamente (en forma reversible)
el pistén mientras se mantiene el recipiente en contacto térmico con un reservorio a temperatura 7’;
continia el proceso hasta que el sistema se ha evaporado completamente alcanzando el volumen V
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Figura 57: Ciclo infinitesimal reversible.

(punto B). Mediante un segundo proceso, infinitesimal, el vapor es enfriado manteniéndolo saturado
(para lo cual debemos aumentar su volumen) hasta llevarlo al estado C, para el cual la temperatura
es T — AT y la presién, P, = P — AP (punto C). En un tercer proceso, se condensa el vapor a
presion y temperatura constantes, para lo cual bastard introducir lentamente el pistén manteniendo el
cilindro en contacto térmico con otro reservorio a temperatura 7' — AT, hasta condensar todo el vapor
(punto D). Por ultimo, calentamos el liquido resultante del proceso anterior hasta la temperatura 7'
y al mismo tiempo aumentamos la presion hasta P,, con lo cual el sistema vuelve al estado inicial. El
ciclo se realiza en forma reversible; ademas, despreciando las transformaciones infinitamente pequenas,
puede suponérselo efectuado con dos unicas fuentes, los reservorios a temperaturas 7'y T — AT.

Por la definicién de eficiencia, para este ciclo podemos escribir

AW

= AQ (443)

n
donde AW = (V — v)AP es el trabajo realizado por el sistema y AQ = mA, es el calor absorbido
por el sistema durante la expansion isotérmica, siendo A, el calor latente de vaporizacién. Por otro
lado, como se trata de un ciclo reversible que se produce entre dos fuentes térmicas a temperaturas T
y T — AT, se cumple el teorema de Carnot y la eficiencia también cumple

T T—-AT AT
N = "MNCarnot = L — Tc =1- T = T (444)
Igualando las ecs. (443) y (444),
(V—-v)AP AT
S — 445
my T (445)
Pasando al limite cuando AT — dT, y explicitando que la presién es la de saturacién, obtenemos
dPsat m)\v
_ 446
ar (V—-u)T"’ (446)
o bien,
dP, A
sat v (447)

dI  (vg —v)T"’
donde vg y v son los volimenes especificos del gas y del liquido, respectivamente, es decir, los
volimenes por unidad de masa. La ec. (447) se denomina ecuacién de Clausius-Clapeyron, y establece
cémo varia la presién de saturacién con la temperatura. Para encontrar Ps,(T') es necesario integrar
esta ecuacion, y para ello se necesita conocer \,, vg y vy en funciéon de la temperatura. Si bien
hemos obtenido la ecuacién de Clausius-Clapeyron para un sistema que cambia entre la fase liquida
y gaseosa, también es valida para transformaciones de fase sdlido-gas y liquido-sélido; en tal caso se
debe considerar los calores latentes y voliimenes especificos correspondientes.

En general, en las transiciones de fase liquido-gas el volumen que ocupa el sistema en el estado
gaseoso para una dada presion es varios 6rdenes de magnitud méas grande que el volumen que ocupa
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en el estado liquido (por ejemplo, para el agua esta relacién es de 1000 a 1). De esta manera, se puede
considerar que vg >> vr. Si ademas el sistema en estado gaseoso se puede representar como un gas
ideal, se tiene que el volumen especifico en el punto B de la fig. 57 se puede escribir como

14 nRT RT

v = — = = , 448
m mPsat M-Psat ( )

donde p es la masa molar del sistema. Entonces, en este caso, la ecuacién de Clausius-Clapeyron

adopta la forma
dPsqy _ /lPsat)\v

dr RT?

(449)
o bien,
dPsi  phodT
Psat B RT2

Suponiendo que el calor latente A\, no depende de T', e integrando ambos miembros entre una tempe-
ratura de referencia Ty y T', obtenemos

(450)

Psat(T) ,U)\y 1 1
1 = === 451
. [Psat(To)] R \T, T (451)
Por lo tanto,
4G5
Psat(T) = Psat(TO) el # \To T (452)

Vemos, entonces, que la presién de saturacion, es decir, la presion de coexistencia entre las fases
liquida y gaseosa, es solamente funciéon de temperatura, y no depende del volumen.

7.3. Transiciones de fase en el agua

El agua en condiciones atmosféricas es un interesante ejemplo de sistema que presenta cambios de
fase. Entre los estados liquido y gaseoso, podemos observar a diario el fenémeno de evaporacién y la
formacién de rocio, y en los dias mas frios —o en el interior de nuestras heladeras— somos testigos
de la formacion de escarcha y la fusién. A continuacién estudiaremos con algin detalle estos fenémenos.

7.3.1. Coexistencia del agua liquida con su vapor

Suponiendo que el calor latente de vaporizacién del agua no cambia con la temperatura, entonces
la ec. (452) da una idea de cémo varia la presién de saturacién de esta sustancia con la temperatura.
La fig. 58 muestra este comportamiento en una regién de presiones y temperaturas mas amplia que la
zona abarcada en la tabla 10.

Si se calienta agua en un recipiente cerrado, al llegar a la temperatura de ebullicién comenzaré a
hervir, produciéndose vapor de agua que hace que suba la presién de vapor. Asi vamos recorriendo la
curva de coexistencia de fases de la Fig. 58; la fase liquida va perdiendo densidad y el vapor de agua la
va ganando, hasta que las densidades se igualan y ya no es posible distinguir el liquido del vapor. En
esa situacion se ha llegado al punto critico del agua (punto rojo en la fig. 58, analogo al punto A de la
fig. 54 mostrado en un diagrama P — V del COs3). A partir de 221 bar (165764 mm de Hg) y 374 °C,
va no hay agua liquida ni vapor de agua, las densidades de ambas fases se han igualado y solamente
queda una fase denominada agua supercritica.

El agua supercritica presenta propiedades interesantes. Por ejemplo, en condiciones supercriticas,
el agua y el aceite son totalmente miscibles. En general, diversos compuestos organicos no solubles
en agua en condiciones ambientales, son solubles en condiciones supercriticas. Esta propiedad ha per-
mitido desarrollar un proceso de oxidacién en agua supercritica que elimina contaminantes orgdnicos
peligrosos de forma segura y eficiente.
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Figura 58: Presién de saturacién del agua en funcién de la temperatura.

Es importante remarcar que en el rango de temperaturas considerado en la fig. 58, el calor latente
de vaporizacién del agua cambia con la temperatura, con lo cual la ec. (452) no puede ser utilizada en
todo ese rango —la curva graficada es correcta, pero no responde a la ec. (452)—. Sin embargo, para
de temperaturas entre 0 y 50 °C, esta ecuacién resulta ser una buena aproximacion para la presién de
saturacién del agua utilizando A, = 540 cal/g.

En resumen, si tenemos agua a alguna dada temperatura T —por debajo de la temperatura
critica— y P < Pyt (T'), podemos afirmar que en el equilibrio este sistema esté presente como vapor,
mientras que si P > P, (T'), el agua estd en estado liquido. Por otro lado, un sistema compuesto por
agua y vapor de agua en equilibrio, queda representado por un punto sobre la curva azul de coexis-
tencia de fases en la fig. 58.

7.3.2. Humedad relativa

La evaporacion del agua a temperatura ambiente es un hecho de la vida cotidiana que se manifiesta
en numerosas ocasiones tales como la desaparicién de agua derramada sobre una superficie impermea-
ble al cabo de un rato —por ejemplo después de pasar el trapo de piso—, el secado de la ropa al sol,
el endurecimiento del pan, etc. Si consideramos un recipiente abierto que contiene agua, y dejamos
pasar el tiempo suficiente, podremos observar cémo va disminuyendo el nivel del liquido. Al repetir
este sencillo experimento con un recipiente cerrado, observaremos que el nivel del agua no varia con
el tiempo. En la fig. 59 se ilustra este fendmeno: si el recipiente esta abierto, las moléculas son libres
de escapar del mismo y, en principio, no regresan, lo que ocasiona un descenso del nivel del liquido.
En el recipiente cerrado, en cambio, las moléculas abandonan la fase liquida hasta que se llega a un
estado de equilibrio que corresponde a la presiéon de saturacién del vapor de agua a la temperatura
del ambiente; a esa presién y a esa temperatura coexisten las dos fases en equilibrio. Este punto esta
representado por el tramo recto de la isoterma de la temperatura ambiente en un diagrama P — V
(fig. 54), o bien, a algin punto de la curva de presién de saturacién en un diagrama P — T como el de
la fig. 58, o de la fig. 60, en la que se muestra con un detalle mayor la regién de temperaturas entre 0
y 100 °C.

En relacién con este tema, se define la humedad relativa H R como

P,

sat

HR =

-100 , (453)

donde P, es la presion que ejercen las moléculas de vapor de agua. En el caso en que haya otros gases
presentes, como ser aire, P, es la presién parcial del vapor de agua. Entonces, cuando HR es del
100 %, significa que la presién parcial del vapor de agua coincide con la presién de saturacién del agua
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Figura 59: Evaporacion del agua.

800 '

700
600

500 /
400 /
300 f

200 /
100

20 40 60 80 100
Temperatura (°C)

Presion de vapor de saturacion (mm Hg)

\

o

Figura 60: Presién de saturacion del agua entre 0 y 100 °C.
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—a la temperatura en cuestién—, es decir, el aire estd saturado de moleculas de vapor y «no le entra
mas aguasr; cualquier ingreso adicional de vapor de agua al sistema implicaria la condensacién de esas
moléculas. En el caso del recipiente cerrado, se empezara a evaporar agua hasta que la presién P, de
vapor de agua alcance el valor Ps,t, en el que pueden coexistir las dos fases en equilibrio. Entonces, en
el recipiente cerrado, HR = 100 %. En el recipiente abierto, las moléculas continuardn abandonando
la fase liquida indefinidamente, ya que al no haberse alcanzado el valor de Py, la coexistencia de fases
no es un estado de equilibrio. En este caso estamos considerando una situacién en que la humedad
relativa del ambiente no sea del 100 %. Si esto ocurriera, la situacién serfa andloga a la del recipiente
cerrado y no se evaporaria agua aunque el recipiente estuviera abierto. Es posible observar que, en
dias extremadamente himedos, un piso mojado no se seca nunca.

7.3.3. Temperatura de rocio

Pensemos en un estado del vapor de agua presente en el aire, que en la fig. 61 estéd representado por
el punto A. La temperatura es T} y la presion de vapor (la presién parcial del vapor de agua) es P, (T}).
Para calcular la humedad relativa hay que dividir P,(77) sobre Psq:(T1). Como Psqi(Th) > Py(Th), se
tiene que HR < 100 %. Entonces, en esa situacién, el agua liquida que esté en contacto con el aire
tendera a evaporarse poco a poco.

A lo largo del dia, la temperatura va cambiando. Supongamos que el estado A ocurre al mediodia.
Con el transcurso de las horas, la temperatura ird descendiendo a medida que cae el sol. Es una apro-
ximacion razonable pensar que la presion atmosférica no varia mucho en un dia tipico, en comparacién
con las variaciones de temperatura. En particular, no varia mucho la presién parcial del vapor de agua
P,. Entonces, podemos pensar que con el correr de las horas, el vapor de agua va cambiando su estado
desde A hasta B por una linea horizontal en el diagrama P — T de la fig. 61, por lo tanto, va au-
mentando la humedad relativa, hasta llegar al 100 % en el punto B, que corresponde a la temperatura
de rocio. Entonces, la temperatura de rocio es la temperatura a la que la presiéon del vapor de agua
coincide con la presién de saturacién. En esta situacion, el vapor de agua presente en el aire comienza
a condensarse formando gotitas en distintas superficies.

Es usual que la temperatura no baje mas, es decir, la temperatura de rocio suele coincidir con la
temperatura minima. Pensemos en la situacién inicial correspondiente al punto A: si conozco HR y
mido 77, puedo encontrar el valor de P, —usando una tabla o la ec. (452) que me permiten encontrar
P, para esa T7—. Asumiendo que P, es constante, puedo encontrar el valor de T correspondiente
al punto B. Entonces, es posible «predecir» la temperatura minima de manana, conociendo los valores
de HR y T en un dado momento de hoy.

La razén por la cual la temperatura no suele bajar de Tg es que en ese punto (B) se produce un
cambio de estado de vapor a agua liquida, el cual entrega calor al ambiente. Si no llegara a alcanzar
el aporte de calor hacia el aire debido a la condensacién para compensar el calor entregado por el aire
—por ejemplo por radiacion—, la temperatura puede seguir bajando, y el proceso se realiza por la
curva de coexistencia de estados, por ejemplo, hasta un punto como el C.

7.3.4. Enfriamiento por evaporacién

Una masa de 1 g de agua necesita 540 cal para pasar del estado liquido al gaseoso mediante el
proceso de evaporacion. Entonces, cuando ocurre este fenémeno, el agua absorbe calor del entorno,
causando en algunos casos una disminucion notable de su temperatura. El efecto puede apreciarse en
distintas cuestiones de la vida cotidiana; por ejemplo, puede verse que el agua de una pileta suele
estar mas fria que la temperatura ambiente, y esto es debido a la continua evaporacién que se produce
en la superficie del agua. Algo similar ocurre cuando se envuelve una botella con un trapo mojado;
esta es una conocida estrategia para enfriar bebidas, particularmente si hay viento o si la botella es
expuesta al aire durante un viaje en auto. Por ultimo, la transpiracién es un mecanismo por el cual
los seres humanos regulamos la temperatura corporal en los dias de calor intenso: el sudor, que es
esencialmente agua, se evapora absorbiendo de la piel las calorias que son necesarias para que se logre
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Figura 61: Temperatura de rocio T para una dada presién de vapor de agua P,.

el cambio de estado.

7.4. Coexistencia hielo-vapor

Cuando la temperatura baja por debajo de 0 °C, el vapor de agua presente en el aire puede pasar
directamente al estado sélido. Para entender mejor esto, vamos a ilustrar la situaciéon en la fig. 62
utilizando un diagrama P — V', donde se muestran las distintas fases del agua y las regiones donde
estas pueden coexistir.

En la figura se han trazado dos isotermas importantes: la isoterma critica y la isoterma OABD,
a aproximadamente 0 °C, que dividen el plano P — V en tres regiones. Por encima de la isoterma
critica, el agua estd en estado supercritico, que como hemos mencionado, presenta propiedades muy
diferentes de las del agua en condiciones parecidas a las atmosféricas. Entre la isoterma critica y la
OABD, tenemos a su vez tres subregiones delimitadas por la linea de puntos con forma de campana: a
la derecha de la campana, el agua esté en estado gaseoso, a la izquierda estd como liquido y en el medio
tenemos la region de coexistencia de las fases liquida y gaseosa. La isoterma de color negro representa
una temperatura en la cual pueden coexistir las fases liquida y gaseosa del agua —basta para ello que
la presion del vapor coincida con la presiéon de saturacion correspondiente a esa temperatura—. La
tercera gran region se situa por debajo de la isoterma OABD, y también se divide en tres subregiones:
a la derecha de la campana, el agua esta en estado gaseoso, a la izquierda esta como hielo y en el medio
tenemos la regién de coexistencia de vapor y hielo. El desplazamiento abrupto del limite izquierdo de
la campana se debe a que el volumen especifico del hielo es mayor que el del agua liquida.

. .. h . .
Para encontrar la curva de la presién de saturacién Psa/tv a bajas temperaturas —por debajo de

0 °C—, que corresponde a la coexistencia de los estados sélido y gaseoso, podemos razonar de manera
similar a como lo hicimos para llegar a la ecuacién de Clausius-Clapeyron —ec. (447)—. Volvemos a
considerar un ciclo infinitesimal como el de la fig. 57, con la dnica diferencia que las temperaturas son
menores que 0 °C. Procediendo de la misma manera, vamos a llegar a la ecuacién similar

dPMY N

sat

dl  (vg —vs)T’

(454)

donde solo ha cambiado el calor latente de vaporizacién A, por el calor latente de sublimacién Agyp,
y el volumen especifico del liquido vy, por el volumen especifico del sélido vg. Nuevamente podemos
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Figura 62: Diagrama P — V de las fases del agua.

considerar que vg >> vg y al vapor de agua como un gas ideal. Entonces, llegaremos a una ecuaciéon
andloga a la ec. (452):

Ph/'u

sat

(1) = P () o7 (75 7)] (455)

sat

Si graficamos conjuntamente esta curva y la generada por la ec. (452), correspondiente a la coexistencia
de las fases liquida y gaseosa en un diagrama P —T', obtenemos algo como lo que se muestra en la fig.
63.

El cambio de inclinacién de la curva de coexistencia en el punto B se debe al diferente exponente
de las ecs. (452) y (455). Si la presién de vapor es menor que 0,006 atm (4,6 mm de Hg); por ejemplo,
si corresponde al valor P2, v la temperatura desciende hasta llegar al valor que corresponde a la
curva de coexistencia hielo-vapor, es decir, a la temperatura de escarcha Ty en el punto C', entonces
comenzara a formarse hielo, de manera analoga para lo descripto en el caso del rocio. Otra posibilidad
para la formacion de escarcha es que el vapor de agua comience con una presiéon mayor P,; y una vez
que llega al punto de rocio A, vaya recorriendo la curva de saturacién hasta llegar al punto C de la
fig. 63.

7.5. Coexistencia hielo—agua liquida

Puede efectuarse un andlisis similar al que se hizo para llegar a las ecs. (452) y (455), pero consi-
derando la transiciéon agua liquida-hielo. En este caso, se llegard a la ecuacién
ap/h Af

sab — 456
T (vp —vg)T "’ (456)

donde el supraindice Péé? es la presion de coexistencia entre el agua liquida y el hielo, y As es el calor

latente de fusién del hielo. En este caso no es posible despreciar un volumen especifico frente al otro
ni utilizar la aproximacién de gas ideal para ninguna de las fases. Es importante notar que, como
vr, < vg, la derivada de la ec. (456) es negativa, lo cual puede apreciarse en la curva de coexistencia
liquido-hielo que se muestra en la fig. 64. Alli también puede verse que una variacién de 0,01 °C
produce un cambio de méas de dos 6rdenes de magnitud en la presién de saturacion.

Las curvas negras corresponden a las regiones de coexistencia de fases; es decir, un estado que
pertenece a alguna de esas curvas representa un estado en el que dos fases pueden coexistir en equilibrio.
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Figura 63: Coexistencia liquido-vapor y hielo-vapor para el agua.
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Figura 64: Diagrama P — T de las fases del agua.

En particular, en el punto triple, donde se intersectan dichas curvas, pueden coexistir en equilibrio
las fases sélida, liquida y gaseosa del agua. Debe notarse que la temperatura de este punto triple es
0,01 °C, muy préoxima a los 0 °C que corresponden al punto de fusién del hielo a presién atmosférica.
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Capitulo 8. Hidrostatica

8.1. Fundamentos

La hidrostatica estudia los fluidos en equilibrio. Hasta aqui hemos estudiado distintos aspectos de
fluidos —liquidos y gases—, pero no nos hemos abocado a la descripcién de los efectos que les produce
la accién de fuerzas exteriores. Para empezar consideraremos fluidos en equilibrio.

8.1.1. Ecuacion fundamental de la hidrostatica

Si la resultante de las fuerzas aplicadas sobre un elemento de fluido es nula, entonces decimos
que ese elemento estd en equilibrio. Consideremos un elemento de fluido en equilibrio como el que se
muestra en la fig. 65.

Figura 65: Elemento de fluido en equilibrio.

Como estd en equilibrio, sabemos que la suma de todas las fuerzas exteriores aplicadas es nula.
Estas fuerzas se deben a dos causas diferentes: en todas las direcciones actian las fuerzas hidrostaticas,
es decir, aquellas debidas a la presion hidrostatica en el seno del liquido; ademads, en la direccién y
actia el peso del elemento de fluido. Como dicho elemento no esté acelerado en la direccién x, podemos
concluir que la presién que el fluido ejerce sobre el elemento desde la izquierda es igual a la que ejerce
sobre la derecha. Andlogamente podemos razonar que, segin el eje z, la presién ejercida desde atréds
es igual a la ejercida desde adelante. Consideremos, por ultimo, lo que ocurre en la direccién y. En
esta direccién también la suma de las fuerzas debe ser nula, por lo tanto,

P(yY)A—P(y+dy)A—dmg=0, (457)

donde P(y)A es la fuerza ejercida desde abajo hacia arriba debido a la presién en y, P(y + dy)A es la
fuerza ejercida desde arriba hacia abajo debido a la presién en y + dy y dm g es el peso del elemento
de fluido considerado. Si llamamos dP a P(y + dy) — P(y) y consideramos la densidad p del elemento
de fluido,

—dPA—pAdyg=20, (458)

donde A dy es el volumen del elemento de fluido. Entonces,

dP

_ar 4
ay =" (459)

La diferencia de presién para dos puntos ubicados a dos alturas y; e y puede calcularse como

P

P(ys) — P(yr) = Py — P, = /P ~(pg)dy (460)

111



Si la densidad es uniforme, la ecuacién anterior conduce a

Py — Py = —pg(y2 — y1) » (461)

0 sea que la presién disminuye con la altura. Es habitual utilizar, en vez de la altura, la profundidad; es
decir, una coordenada h que partiendo desde la superficie del fluido, crezca hacia abajo, como muestra
la fig. 65. En ese caso, la ec. (459) queda

ar_ 462
a5 = P9 (462)

por lo tanto, la dependencia de la presién con la profundidad —en caso de densidad uniforme— queda
Py — Py = pg(ha — h1) , (463)

En particular, la diferencia de presién respecto de un punto en la superficie (h; = 0) resulta
Py — Py = pgho (464)

o bien,
Py = Psup + pgha , (465)

donde P, es la presiéon en la superficie del fluido.

8.1.2. Principio de Pascal

Como ya hemos visto, se define la presién sobre un fluido como el cociente de la fuerza ejercida
sobre la superficie en la cual esta se aplica. Aqui vale la tercera ley de Newton, segin la cual si un
cuerpo A ejerce una fuerza sobre otro cuerpo B, automaéaticamente, el cuerpo B ejerce la misma fuerza,
pero de sentido opuesto, sobre el cuerpo A. Podemos pensar entonces que si un fluido es comprimido
en un recipiente cerrado mediante un émbolo de area S que ejerce una fuerza de médulo F'; el fluido
ejercerd una fuerza F' de sentido contrario sobre el émbolo. Dicho de otra manera, si el émbolo ejerce
una presiéon P sobre un fluido, el fluido ejerce una presiéon P sobre la superficie del émbolo. Estas
consideraciones estan relacionadas con el principio de Pascal, que dice:

La presion aplicada a un fluido incompresible en equilibrio se transmite
sin disminucion a todo el fluido y a las paredes del recipiente.

Pensemos en un fluido como el de la fig. 65; si sobre la superficie del mismo se ejerce una presién
Pyyp, por ejemplo, comprimiendo mediante un pistén, automaticamente, el fluido ejercerd la misma
presion P, sobre el piston, y ademds, de acuerdo con el principio de Pascal, esa presién se transmitird
a todos los puntos del fluido. Una situacién particular, de gran interés por ser la usual, es cuando sobre
la superficie del fluido actia la presién atmosférica P,, como ocurre en el caso de la ec. (465). En ese
caso, Py, = P, y entonces, la presién P en un punto situado a una profundidad h estd dada por

P =P, + pgh (466)

8.1.3. Tuboen U

Consideremos un tubo en U, como el que se muestra en la fig. 66. El tubo esta parcialmente lleno
de un liquido de densidad p y ambas ramas estan abiertas al influjo de la presiéon atmosférica. Si
el liquido estéa en equilibrio, entonces la presién de cualquier punto situado a una profundidad h se
calcula segun la ec. (466).

Consideremos ahora que el tubo contiene dos liquidos 1 y 2, inmiscibles (que no se mezclan), de
densidades p; y po, tales como el aceite y el agua. Si las densidades son diferentes, el nivel de cada
rama también lo serd, como se muestra en la fig. 67. Veremos que podemos dar informacién sobre las
densidades a partir de las profundidades h; y ho.
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Figura 66: Tubo en U que contiene un liquido.

Figura 67: Tubo en U que contiene dos liquidos inmiscibles.

Como los puntos C' y D estan en el mismo fluido y a la misma profundidad, medida desde la
superficie del liquido 1, por la ec. (466) deben estar a la misma presion:

Pc = Pp = Py + pgh , (467)

donde h es la profundidad medida desde la superficie del liquido 1. El mismo razonamiento puede
aplicarse a los puntos A y B, con lo cual P4 = Pp; entonces podemos escribir

Py =P, + p1ghi (468)

Pp = Py + paghs (469)

Igualando estas dos iltimas ecuaciones se obtiene

h
% — /T; (470)

Entonces, midiendo hi y he y conociendo una de las densidades, puede encontrarse la otra.
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8.1.4. Principio de Arquimedes

El cientifico e inventor griego, Arquimedes de Siracusa (Sicilia), que vivié en el siglo IIT a. C.,
formulé el principio hidrostatico que hoy lleva su nombre:

Todo cuerpo sumergido parcial o totalmente en un fluido experimenta
una fuerza hacia arriba igual al peso del fluido desplazado por el cuerpo.

La fuerza mencionada en el principio recibe el nombre de empuje o fuerza de flotacion.

Si bien en la antigliedad se enuncié como un principio, no es necesario asumirlo como tal, sino que
puede demostrarse sencillamente. Consideremos un cuerpo sumergido en un fluido como se muestra
en la fig. 68.

Cuerpo

sélido >« de fluido

H \\

Figura 68: Demostracién del principio de Arquimedes.

Podemos preguntarnos tres cosas: jrealmente existe una fuerza neta aplicada por el fluido sobre el
cuerpo? jCuanto vale esa fuerza? ;Sobre qué punto se aplica? Sabemos que el fluido ejercerd muchas
fuerzas perpendiculares a cada sector del cuerpo, debidas a la presién hidrostatica, pero a priori, no
sabemos como es su resultante. Para responder esas tres preguntas pensemos que retiramos el cuerpo.
Inmediatamente, el fluido ocupara su lugar. El elemento de fluido que ocupa el lugar del cuerpo tiene
cierto peso, y sin embargo permanece suspendido en el lugar; de lo contrario en cualquier recipiente
lleno de liquido, el movimiento seria incesante, ya que la parte superior tenderia a caer todo el tiempo
debido a la fuerza de gravedad. Pero si el elemento de fluido no cae es porque hay una fuerza que lo
impide, que actia de abajo hacia arriba, lo cual responde la primera de las preguntas.

Por otro lado, para que dicho elemento esté en equilibrio, la suma de las fuerzas exteriores aplicadas
sobre él debe ser nula, es decir, la fuerza que lo equilibra —el empuje E— debe ser igual a su peso, pero
de sentido opuesto. Entonces, podemos responder la segunda pregunta: £ = —mg. Podria oponerse
el argumento de que las cosas no tendrian por qué ser iguales ya que se ha removido el cuerpo sobre
el cual queremos determinar el empuje; sin embargo, el fluido circundante es el que ejerce las fuerzas
y no tiene «cémo saber» si esta empujando el cuerpo o un elemento de agua de la misma forma y
tamano.

Finalmente, el punto de aplicacién de la fuerza peso del elemento de fluido es su centro de masa,
por lo tanto el punto de aplicacion del empuje debe ser el mismo, ya que para que se dé el equilibrio no
solo las fuerzas deben ser iguales y opuestas, sino que ademads deben estar aplicadas sobre un mismo
punto, de lo contrario, se generaria un movimiento de rotacion en el fluido.

El mismo razonamiento puede aplicarse cuando el cuerpo estd parcialmente sumergido, por ejem-
plo, cuando un cuerpo flota sobre un liquido. A continuacién veremos un ejemplo particular de esta
situacion.
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Témpano flotando sobre el agua

Vamos a calcular la fraccién de volumen sumergido de un témpano en el mar. En equilibrio debe
cumplirse que mrg = E —estamos trabajando con los médulos—, donde my es la masa del témpano.
Sabemos que

mrg = prVrg , (471)
donde pj, = 0,92 g/cm? es la densidad del hielo y Vr es el volumen del témpano. Ademés,
E = mmarg = pmarVsg , (472)

donde 1,4, es la masa de agua de mar desalojada, ppar = 1,03 g/cm? es su densidad y Vi, el volumen
de la parte sumergida del témpano. Entonces, igualando las ecs. (471) y (472) se obtiene

Vs _ pn
Vr Pmar

=0,89 (473)

Solo flota el 11 % del témpano.

8.2. Aplicaciones
8.2.1. Instrumentos de medicion de presion

Vamos a considerar dos instrumentos sumamente sencillos: el barémetro de Torricelli y el mandme-
tro.

Barémetro de Torricelli

Este instrumento, destinado a la medicién de la presiéon atmosférica, consiste en un tubo cerrado en
un extremo, que se llena de mercurio y, luego de invertirlo, se introduce en un recipiente que también
contiene mercurio, como ilustra la fig. 69

vacio

mercurio

—i— —

760 mm

| [

| {

| [H presion del aire
|

|

1

mercurio

Figura 69: Barémetro de Torricelli.

La presiéon en los puntos P y @ tiene que ser igual, por encontrarse estos al mismo nivel y en el
mismo fluido. Entonces,

Py = P, = Pp = pgh ; (474)
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por lo tanto, midiendo la altura h es posible determinar la presién atmosférica P,.
Las unidades de presién més usadas son la atmésfera (atm), el mm de Hg o torr, el bar (compuesto
por 1000 mbar) y el pascal (Pa=N/m?):

1 atm = 760 torr = 1,013 x 10° Pa = 1,013 bar

Mandémetro

Hay distintas clases de mandémetros, pero en general se utilizan para medir la presién de fluidos
contenidos en espacios cerrados. El mas sencillo es un instrumento como el que se muestra en la fig.
70.

Figura 70: Manémetro.

La ampolla A contiene el gas cuya presién P se quiere medir, que coincide con la presién en el
punto M. Por otro lado, como los puntos M y N estan al mismo nivel en el mismo fluido, tienen que
tener la misma presién. Entonces,

P =Py =P, + pgh (475)

Puede verse que para determinar la presién buscada es necesario, ademés de medir la altura h, conocer
la presién atmosférica.

8.2.2. Prensa hidraulica

En la fig. 71 se muestra el esquema de una prensa hidrdulica. Si se ejerce una fuerza Fj sobre
el émbolo pequenio de area Aj, al ser incompresible el fluido que llena la prensa, por el principio de
Pascal, la presién ejercida sobre dicho fluido se transmite sin disminucién en todo su seno. Entonces,
las presiones en ambos émbolos, situados aproximadamente al mismo nivel, seran iguales. Luego,

Fy Fy
1 476
A1 AQ ’ ( )
o bien,
A2
Fy=F —= 4
2 1A1 ’ ( 77)

de donde puede verse que la fuerza F5 serd mucho mas grande que Fi, en la medida en que el drea As
sea mucho méas grande que Aj.

8.2.3. Ejemplos de fuerzas hidrostaticas

Se llaman fuerzas hidrostaticas a aquellas debidas a la presién hidrostatica. Vamos a calcular la
resultante de las fuerzas y de los momentos debidos a estas fuerzas en dos ejemplos diferentes.
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Figura 71: Prensa hidraulica.

Calculo de la fuerza resultante sobre la pared de un dique

Consideremos el paredén de un dique, de profundidad H y ancho W, como indica la fig. 72

-
ANO
H. dh

Figura 72: Fuerzas hidrostéticas sobre el muro de un dique.

Sobre cada diferencial de area dA = W dh va a actuar una fuerza hidrostatica diferente, debido a
la variacion de la presién con la profundidad:

dF = PdA = (P, + pgh) dA = (P, + pgh)W dh (478)

Sin embargo, la presion atmosférica P, actia de los dos lados del muro, con lo cual no deberia tenerse
en cuenta. Luego, para calcular la fuerza hidrostatica resultante, integramos la parte dependiente de
h donde hay agua:

H HZ
F = / pghW dh = pgTW (479)
0

Calculo del momento resultante en una compuerta pivotante

En la fig. 73 se muestra la compuerta de un estanque. Esta compuerta tiene una masa M, y puede
pivotar en torno al eje OA. Se desea calcular hasta qué altura H se puede llenar el estanque antes de
que la compuerta comience a girar.

Justo antes de que comience a rotar, la sumatoria de los torques respecto del eje OA debe ser nula.
Por un lado, tenemos el torque 7p del peso de la compuerta, de sentido antihorario; y por el otro, el
torque T debido a las fuerzas hidrostaticas, en sentido horario. Entonces, para los médulos de los

torques podemos escribir
TH =Tp (480)
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hY o

Figura 73: Fuerzas hidrostaticas sobre la compuerta de un estanque.

Por un lado,
7 = fon x Mg = Mgk, (481)

donde k apunta hacia afuera de la hoja —o de la pantalla—. Por otro lado, las fuerzas hidrostaticas
dF}, se aplican perpendicularmente a la superficie de la compuerta y van aumentando hacia abajo. El
momento resultante sera la suma de los momentos de todas las fuerzas:

y=H . y=H . y=H .
Ty = / FxdFy = —/ rsenf dFyk = —/ rsena dFgk (482)
y=0 y=0 y=0
donde y = r sena es la altura del punto de aplicacién de la fuerza medida desde el fondo del estanque.
Ademés, dF'g = PdA = PW dy; entonces,
y=H R
T = —/ yPW dy k (483)
y=0

Como P = pgh, donde h es la profundidad medida desde la superficie del agua —se ha omitido el
término correspondiente a la presiéon atmosférica porque actia a ambos lados de la compuerta—,
conviene hacer el cambio de variable h = H — y, y escribir

y=H R y=H .
T = —/ . ypg(H —y)W dy k = —ng/ . y(H —y)dy k (484)
Y= v=
Es decir,
2 3\ (v=H H3 .
Py = —pgW (HL — L b= —pgW—1F (485)
2 3/ ly=o 6
A partir de las ecs. (481) y (485) se obtiene
a pgWH?
Mg- ==~ 4
95 . : (486)
con lo cual,
3aM
H=7} 487
W (487)

es la altura maxima a la que se puede llenar el estanque.
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8.3. Fenomenos de superficie

A continuacién trataremos dos fenémenos que se observan en la interfase de un liquido con su
entorno.

8.3.1. Tension superficial

Como ya hemos visto al comenzar a estudiar los gases reales, existen fuerzas moleculares de na-
turaleza atractiva. El mismo tipo de fuerzas puede observarse también en liquidos, de manera que
sobre cada molécula actuan fuerzas que tiran de ella en todas las direcciones, como se muestra en la
parte inferior de la fig. 74, en color celeste. Cuando estas fuerzas intermoleculares son causadas por la
presencia de otras moléculas del mismo tipo, se denominan fuerzas de cohesiéon. Cuando se trata de
fuerzas atractivas entre moléculas de distinto tipo —por ejemplo, entre un liquido y las paredes del
recipiente que lo contiene—, se llaman fuerzas de adhesion.

PN

Liquido

xtr xts

<« 0> <« 0>

AANSRRVARN

Interfase

Figura 74: Esquema de las fuerzas intermoleculares que actiian en el seno de un liquido.

En la regién de la interfase, coloreada de azul en la figura, se observa que las fuerzas que tiran
hacia el interior del liquido no son compensadas por otras fuerzas que actien hacia el exterior. Si
bien es cierto que en el aire también hay moléculas, la densidad de moléculas es muchisimo menor
y la naturaleza de las interacciones es muy débil. Entonces, surge una fuerza neta hacia el interior
del liquido, cuyo efecto apreciable se denomina tensién superficial. La tension superficial es la causa
de que las superficies de interfase entre un liquido y un gas, o entre dos liquidos sean contractiles, es
decir, que tiendan a contraerse. Un ejemplo de esto puede apreciarse en la forma de las gotas de agua,
o de otros liquidos, que son esféricas, ya que una esfera es la forma que para un dado volumen tiene
menor area. Si vertemos una gota de un liquido A sobre un recipiente que contiene un liquido B, y
elegimos los liquidos de manera tal que no sean miscibles y que tengan la misma densidad®, veremos
que la gota del liquido A ingresa en el interior del liquido B y se queda suspendida en el interior,
adoptando una forma esférica, aquella que minimiza su area. Esto se debe a la naturaleza contractil
de la superficie de la interfase que forma una especie de membrana, la cual es necesario romper para
que un cuerpo ingrese en el interior de un fluido o para que salga de él.

Para estudiar en mayor detalle este efecto, consideremos el sencillo aparato de la fig. 75, consistente
en un marco de alambre fijo (en color negro) que dispone de un hilo metélico muy delgado (en azul)
que puede deslizar a lo largo del marco. Si se sumerge el dispositivo en agua jabonosa y se lo retira, se
formara una ldmina en el interior del marco, cuya propiedad contractil tenderd a hacer que el hilo azul
deslice por el marco disminuyendo la superficie de la ldmina. Si se engancha el hilo a un dinamdémetro

5Por ejemplo, el liquido A podria ser una solucién de agua y alcohol y el liquido B, aceite.

119



podré determinarse la fuerza F' que es necesario aplicar para evitar que esto ocurra. Se define como
tensién superficial a la fuerza que ejerce la lamina contractil por unidad de longitud:

Figura 75: Observacion experimental de la tensién superficial.

s — 4
V= (488)

Como la lamina tiene dos caras y la tensién estudiada es un fenémeno superficial, el area que hay
que considerar es el doble del area de la lamina contenida por el marquito, de manera que la longitud
¢ es el doble de la longitud del hilo azul; o sea,

F

= o7 (489)

Vs

Existen otros mecanismos para determinar experimentalmente el valor de la tensién superficial;

por ejemplo, a través del estiramiento de un pequeno resorte (dinamémetro) del cual se suspende

un hilo atado a un anillo situado en el plano horizontal. Este anillo se sumerge en el liquido que se

quiere caracterizar y se va levantando de a poco por encima del nivel del liquido hasta que se «rompe»

la membrana que forma la superficie del liquido. Con el valor de la fuerza medida justo antes de la
ruptura y las dimensiones y el peso del anillo, se puede determinar el valor de ~s.

8.3.2. Capilaridad

Segun sea la relacion entre las fuerzas de cohesién de las moléculas de un liquido y las fuerzas de
adhesion correspondientes a la interaccién entre las moléculas de dicho liquido y las de las paredes del
recipiente que lo contiene, se dard la situacién en la cual el liquido «moja» las paredes o no las «moja».
Se dice que un liquido moja las paredes del recipiente si tiende a adherirse a ellas; esto se pone de
manifiesto segun sea el angulo de contacto 8 que forma la pared con la superficie del liquido, como se
ilustra en la fig. 76.

a) b) c)

E— 6

Figura 76: Ejemplos de dngulo 6 de contacto entre la pared de un recipiente y la superficie del liquido
que contiene. a) # < 90°; b) § = 90°; ¢) 6 > 90°.

Cuando predominan las fuerzas de adhesion sobre las de cohesion, se da la situacion de la fig. 76
a), en la que el liquido moja la pared —por ejemplo, en el caso de agua y vidrio—, mientras que en
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la fig. 76 c), predominan las fuerzas de cohesién y el liquido no moja el recipiente —tal es el caso de
mercurio y vidrio—. El caso b), poco frecuente, corresponde a una situacién en la cual las fuerzas de
cohesion y las de adhesion estan equilibradas.

En la situacién ilustrada en a), las fuerzas de adhesién, no compensadas por las de cohesién, tiran
del liquido hacia el sélido que forma las paredes del recipiente, es decir, hacia arriba. Esto ocurre hasta
que el peso del liquido que ha sido levantado por sobre el nivel N de la interfase es igual al exceso
de fuerzas de adhesiéon. Como este efecto esta relacionado con la superficie de contacto liquido-sélido,
es mas notable cuanto mayor es la relacién entre el perimetro del liquido y la superficie de interfase
liquido-aire, es decir, es méas notable para liquidos contenidos en tubos de pequeno didmetro, como se
muestra en la fig. 77.

Figura 77: Fenémeno de capilaridad de agua y mercurio en tubos de vidrio.

Como puede verse, el agua tiende a subir por un tubo pequeno de vidrio —capilar—, y este efecto
es mas marcado cuanto menor es el didmetro del tubo. Por otro lado, en el caso del mercurio, como
las fuerzas de cohesion, responsables de la tensién superficial, son m&s importantes, la superficie de
separacion mercurio-aire tiende a curvarse hacia adentro —membrana contractil—, y el liquido que
esta en contacto con las paredes del tubo desciende por debajo del nivel IV de la superficie de interfase.

2RO

Figura 78: Capilaridad del agua.

Si consideramos en detalle el caso agua-vidrio —ver fig. 78—, vemos que el peso de la columna de
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liquido soportada por las fuerzas de adhesion F,4 esta dado por
mg = hrR?pg , (490)

donde R es el radio del capilar, p, la densidad del liquido y A, la altura de la columna sobre el nivel
de la interfase agua-aire. Por otro lado, las fuerzas de adhesiéon son equivalentes a la fuerza F de la
fig. 75 que equilibra la fuerza contractil que hace el liquido para permanecer cohesionado. En otras
palabras, las F,4 son las fuerzas responsables de la tensién superficial ~, luego,

Fog=~=~21R, (491)

pues la linea a lo largo de la cual se aplican es el perimetro del capilar. Entonces, para plantear el
equilibrio, podemos usar que la componente vertical de estas fuerzas es igual al peso:

Fugcosf = 2R cosf = mg = hrR%pg (492)

De esta tltima ecuacién obtenemos la llamada ley de Jurin:

_ 2ycost
pgR

h (493)

El fenémeno de capilaridad puede observarse al sumergir una vainilla en un vaso de leche, al acercar
el extremo de un papel absorbente a una gota de agua o, mas sorprendentemente, al regar una planta:
el liquido sube por el tallo y lleva los nutrientes a toda la planta gracias a este fenémeno.
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Capitulo 9. Hidrodinamica

La hidrodindamica estudia los fluidos en movimiento. Podemos clasificar el movimiento de un fluido
en dos tipos: flujo laminar y flujo turbulento. Cuando el flujo es turbulento, los elementos de flui-
do recorren trayectorias cambiantes, desordenadas e impredecibles; tipicamente se forman vortices o
remolinos. El flujo laminar, en cambio, se caracteriza por ser ordenado y regular; cada elemento de
fluido describe una trayectoria bien definida denominada linea de corriente. Un buen ejemplo de flujo
turbulento lo constituyen los rapidos de un rio de montana, mientras que un rio de llanura ancho,
profundo y sin obstdculos, es un ejemplo de flujo laminar.

Por otro lado, decimos que el flujo es estacionario si las propiedades del liquido —velocidad, presién,
densidad— en un punto determinado son siempre las mismas. A continuacién estudiaremos brevemen-
te el movimiento de un fluido en el caso laminar y estacionario.

9.1. Ecuaciones de continuidad y de Bernoulli
9.1.1. Lineas y tubos de corriente

En flujo laminar estacionario, cada elemento de fluido que pasa por una dada posicién sigue siempre
la misma trayectoria, denominada linea de corriente. Esto nos dice tres cosas: en primer lugar, el vector
velocidad de un elemento de fluido es siempre tangente a la linea de corriente que pasa por él; ademas,
si conocemos las propiedades del fluido en todos los puntos del espacio en un dado instante, conocemos
todo. Por tltimo, las trayectorias que siguen los elementos de fluido, es decir, las lineas de corriente,
no pueden cortarse, ya que si asi fuera, un elemento de fluido podria tomar uno u otro camino en el
punto de cruce, lo que implicaria que la trayectoria —y con ello el vector velocidad— en el punto de
cruce a veces fuera una y a veces fuera otra. Sin embargo, el vector velocidad en un dado punto no
puede cambiar con el tiempo en la hipdtesis de flujo estacionario. Entonces, podemos imaginarnos el
movimiento del fluido como un conjunto de lineas de corriente que, si bien pueden ir curvandose en el
espacio, no cambian en el tiempo. Se llama tubo de corriente a la superficie envolvente que contiene
un conjunto de lineas de corriente. En la fig. 79 se ilustra el movimiento de un liquido en el régimen
laminar estacionario: en a) se muestran algunas lineas de corriente y en b) un tubo de corriente.

a) b)

Figura 79: Flujo laminar estacionario. a) Lineas de corriente: los vectores velocidad son siempre para-
lelos a estas lineas. b) Se muestra un tubo de corriente que conecta una superficie cerrada S; con otra
superficie cerrada Ss.

Puesto que en el caso estacionario las velocidades en cada punto son siembre las mismas, podemos
definir un campo vectorial de velocidades independiente del tiempo, de la misma manera que en
mecanica se definen campos de fuerzas, como el gravitatorio, por ejemplo. El campo de velocidades
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es una relacién que asigna un vector velocidad a cada punto del espacio: ¥ = ¥(z,y, z). Para que la
representacion grafica de las lineas de corriente sea maés significativa, se trazan de manera que en las
zonas de mayor velocidad hay mayor concentracion de lineas. En el ejemplo ilustrado en la fig. 80, se
puede apreciar que cuando hay un obstaculo presente —y no se rompe la condicién de flujo laminar—,
cerca de la superficie del obstaculo la velocidad del liquido es menor.

Figura 80: Flujo laminar estacionario con un obstaculo. La mayor concentracion de lineas de corriente
indica mayor velocidad.

9.1.2. Conservacién de la masa

Consideremos un tubo de seccién variable por el que circula un fluido en régimen estacionario,
como se muestra en la fig. 81.

Figura 81: La materia que entra por la cara A es igual que la que sale por As.

Las caras A; y Ay son las secciones del tubo normales a la circulacién del fluido; es decir, las
lineas de corriente —y con ello los vectores velocidad— son perpendiculares a esas superficies. Si
consideramos que la velocidad es constante en cada una de esas secciones transversales, podemos
encontrar una relacién sumamente 1til a partir de la conservacién de la masa, es decir, pensando que
la masa dm; de fluido que ingresa por la cara A; en un intervalo infinitesimal de tiempo dt debe ser
igual a la masa dms que, en ese mismo tiempo, sale por la cara As. Dicho de otra manera, lo que entra
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por un lado, sale por el otro. Entonces, podemos escribir:
p1dVi = podVa = prAjvidt = paAgvadt , (494)

donde p; y p2 son las densidades del liquido en los correspondientes diferenciales de volumen dV; y dVa
—supuestos uniformes en cada una de esas regiones—, cuyos espesores son v1dt y vodt, respectivamen-
te. La segunda igualdad es particularmente interesante en los casos de fluidos de densidad uniforme,
que son la gran mayoria, debido a su baja compresibilidad. En estos casos podemos escribir

Al’Ul = AQ’UQ (495)

Esta expresién, denominada ecuacion de continuidad, nos dice que la velocidad del fluido es inver-
samente proporcional a la seccion transversal del tubo; es decir, cuando se estrecha un conducto, la
velocidad del fluido es mayor, y viceversa. Si definimos caudal ) como el volumen que fluye por unidad
de tiempo, vemos que

Q= Av (496)

En otra palabras, cuando el flujo es estacionario y se cumplen las otras hipdtesis asumidas para la
demostracién de la ec. (495), el caudal es uniforme a lo largo del conducto —o bien, de un tubo de
corriente—. El caudal ) representa el volumen de liquido que pasa por una determinada superficie
por unidad de tiempo. También es posible definir un caudal mésico @, = pQ, que representa la masa
que fluye por unidad de tiempo. Como puede verse a la luz de la ec. (494), @, es uniforme incluso en
el caso en que la densidad no lo sea.

9.1.3. Ecuacion de Bernoulli

Consideremos el tubo de corriente de la fig. 82, donde el flujo es estacionario y el liquido incom-
presible y de densidad uniforme p. Ademads agregaremos otra hipdtesis: diremos que el fluido es no
viscoso, es decir, no hay ningin tipo de friccion entre los elementos de fluido. Mas adelante volveremos
sobe el tema de la viscosidad.

Figura 82: Trabajo de las fuerzas que actiian sobre un tubo de corriente.

Sabemos que el trabajo de todas las fuerzas que actidan sobre el tubo de corriente dibujado debe
ser igual a la variacién de su energia cinética. Podemos pensar que al empujar el elemento de fluido de
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volumen dV; = A;dsy, el mismo ingresa a la region comprendida entre s = sg y s = sy, mientras que
de esa misma regién emerge el elemento de volumen dVs = Aadss, sin que cambie nada en el interior.
El trabajo de todas las fuerzas sobre el tubo durante un lapso dt sera igual que el trabajo sobre esas
porciones del tubo, dW; y dWs, que son las tinicas que cambian:

AW = dT = dW; + dWs (497)

donde dT' es la variacién de la energia cinética. Las fuerzas aplicadas son las hidrostaticas y el peso,
entonces el trabajo de todas ellas en dt sera

dW = dWy, +dW, , (498)
donde el trabajo de las fuerzas hidrostaticas dW}, sobre el tubo de corriente estd dado por
dWh = P1A1d81 — PQAQdSQ = Pldvl — PQdVQ = (P1 — Pg)dv (499)

El término positivo corresponde a trabajo realizado sobre el sistema y el término negativo, a trabajo
realizado por el sistema, conforme a la convencién usual en mecanica, que es opuesta a la convencion
usual de la termodindmica. Los elementos de volumen dV; y dVa son iguales en virtud de la ecuacién
de continuidad (lo que entra por una cara del tubo debe ser igual a lo que sale por la otra).

Por otro lado, el trabajo de la fuerza peso en dt es igual a la variacién de la energia potencial
gravitatoria Fj, cambiada de signo, consistente en sacar una porcién de liquido dVi = dVo = dV
inicialmente a la altura y; y ponerla a la altura ys:

dWy = —dE, = —(dmgys —dmgyi) , (500)
donde dm = pdV. A partir de las ecs. (498)-(500), podemos escribir
dW = (P; — P2)dV — (dmgys — dmgyi) , (501)

o bien,
dW = (P — P2)dV — pg(y2 — y1)dV (502)

Como dijimos, el trabajo de todas las fuerzas exteriores debe ser igual a la variaciéon de la energia
cinética dT', que puede calcularse como la diferencia entre la energia cinética del elemento dV5 y la del
elemento dV7, ya que todo lo demdas permanece inalterado:

1 1 1
dT = idm v — §dm v = 5(1}% — o) pdV (503)

Igualando las ultimas dos ecuaciones podemos escribir

(Pi— P2) — pglas — ) = 503 —2})p (504)
es decir,
Pr+ pgyr + %pvf = Py + pgys + %pvg (505)
Dicho de otra manera, se cumple que
P+ %,ov2 + pgy = cte. (506)

El expresién anterior recibe el nombre de ecuacién de Bernoulli, y es valida para fluidos ideales (fluidos
no viscosos e incompresibles) en régimen laminar estacionario.
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Figura 83: Tubo de Venturi.

9.1.4. Tubo de Venturi

Este dispositivo, ilustrado en la fig. 83, permite determinar la velocidad de un fluido mediante la
aplicacién de la ecuacién de Bernoulli.

Obviando el término gravitatorio de la ec. (505) —los puntos 1 y 2 estédn a la misma altura—,
podemos escribir

1 1
P+ §pv% =P+ 5,01)% (507)

Por otro lado, de la ecuacién de continuidad (496),
Vo = —/—U1 (508)
Sustituyendo esta expresién para vy en la ec, (507),
e B | 509
(4) ] o (509
Es interesante notar que la diferencia de presién es distinta de cero, a pesar de que se trata de puntos

que estan en un mismo nivel, lo cual no ocurre en el caso hidrostatico, como puede verse en la ec.
(509) si pensamos que v; = 0.

1
P —P=cp

Por otro lado, la diferencia de presiones puede ser inferida a partir del desnivel h de los capilares,
de manera que
Py — Py = pgh (510)

Igualando las dos tltimas ecuaciones podemos despejar la velocidad del fluido:

(511)

9.2. Viscosidad y turbulencia
9.2.1. Viscosidad

Como se sugiere al comienzo de §9.1.3, en algunos casos es imposible despreciar los efectos de fric-
cién que tienen lugar cuando un fluido se mueve. Es facil convencerse de que esto es asi si inclinamos
un plato que contiene un poco de agua y otro que contiene miel. En el primer caso, el liquido escurrira

127



rapidamente, mientras que la miel tardara mucho tiempo en fluir, dependiendo de su calidad, e incluso,
de la temperatura ambiente.

Evidencia de fuerzas de rozamiento en fluidos

En la fig. 84 se muestra un tanque abierto que contiene un liquido de densidad p, de cuya parte
inferior sale un tubo AB, de seccién uniforme también abierto en el extremo B, de manera que el
liquido fluye de izquierda a derecha.

A B

Figura 84: Evidencia experimental de la viscosidad.

Como la seccién del tubo AB es uniforme, la velocidad del fluido también debe serlo, en virtud
de la conservacién de la masa (caudal constante). Por la ecuacién de Bernoulli —ec. (506), debe cum-
plirse que la presién a lo largo de AB debe ser uniforme, ya que la altura no varia y, como hemos
visto, la velocidad tampoco. Sin embargo, la altura decreciente del liquido en los tubos manométricos
verticales, indica claramente que la presién va disminuyendo. Este efecto se produce a causa de la
pérdida de energia mecanica a lo largo del tubo, debida a las fuerzas de rozamiento, que se desprecia
en la deduccién de la ecuacién de Bernoulli.

Viscosidad en geometria plana

Se observa que las capas de un liquido que fluyen préximas a las paredes de un tubo tienen
velocidades menores que las que estan alejadas de aquellas. Podemos atribuir este efecto a fenémenos
de friccién asociados a la viscosidad. Vamos a estudiar el comportamiento de un fluido que se encuentra
contenido entre dos grandes laminas sélidas, planas y paralelas, como puede observarse en la fig. 85.
Supongamos que inicialmente el sistema se encuentra en reposo, de manera que todo el fluido tiene
velocidad nula. En un determinado instante, se comunica una fuerza F ala ldmina de 4rea A en la
direccién y sentido de x, de manera que la ldmina A adquiera una Velocidad constante U. El hecho de
que la lamlna estd en equlhbrlo (d = 0) conduce a pensar que la fuerza F se ve compensada por una
fuerza F dirigida segin —i, debida al rozamiento con el fluido.

Podemos pensar que, debido a estas fuerzas de friccién, una delgada capa de fluido estard «pegada»
a la superficie inferior, es decir, tendra una velocidad ¥ = 0 y otra capa estard pegada a la lamina
movil, desplazdndose conjuntamente con ella, es decir, tendrd velocidad ¢. La capa superior de fluido,
que es arrastrada por la ldmina sélida de drea A —y que también tiene area A—, a su vez arrastra
a la capa inmediata inferior con velocidad de mdédulo v — dv. Esta velocidad horizontal con la que
se mueven las capas de fluido debe necesariamente decrecer hacia abajo para que sea posible que en
y = 0 sea v = 0. Es logico pensar que cuanto mayor sea el gradiente de velocidades g—z, la velocidad
con la que se mueve la lamina superior de fluido serd mayor, es decir, estara mas «pegada» a la lamina
sélida de drea A. Dicho de otra manera, una mayor fuerza de friccién F;, producird un mayor gradiente
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Figura 85: Flujo laminar plano con viscosidad.

de velocidades. Estas ideas se reflejan en la siguiente ecuacion:

F,=nA (512)

873/ )
donde A es el area de la capa de fluido sobre la cual actian las fuerzas de roce y n es un factor de
proporcionalidad denominado coeficiente de viscosidad, el cual es propio de cada fluido y en muchos
casos es marcadamente dependiente de la temperatura. La ec. (512) se denomina ley de viscosidad de
Newton, y los fluidos que la satisfacen se llaman fluidos newtonianos. A partir de esta ecuacién, puede
verse que las unidades del coeficiente de viscosidad son unidades de presién por unidades de tiempo,
por ejemplo, Paxs, o dynxcm™2xs. Esta tltima unidad se denomina poise (P):
dyns

S LT (513)

1P - =
cm S cm

En la fig. 86 se muestran algunos valores aproximados de viscosidad de distintas sustancias.

Fluido 1 (Pa-s)

Vidrio 1(:{13
Vidrio fundide (500°C) 10'2
Asfalio 1 QE'
Polimeros fundidos 1(:.5
Jarabe espeso m:
Mie 10

Glicaerina m:

Aceite de oliva 100
Aceite ligero 10"
Agua 10"
Aire 1.;,1'F

Figura 86: Orden de magnitud de la viscosidad de algunas sustancias a presion y temperatura ambiente.

Viscosidad en geometria cilindrica: ley de Poiseuille
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Cuando la geometria es cilindrica, como en el caso de un liquido circulando por un cano, la ec.

(512) adquiere la forma

ov
Iy = 7714(7")5 ) (514)

En este caso, podemos pensar que la ldmina cilindrica que estda en contacto con la pared del cano
tiene velocidad nula y esta va aumentando a medida que la coordenada radial r disminuye, haciéndose
maxima en el eje del tubo. Podemos imaginar superficies cilindricas concéntricas que deslizan una
dentro de la otra. La expresién para el area es sencillamente A(r) = 27rL, donde L es la longitud
considerada del cano. En la fig. 87 se muestra un tubo de radio R por el cual circula un fluido de
izquierda a derecha. Si consideramos un tubo de corriente de radio r, como muestra la figura, debido
a las fuerzas viscosas I, dirigidas hacia la izquierda, es necesario aplicar una fuerza neta hacia la
derecha de igual médulo para que el liquido fluya (a velocidad constante). Esto puede llevarse a cabo
mediante la aplicacién de una diferencia de presiéon AP = P; — P, de manera que la fuerza neta sea

F=-F,= (P - PR)S = (P - P)nr? (515)
L
Al BE
]
a b__
R
1 r r+dr

F=P.S jj FJEP.S

7777,

Figura 87: Flujo laminar cilindrico con viscosidad.

c
C
Por la ec. (514), para esta geometria debe cumplirse

ov
F, = 7727TTLE (516)

A partir de las ecs. (515) y (516) vamos a deducir una expresién para el perfil de velocidades v(r);
para ello las igualamos:

0
(P, — Py)mr? = —7727r7“L8—: , (517)
y despejamos:
ov P1 — P2
= 518
or n2L " (518)
Integrando,
Py —Pyr?
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donde C' es una constante que puede encontrarse usando que v(R) = 0, con lo cual

P — P, R?
ERTTAN (520)
y entonces,
P —P
v(r) = %(32 —r?) (521)

A continuacién, calcularemos el caudal que fluye por el tubo. Sabemos que el caudal es el producto
de la seccién de un tubo por la valocidad del fluido, pero en este caso, no hay una unica velocidad,
sino que esta varfa como muestra la ec. (521). Podemos escribir el diferencial de caudal d@ como

P —P
dQ =v(r)dS = ﬁ(!ﬁ — r?)2mrdr (522)
e integrar para todo el tubo:
R R R
PP, 5, (Pr— Py)m / 2 .2
= dQ@) = ——(R* —r*)27rdr = —— R —r%)rdr ; 523
Q= [Tao- [ AR S [ (523)
es decir,
(PL—P)r (R* RY
— - = 524
@ n2L 2 4 (524)
Entonces,
(P — Py)mR*
=~ & 525
Q- (525)

Vemos que el caudal depende de R?, con lo cual, una pequefia variacién del radio del tubo modifica
muchisimo la diferencia de presiéon que es necesario ejercier para que un liquido viscoso fluya. Esto
explica por qué para algunos medicamentos inyectables la aguja, lamentablemente, no puede ser més
chica.

9.3. Turbulencia: nimero de Reynolds

Un liquido que fluye por un determinado conducto —o en otras circunstancias, como podria ser el
curso de un rio— puede pasar del régimen laminar al turbulento si varian algunas condiciones durante
la observacién del fenomeno. Particularmente, la velocidad media de la corriente y las dimensiones
caracteristicas de la situacion. En efecto, flujos mas veloces, o que discurran dentro de limites més
confinados son proclives a entrar en régimen turbulento. Por otro lado, en los fluidos més pesados, el
régimen turbulento también es mas facil de alcanzar. En cambio, cuanto més viscoso sea un liquido, es
mas diicil alcanzar la turbulencia. En la fig. 88, puede verse la tendencia natural de la miel —liquido
de alta viscosidad— a fluir siguiendo un régimen laminar.

Existe una magnitud adimensional, denominada nimero de Reynolds (Re), que indica cudndo el

flujo es laminar o turbulento:

L
Re = fé;f : (526)

donde v es la velocidad media del liquido y L es una dimensién caracteristica; por ejemplo, en el caso
de un tubo cilindrico, el didmetro del tubo. En este mismo caso, se observa que si Re > 2900, el flujo
es turbulento, mientras que si Re < 2300, es laminar.
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Figura 88: Flujo laminar en la miel.

9.4. Ley de Stokes

Cuando un cuerpo sélido se mueve dentro de un fluido viscoso, aparece una fuerza de friccion
en sentido contrario al movimiento, debida a la viscosidad. Si el cuerpo es una esfera de radio R, se
observa que cuando el flujo es de tipo laminar, es decir, no turbulento, y el nimero de Reynolds es
muy pequeno —lo que implica suponer que el cuerpo sélido se mueve a una velocidad pequena con
respecto al fluido—, la fuerza de friccién puede expresarse como

F, = 6mnuR (527)

donde 7 es la viscosidad y v es la velocidad de la esfera respecto del fluido.

Entonces, si una esfera de masa m cae dentro de un fluido viscoso, experimenta tres fuerzas: hacia
abajo, el peso, y hacia arriba la fuerza de arrastre debida a la viscosidad y el empuje E. Es posible
escribir la ecuacién de movimiento de la esfera

-mg+ F,+ E=—mg+6mn(—v)R+ E =ma, (528)
a partir de la cual se obtiene como resultado que existe una velocidad terminal igual a

2(pa — p)R*g (529)
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