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RECONOCIMIENTO

Asi como los fenémenos naturales tienen causas inmediatas y causas remotas, los libros tie-
nen autores directos, aquellos que figuran en la portada, y también otros que han participado
en etapas previas, incluso, a la idea de escribirlo.

Introduccion a la mecdnica newtoniana nacié de la experiencia docente. De manera mds
directa, podemos decir que de la experiencia docente de sus autores. Como profesores de la
Facultad de Matemdtica, Astronomfa, Fisica y Computacién de la Universidad Nacional de
Coérdoba, esa experiencia nos ha ido mostrando la necesidad de contar con una herramienta que
llenara el hueco de ensefiar mecdnica a los alumnos del primer afio desde los primeros palotes
hasta la dindmica del cuerpo rigido.

Pero esta pdgina no ha sido escrita para hablar de esos autores, sino de los otros, los que han
venido apuntalando esta obra desde antes de su propia concepcién. En primer lugar, vamos a
referirnos al Dr. Reinaldo Gleiser, quien con una notable visién pedagdgica entendié que un
curso de cinemdtica y uno de célculo infinitesimal podian fusionarse en una sola cosa. En la in-
novacion de Gleiser estd la semilla de este libro, semilla cultivada con gran pericia y dedicacién
por el profesor Oscar Villagra, el querido y respetado Anfi. un docente de corazén y de cerebro,
que hacfa entrar a sus alumnos, volando en primera clase, al maravilloso mundo de la fisica. Los
dibujos con los que nos mostraba la magia del concepto de derivada, asi como toda la cinemdti-
ca, poblaban cantidades de hojas manuscritas y encarpetadas, ajenas a la baterfa de herramientas
de edicién que vendrian después. Esas hojas fueron conformando un corpus que siguid sien-
do podado y alimentado por otros docentes de nuestra facultad. Entonces llegaron a nuestras
manos. Esperamos estar a la altura de las circunstancias.






Parte I

CINEMATICA






CAPITULO 1
MOVIMIENTO EN UNA DIMENSION

1.1 Consideraciones generales

Desde los tiempos mds remotos la humanidad ha intentado explicar el mundo que la rodea;
la ciencia y la filosoffa no han sido ajenos a este afin. Durante milenios, cuestiones cientificas
y filoséficas han formado un conjunto bastante inextricable, en particular, el nombre de la dis-
ciplina bajo consideracién, es decir la fisica, ha sido durante mucho tiempo filosofia natural.
La complejidad del proceso de evolucion de la fisica a lo largo del tiempo, hasta llegar a lo que
es hoy, unida al desarrollo de gran nimero de ciencias, cuyas dreas de estudio muchas veces se
superponen con las de la fisica, hace que sea extremadamente dificil dar una definicién atil y
valedera de esta tltima, lo que serfa deseable antes de comenzar un primer curso de fisica. Una
definicién completamente valedera serfa decir que la fisica es la ciencia que estudia los fenéme-
nos fisicos. El problema es que esta definicién es también perfectamente intil, a no ser que se
explique a conciencia la naturaleza de los fenémenos fisicos, lo cual plantea el grave riesgo de
hacerlo en términos de la fisica, generando un circulo sin fin. En lugar de caer en este tipo de en-
redos, conviene desarrollar los conceptos que han sido considerados parte de la fisica por varias
generaciones de cientificos, sin tratar de dar una definicién de la disciplina que los integra.

El término fisica deriva del latin physica, que significa natural, el cual a su vez viene del grie-
go uoLs (physis), es decir naturaleza. Este tltimo término proviene del griego pvw (phio), que
significa nacer, brotar, engendrar. En este sentido, desde los tiempos de Tales de Mileto y Aris-
tételes de Estagira, el concepto de fisica ha estado ligado al estudio de la naturaleza. Durante la
Edad Media el término f7sico se utilizaba para designar a los médicos (lo que sigue ocurriendo
hasta hoy en el idioma inglés, que denomina physician a una persona que ejerce la medicina). A
partir del siglo XV1, con los trabajos de Galileo y mds particularmente, durante el siglo XVII,
con la publicacién de los Philosophie naturalis principia mathematica de Isaac Newton, la dis-
ciplina comienza a diferenciarse del resto y en el siglo XVIII empieza a usarse el término fisica
para denominarla.

Si bien no daremos una definicién rigurosa de qué involucra la disciplina fisica, s diremos
que es una ciencia experimental, es decir que toda afirmacién que se haga en esta ciencia debe
estar verificada por la experiencia. De la experimentacién nacen las leyes de la fisica, las cuales
sintetizan los resultados de las experiencias pues han sido deducidas de estos mismos experimen-
tos. Las leyes ademds permiten predecir nuevos eventos fisicos que también deben ser verificados
experimentalmente.

Si deseamos estudiar fisica, o sea realizar una descripcién de la naturaleza, podemos hacer-
lo de una manera cualitativa. Sin embargo, para hacer una descripcién mds precisa, es decir si
deseamos cuantificar esta descripcién, necesitaremos un lenguaje que represente los conceptos
con la precision requerida. El lenguaje de la fisica es la matemdtica, es decir, los conceptos de la
fisica son representados mediante expresiones matemdticas, por esta razén iremos desarrollando
la matemdtica que necesitamos para expresar los conceptos de la fisica.

En este curso iniciaremos el estudio de la mecdnica elemental, y en particular comenzaremos
estudiando la cinemdtica, que se refiere a la descripcién del movimiento de los cuerpos, sin inte-



Cuerpo puntual — I:l

Figura 1.1: Cuerpo puntual que puede moverse solo sobre una recta dada.

resarnos en la causa por la cual se mueven. El andlisis sobre qué hace que los cuerpos se muevan
de determinada forma lo abordaremos m4s adelante cuando estudiemos la dindmica. Comen-
zaremos, entonces, estudiando el movimiento de cuerpos, es decir trataremos de describir qué
posiciones del espacio van ocupando a medida que transcurre el tiempo.

Antes de iniciar nuestro estudio en concreto, discutiremos un aspecto caracteristico de la
forma de pensar la naturaleza por parte de los fisicos: comenzaremos todo abordaje del estudio
de un problema simplificando al méximo las hip6tesis a plantear, tratando de dejar de lado toda
complicacién superflua (al menos en un inicio) para quedarnos solo con el carozo fundamen-
tal de la cuestion a estudiar. Asi, si queremos describir la posicién de un cuerpo en funcién del
tiempo —por ejemplo, un auto que viaja entre dos ciudades, o la pelota en algun deporte—,
podemos pensar el cuerpo como un punto, por ejemplo, el punto central, y describir solo la po-
sicién de este punto en funcién del tiempo. Esta aproximacién, llamada de «cuerpo puntual» o
«punto material», ya fue usada por Kepler en 1609 para describir las rbitas planetarias, donde
ambos, planeta y sol, fueron considerados cuerpos puntuales —notemos que esta aproxima-
cién, muy buena para describir el movimiento de los planetas alrededor del sol, es totalmente
inutil para explicar el dia y la noche o las estaciones—.

Entonces estudiaremos el movimiento de cuerpos puntuales, comenzando siempre por los
sistemas mds simples para luego ir complicando los problemas a resolver. Sin duda pensamos que
debe ser mis sencillo describir el movimiento de un automévil (considerado puntual), que viaja
entre dos ciudades de la provincia de La Pampa unidas por una ruta recta, que el vuelo de una
mosca. Asf empezaremos describiendo cuerpos puntuales que solo pueden moverse sobre una
recta, esto es, en una dimensién. En capitulos posteriores veremos cémo describir movimientos
traslacionales en dos y tres dimensiones.

1.2 Sistema de coordenadas unidimensional

Para abordar el estudio del movimiento de traslacién de un cuerpo comenzaremos analizan-
do los casos mds sencillos. Por esta razén, inicialmente estudiaremos el movimiento de cuerpos
que se desplazan sobre una recta. En este tipo de movimiento la recta es el universo en el cual se
mueven los cuerpos (figura 1.1). Como nuestro objetivo es analizar el movimiento del cuerpo,
necesitamos poder determinar su ubicacién o posicién. Para ello fijamos un punto sobre la rec-
ta, respecto del cual referiremos la posicién del cuerpo. A ese punto lo llamaremos origen, y lo
denotaremos indistintamente por la letra O o el ndmero 0.

10
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Figura 1.2: Distancia de un cuerpo al origen de coordenadas O.
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Figura 1.3: Posicién de varios cuerpos situados sobre una misma recta.

Una posibilidad para determinar la posicién del cuerpo es dar la distancia que existe entre
este y el origen, es decir, dar la longitud del segmento de recta que se extiende entre el punto
elegido como origen y el punto que corresponde a la posicién del cuerpo (ver figura 1.2). Lo
que debemos analizar es si de esa manera queda identificada de forma univoca la posicién del
cuerpo.

El problema es que, con esta manera de definir la posicién del cuerpo, se nos presenta una
ambigitiedad. Si damos la posicién del cuerpo mediante la distancia d 4 estamos ante dos posi-
bilidades, una es que esté a la derecha de O y la otra es que esté a la izquierda de O. Entonces,
de esta forma no podemos definir unfvocamente la posicién del cuerpo y por lo tanto debemos
encontrar un modo de eliminar esta dualidad. La forma mds simple y directa es agregar si el
cuerpo estd a la derecha o a la izquierda del origen. Asf, para indicar la posicién de los cuerpos
mostrados en la figura 1.3, dirfamos:

A estd a una distancia d 4 y a la derecha de O.
B estd auna distanciadp yaladerechade O.
C estd a una distancia d¢ y alaizquierda de O.

Lamentablemente esta manera de expresar la ubicacién de los puntos tiene dos inconve-
nientes: a) la nocién de derecha o izquierda de la recta no estd univocamente determinada, pues
depende desde qué lado de la recta se estd observando; b) esta forma de especificar la posicién
de un cuerpo es complicada, muy extensa.

Una manera de solucionar este inconveniente es usar la distancia para definir la ubicacién de
puntos que se hallan de un lado del origen, y la distancia precedida por un signo menos del otro
lado. Entonces, para expresar de manera precisa la ubicacién de los puntos (o cuerpos puntuales)
en nuestro universo (recta) definiremos un ente que denominaremos «sistema de coordenadas
unidimensional>, caracterizado por

11



1. Una recta (sobre la que se desplaza el cuerpo cuyo movimiento queremos describir).
2. Un punto arbitrario en la recta elegido como origen de coordenadas.
3. Unaunidad de medida de longitudes.

4. Unay solo una punta de flecha que indica hacia dénde crecen las coordenadas, es decir,
cudl es el sentido positivo.

S. Un nombre para las coordenadas, por ejemplo, x.

Una vez definido un sistema de coordenadas todo punto sobre la recta tendrd asignada una
coordenada, dada por

1. Un namero positivo que indica la longitud del segmento con extremos en el origen y el
punto en cuestién, esto es, la distancia del punto al origen.

2. Un signo que indica si el punto se encuentra desde el origen hacia la flecha (+) o en
sentido opuesto (—).

Entonces, cuando deseamos describir el movimiento de un cuerpo que se desplaza sobre una
recta debemos colocar el sistema de coordenadas sobre dicha recta. En la figura 1.4 se muestra
una recta con un sistema de coordenadas definido y dos cuerpos, A con coordenada x 4 positiva
y B con coordenada = g negativa.

A R

XB 10) X4 X

v

Figura 1.4: Dos cuerpos sobre una recta con un sistema de coordenadas unidimensional.

El origen de coordenadas O vy el sentido positivo son totalmente arbitrarios. En la figura
1.5, podemos observar dos sistemas de coordenadas diferentes definidos sobre la misma recta; es
posible expresar las coordenadas del cuerpo en cualquiera de ellos. Lo importante es que, elegido
uno de ellos, mantengamos el mismo sistema mientras estemos efectuando la descripcién del
movimiento del cuerpo.

} >

pd
~ |

X O’

Figura 1.5: Ejemplos de dos sistemas de coordenadas. definidos sobre una misma recta.
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A la luz de estos conceptos, vemos que la utilizacién de un sistema de coordenadas y de
la coordenada del cuerpo en dicho sistema es la forma matemadtica de describir la posicién del
cuerpo en el espacio (unidimensional en este caso).

1.3 Distancia entre dos puntos

En el espacio usual, también denominado espacio euclidiano, la distancia d entre dos puntos
distintos es la longitud del segmento de recta que los une. Es decir, la distancia es la longitud del
camino que hay que recorrer para ir directamente de un punto al otro. Entonces, por definicién,
d> 0.

Veamos ahora cémo podemos calcular la distancia entre dos puntos en funcién de sus coor-
denadas. En los casos ilustrados en las figuras 1.6 a 1.9, vemos que la distancia depende de las
coordenadas de los cuerpos A y B. En ciertos casos la distancia es t4 — 2 p (figura 1.7) y en
otrases tp — = 4 (figuras 1.6, 1.8, 1.9), ya que, como dijimos, la distancia nunca puede ser un
niimero negativo. Para no tener que analizar en cada caso en particular qué diferencia es la que
debemos calcular, definimos

dap =|rp —za|=| 24 —2B | .

Es decir que en nuestro universo unidimensional «la distancia entre dos puntos es el valor ab-
soluto de la diferencia de las coordenadas de ambos puntos».

v

=B

A
- L]
XA

Figura 1.6: Distancia entre dos puntos con coordenadas positivas,dup = TB — Z 4.

dap
>
B A
. L L] S
T T T 7
0] XB X4 X

Figura 1.7: Distancia entre dos puntos con coordenadas positivas, dap = T4 — TB.

13
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Figura 1.8: Distancia entre dos puntos con coordenadas de distinto signo, dap = £ — T A.

dA B

S~ A
SHEw Vv
\'4

Figura 1.9: Distancia entre dos puntos con coordenadas negativas, dup = Tp — T 4.

1.4 Relacion entre posicion y tiempo

Hemos dicho que vamos a describir el movimiento de cuerpos sobre lineas rectas. Hasta
ahora hemos desarrollado los elementos necesarios para dar la posicién (sistema de coordenadas
y coordenadas de los cuerpos) en la recta. Decir que estudiaremos como se mueven significa
analizar c6mo se modifica su posicién a medida que transcurre el tiempo. Si bien el concepto de
tiempo es algo dificil de definir, pensemos por ahora que el tiempo es simplemente aquello que
medimos con un reloj y que siempre aumenta.

Supongamos que tenemos un cuerpo que se desplaza sobre una recta. A esa recta le adosa-
mos un sistema de coordenadas para poder dar su posicién de manera univoca. Ahora saquemos
fotos del sistema a distintos tiempos. La figura 1.10 representa esta situacion.

Entonces, tenemos que las coordenadas son sucesivamente 21, 2, T3, L4, L5, L6, - - - CO-
rrespondientes alosinstantes t1, 2, t3, t4, 5, 6, . . . queson sucesivos y crecientes (t1 <ta <
t3 <ts <t5 <ts <...).Conestosvalores de x y t podemos confeccionar la tabla 1.1.

Sabemos cémo medir las coordenadas x;; analicemos ahora cémo definir los valores de tiem-

po, t;. Podrifamos tomar para t la «hora civil», por ejemplo:

t1 =las 12 hs 35 min 48,3 s del 9 de marzo de 1993
to =las 9 hs 28 min 15,2 s del 10 de octubre de 2007

Al hacer esto estamos aceptando una convencién, pues asignamos a ¢ el tiempo transcurrido a
partir de cierto momento histdrico que arbitrariamente se definié como cero. En los ejemplos,
el origen de la medicién del tiempo coincide con el nacimiento de Jesus y esto es lo que general-
mente se tomd como origen temporal para narrar la historia de la humanidad en Occidente. En
€ste marco, s€ toma como tiempos negativos los que corresponden a instantes previos al origen
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Figura 1.10: Posiciones sucesivas de un mévil a lo largo del tiempo.

to
t3
ty
ts
173

Tabla 1.1: Tiempos y posiciones registradas para un mévil.

T
Z2
T3
T4
Ts
Tg
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(por ejemplo, el afio -59 corresponde al afio 59 AC). Este origen del tiempo, como cualquier
eleccién de punto de partida, es arbitrario y no es compartido por todas las culturas. Asi, resulta
mds razonable hacer lo mismo que ya hemos hecho con el origen del sistema de coordenadas:
elegir arbitrariamente el origen del tiempo que sea mds conveniente para nuestra descripcion del
movimiento. Esto es, nuestro aparato de medicién de tiempo, mds que un reloj usual, funciona
como un cronémetro.

Al igual que la unidad de longitud, la unidad de tiempo dependerd del fenémeno que es-
tamos describiendo, podemos usar como unidad «millones de afios» si se trata de eventos geo-
16gicos, o «nanosegundos» si describimos fenémenos atémicos, aunque en la vida diaria, des-
cribiendo movimientos de automéviles, pelotas, proyectiles, etc, resulta adecuado en general
usar horas (h), minutos (min) o segundos (s). Ademis el sentido serd siempre creciente hacia
el futuro. Por lo tanto, elegimos el origen del tiempo ¢ en la tabla de manera que nos resulte
mds cémodo, por ejemplo, podemos elegir uno de los valores de ¢ de la tabla 1.1 como origen, y
considerar que:

* El tiempo correspondiente al origen es igual a 0
* Tiempos posteriores al origen son positivos (¢ > 0)
* Tiempos anteriores al origen son negativos (t < 0)

Con estos elementos podemos representar los valores de tiempo de manera similar a lo que
hicimos con los del espacio, como se muestra en la figura 1.11. Es decir que tendremos un sistema
de coordenadas temporales donde cada punto de la recta asociada representa un instante. La
separacién entre dos puntos de este eje se denomina intervalo de tiempo.

Figura 1.11: Representacién grafica del eje temporal.

1.5 Funcion de movimiento

Para describir el movimiento de los cuerpos usaremos coordenadas espaciales x y tempo-
rales ¢, que estdn relacionadas entre si. Las coordenadas espaciales se expresan en unidades de
longitud, tales como ¢m, m, km, etc., mientras que las temporales en unidades de tiempo, por
ejemplo, s, min, h, afios, etc. Es importante notar que la determinacién experimental de una
magnitud, por ejemplo lalongitud de un objeto, debe comunicarse haciendo referencia a alguna
unidad de medida, por ejemplo metros. De lo contrario, decir que el objeto en cuestién «tiene
una longitud de 7 »carece totalmente de sentido, ya que podria tratarse de una galaxia o un dto-
mo, segun cudl sea la unidad no comunicada. A partir de ahora, para referirnos a unidades de
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distintas magnitudes utilizaremos corchetes; por ejemplo: [¢] = m significa «las unidades de
longitud son metros», o bien: [t] = s quiere decir «las unidades de tiempo son segundos».

En el ejemplo de la figura 1.10, la relacién entre ¢ y x se pone en evidencia en la tabla 1.1,
que hemos confeccionado con los valores de t; y x;. Alli queda explicita la posicién del cuerpo
(coordenada espacial) observada, es decir medida, para cada valor de tiempo (coordenada tem-
poral). Sin embargo, para todos los instantes existentes entre dos instantes consecutivos medidos
t; y tit1, desconocemos cudl es la posicién del cuerpo. Podemos realizar nuevos experimentos
tomando mayor cantidad de datos (¢;, ;), pero nunca podremos conocer experimentalmente
la posicién del cuerpo para todo instante. Si graficamos los valores de la tabla colocando en el eje
de las abscisas los valores de t y en el de las ordenadas los correspondientes de z, este conjunto de
puntos mostrard la informacién experimental que disponemos sobre el movimiento del cuerpo
como se muestra en el gréfico de la izquierda de la figura 1.12. Pero el hecho de no poder medir
la posicién en todo instante nos lleva a hacer dos hipétesis:

1. En cada instante en el intervalo de observacién un cuerpo puntual estd en un y solo un
lugar.

2. El movimiento de todo cuerpo es continuo. Es decir, en una dimensién, un cuerpo para
llegar de un punto a otro debe pasar por todos los puntos intermedios.

Estas hip6tesis equivalen a asumir la existencia de una funcién matemdtica z(t), denomi-
nada «funcién de movimiento» del cuerpo (también llamada «funcién posicién»), que al ser
evaluada en cada uno de los instantes de la tabla 1.1 resulta en la coordenada del cuerpo corres-
pondiente a dicho instante. La funcién de movimiento z(t) es la descripcién matemdtica del
movimiento del cuerpo. Supondremos, hasta tener evidencia experimental de lo contrario, que
esta funcién evaluada en cualquier valor de ¢ (tabulado o no) dala coordenada del cuerpo en ese
instante (ver figura 1.12). Si realizamos nuevas mediciones y esta funcién de movimiento no lo-
gra describir alguna o algunas de las nuevas mediciones, deberemos buscar una nueva funcién
de movimiento x(t) que describa la totalidad de la informacién experimental que tengamos
sobre el movimiento del cuerpo.

Veamos ahora cémo pueden ser las gréficas de las funciones de movimiento de un cuerpo.
En la figura 1.12 ya vimos una funcién de movimiento posible de un cuerpo. Puede verse del
gréfico que para cada instante estd determinada la posicién del cuerpo, es decir su coordenada
T.

En la figura 1.13 se muestran dos grificos que corresponden a funciones del tiempo; sin em-
bargo estos no pueden representar funciones de movimiento ya que no describen situaciones
posibles. La funcién de la izquierda no estd definida en el intervalo (¢1, 2), lo cual corresponde-
rfa ala descripcién del movimiento de un cuerpo que desaparece en el instante ¢ 1, reapareciendo
en el instante t2; pero como no existe evidencia experimental de que un cuerpo pueda desapare-
cer y luego reaparecer, esta no es una descripcién fisica admisible. Por otro lado, en el grafico de
la derecha se describirfa el movimiento de un cuerpo que en un determinado instante ¢ estd en
un lugar e inmediatamente después estd en otra posicién diferente sin haber pasado por todas
las otras posiciones que unen dichos puntos; nuevamente, no existe ninguna evidencia experi-
mental de que la posicién de un cuerpo pueda variar en forma discontinua. As{, ninguna de las
funciones de la figura 1.13 corresponde a funciones de movimiento.
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Figura 1.12: En el gréfico de la izquierda vemos la representacién gréfica arbitraria de los puntos
experimentales de la tabla 1.1. En la figura de la derecha se superpone la funcién de movimiento
continua z(t).

Figura 1.13: Ejemplo de dos funciones que no pueden ser de funciones movimiento: la de la
izquierda no estd definida en el intervalo (¢1, ¢2); la de la derecha es discontinuaen t = t5.

18



|

Figura 1.14: Ejemplo de una relacién que no puede ser funcién de movimiento, ya que repre-
sentarfa un cuerpo que se halla al mismo tiempo en mds de un lugar para t € [t1,t5].

La relacién mostrada en la figura 1.14 no corresponde a una funcién y en particular, no
puede representar el movimiento de un cuerpo, pues para cualquier instante en el intervalo
(t1,t2) el cuerpo se encuentra en tres posiciones diferentes simultdneamente, lo que contradice
nuestra suposicion fundamental de que todo cuerpo se encuentra en un y solo un lugar en un
dado instante.

En resumen, la relacién entre los valores de las coordenadas x; y los tiempos t; que repre-
sentan el movimiento de un cuerpo debe ser una funcién, esta debe ser continua (es decir que su
gréfica no puede tener saltos) y ademds debe estar definida en todo el intervalo de interés. Mds
adelante veremos que es necesario imponer mayores condiciones a una funcién paraque pueda
representar el movimiento de un cuerpo.

1.5.1 Ejemplos de funciones de movimiento

A continuacién vamos a analizar algunas funciones matemdticas que pueden representar
funciones de movimiento.
Funcidén constante

Consideremos la funcién z(t) = ¢, donde ¢ es un nimero real. En particular, elegiremos
un valor positivo para ¢, a los fines de graficar la funcién, tal como se muestra en la figura 1.15.

Este gréfico representa la funcién de movimiento de un cuerpo que estd en reposo, es decir
que para todo tiempo el cuerpo estd en la misma posicién = c.

Funcién lineal

Una funcién de movimiento lineal constituye un caso m4s interesante. La expresién mate-
mitica correspondiente estd dada por
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Figura 1.15: Funcién de movimiento de un cuerpo en reposo en = c.

z(t)=at+b; con a,beR.

Sabemos que el grifico de esta funcién (ver figura 1.16) es una recta y que la constante a
es la pendiente y b, la ordenada al origen. Al movimiento representado por esta funcién se lo
denomina «movimiento rectilineo uniforme» (MRU). Veremos mds adelante a qué se debe
esta denominacién. Por ahora trataremos de entender cdmo se «leex» un gréfico de este tipo. En
primer lugar, no debe olvidarse nunca que el tipo de movimiento que describimos es unidimen-
sional y que las coordenadas espaciales estin en el eje . Esto nos dice que el mévil «camina» por
el eje , no por el grifico de la funcién de movimiento, en este caso la recta de pendiente a. Si
esta pendiente es positiva, como la mostrada en la figura 1.16, a medida que transcurre el tiempo
el cuerpo va cambiando su posicién siguiendo la direccién de crecimiento del eje x, se mueve
en sentido positivo. Si a fuera negativo, eso querrfa decir que a medida que pasa el tiempo, se va
desplazando hacia la direccién opuesta a la flecha del eje , se mueve en sentido negativo. Cuan-
do a vale cero, estamos en el caso anterior, es decir, el reposo es un caso particular del MRU.
El valor de la constante b indica la posicién para t=0; en particular, si =0, el cuerpo estd en el
origen de coordenadas cuando ¢=0.

Si nos plantean que un cuerpo se desplaza con movimiento rectilineo uniforme, y que en
el instante ¢1 se encuentra en la posicién x1 y en otro instante f2 estd en la posicién 22, como
por dos puntos dados pasa una y solo una recta, podemos determinar cudl es su funcién de
movimiento. Saber que el cuerpo se mueve con movimiento rectilineo uniforme nos indica que
la funcién de movimiento serd una funcién lineal, 2(t) = at + b, cuya gréfica es una linea
recta. Ademds sabemos que los pares ordenados (t1, 1) y (t2, x2) pertenecen a dicha recta.
Por lo tanto el problema de encontrar la funcién de movimiento se reduce a resolver el problema
matemdtico de encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los dos pares ordenados indicados
(ver figura 1.17).

Con la informacién proporcionada podemos escribir las ecuaciones

Ty =at1 +b ; o =aty+0b,
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Figura 1.16: Funcién de movimiento lineal con a, b > 0.

Figura 1.17: Recta que pasa por dos puntos dados.
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y resolviendo este sistema de ecuaciones podemos calcular los valores de las constantes a y b,

To — I toxy — 1ty xo

a= ;
ta — 11 to — 1y

)

obteniendo asi la expresién de la funcién de movimiento.

Funcién cuadritica

Veamos ahora el caso en que la funcién de movimiento de un cuerpo es dada por una fun-
cién cuadritica

z(t) = at? +bt+c con a,b,cER;; a#0. (1.1)

El gréfico de esta funcién es una pardbola, con ramas hacia arriba si @ > 0 (caso mostrado
en la figura 1.18 izquierda), o hacia abajo si @ < 0 (caso mostrado en la figura 1.18 derecha), el
vértice de la pardbola se encuentraent = —b/2a; = = ¢ — b? /4a.

Notar que la figura 1.18(a) representa el movimiento de un cuerpo que viene de coordena-
das positivas hacia las negativas, llega al vértice, que es el punto minimo z,,, = ¢ — b? /4a,y se
vuelve hacia las coordenadas positivas cada vez mayores. Por otro lado, la figura 1.18(b) muestra
el movimiento de un cuerpo que viene de coordenadas negativas hacia las positivas, llega al vér-
tice, que en este caso es un punto miximo, Xy = ¢ — b?/4a, y se vuelve hacia las coordenadas
negativas cada vez menores.

(a) X (b) x

xMzc—b2/4a

-b/2a

¢ -bl2a t

xm=c—b2/4a

Figura 1.18: (a) Funcién de movimiento cuadriticacona > 0; b, ¢ < 0y(b)a < 0;b, ¢ > 0.

Sabemos que por tres puntos no alineados pasa una y solo una parébola, entonces si nos di-
cen que un cuerpo tiene un movimiento parabdélico, necesitaremos medir la posicién del cuerpo
en tres instantes distintos para calcular los pardmetros a, by c que definen la funcién de movi-
miento. Obtener los coeficientes de la pardbola resulta algo mis complicado que en el caso lineal,
pero de todas maneras, el problema se reduce a resolver un sistema de tres ecuaciones similares
ala ecuacién (1.1) con tres inc6gnitas: los coeficientes a, by c.

22



~ [---°
~

Figura 1.19: Encuentro de dos méviles con MRU.

1.6 Encuentro

Diremos que dos cuerpos se encuentran si en un dado instante estos se hallan en un mis-
mo lugar. Si graficamos las funciones de movimiento de ambos cuerpos es posible visualizar el
encuentro como el punto donde las gréficas se cortan.

En general, decir que dos cuerpos A y B se encuentran, cualesquiera sean las funciones que
describan sus posiciones en funcién del tiempo, 4 (¢) y 2 p(t), implica que estdn en la misma
posicién (misma coordenada) al mismo tiempo, esto es, cumplen las ecuaciones

za(te) =z 5 xp(te) =, (1.2)

donde ¢, es el tiempo de encuentro y . la coordenada de ambos méviles en dicho instante.

Analicemos un par de ejemplos simples:

a) Supongamos el caso particular de dos cuerpos (denominados A y B) que se desplazan con
movimiento rectilineo uniforme, y por lo tanto sus funciones de movimiento son descriptas
por funciones lineales. Si las graficas de estas funciones son rectas no paralelas, entonces estas
se cortardn en un punto, tal como se muestra en la ﬁgura 1.19. Fisicamente entendemos esto
como que, en ese punto, ambos cuerpos se encuentran, es decir, los dos cuerpos estdn en la
misma posicién en el mismo instante.

Si las funciones de movimiento de los cuerpos A y B son

xA(t):aAt+bA ; xB(t):aBt+bB, (1.3)
entonces, para determinar el tiempo . y la coordenada x. de encuentro, debemos resolver las

ecuaciones (1.2) para las funciones de movimiento dadas en (1.3),

bp —ba aasbp —apba
t, =B 7A ., _TATBTOBTA
aps —ap ap —ap

b) Supongamos que las funciones de movimiento de cuatro cuerpos son:
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mMﬂ=2g%2—1%t—2m; (1.4)

Debe notarse que a las constantes que multiplican las distintas potencias de ¢ le adjudicamos
unidades tales que las coordenadas tengan las dimensiones de longitud adecuadas. En el capitulo
siguiente volveremos sobre este tema.

La funcién de movimiento del cuerpo A, dada en la ecuacién (1.4), es una funcién cuadré-
tica, cuyo grifico es una pardbola, mientras que las funciones de movimiento de los otros tres
cuerpos (B, C'y D) son funciones lineales y sus grificas serdn rectas. Si analizamos estas tres
funciones lineales veremos que tienen la misma pendiente y diferentes ordenadas al origen; es
decir sus gréficos son rectas paralelas y por lo tanto no se cortardn en ningtin punto. Fisicamente
esto implica que no habrd ningin encuentro entre los cuerpos 55, C'y D. Por lo tanto solo es
necesario analizar los posibles encuentros del cuerpo A con cada uno de los otros tres cuerpos.

Analicemos primero el problema de encuentro del mévil A con el B. Si se encuentran se
debe verificar que

m m m
Te=2t2—1—te—2m ; ze=1—tc+2m.
S S S

Este sistema de ecuaciones arroja dos soluciones para t., —1 sy 2 s. Esto implica que los cuer-
pos Ay B se encontrardn dos veces. Reemplazando estos valores de tiempo en la ecuacién co-
rrespondiente al cuerpo A o al cuerpo B podemos determinar la posicién donde se produce
el encuentro. Parat, = —1 s se encontrardnen z, = 1 m;y parat, = 2 s los cuerpos se
encontrarinen T, = 4 m.

Para analizar el encuentro de los cuerpos A y C' planteamos las ecuaciones

5
xe:2ﬂ2t6—1@te—2m ; mezlﬂte—*m,
S s s 2

y dado que un unico valor de t. es solucién de este sistema de ecuaciones, esto nos permite
determinar que los cuerpos A y C' se encontrardn en el instante . = 0,5 sy en la posicién
Te = —2 M.

Finalmente, para estudiar el encuentro entre los cuerpos A y D planteamos el siguiente
sistema de ecuaciones

m m m
xe:2—2tz—1—te—2m ;o Xe=1—t, —4dm.
S s s

Podemos verificar que no existe ningin nimero t. real que sea solucién de este sistema. Fisica-
mente esto significa que los cuerpos A y D no se encuentran nunca.

Las soluciones que hemos obtenido para el encuentro de los cuerpos A, B, C'y D se co-
rresponden con lo que se puede observar en las gréficas de las funciones de movimiento de estos
cuerpos, representadas en la figura 1.20.
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Figura 1.20: Encuentro del mévil A con los méviles B, C'y D.

Debemos tener especial cuidado si buscamos puntos de encuentro entre dos cuerpos cuan-
do alguna o ambas funciones de movimiento estin definidas a trozos. Supongamos que desea-
mos determinar si dos cuerpos, llamados A y B, se encuentran, si sus funciones de movimiento
estin dadas por:

za(t) :71%t+2m; (15)

) 12t —1m ; t<0s (L6)
x = .
i 122412 —1m ;5 t>0s.

La funcién de movimiento del cuerpo A es lineal y describe la coordenada del cuerpo para
todo tiempo. La coordenada del cuerpo B no puede ser descripta por una tnica expresién que
sea vilida para todo tiempo y por ello estd definida en dos tramos (ecuacién (1.6)). Para tiempos
menores que cero la funcién de movimiento es lineal y para tiempos iguales o mayores que cero
es una funcién cuadritica. Para resolver el problema de encuentro entre estos cuerpos necesita-
mos analizar qué ocurre en cada uno de los intervalos de tiempo.

Para tiempos menores que cero planteamos la condicién de encuentro escribiendo el si-
guiente sistema de ecuaciones

xe:flmt6+2m ; xezlmteflm. (1.7)
s s

Al resolver este sistema obtenemos como solucién que el tiempo de encuentro es t, = 1, 5s.
Si bien este valor es solucién de las ecuaciones (1.7), no tiene sentido fisico pues estd fuera del
intervalo de tiempo ¢ < 0 que estamos considerando. Por lo tanto no ocurre ningtin encuentro
para tiempos menores que cero.

Para tiempos iguales o mayores que cero, planteamos la condicién de encuentro mediante
el sistema de ecuaciones siguiente:

vo= 124 12m ; mezlgtg—i—lmte—lm‘ (1.8)
S S S

25



x [m]
61
3 T sy
o1
B |

Figura 1.21: Funciones de movimiento dadas por las ecuaciones (1.5) y (1.6), esta tltima defi-
nida por tramos. El punto sefiala el encuentroent, =1 s, . = 1 m.

Resolviendo este sistema de ecuaciones, vemos que tiene dos soluciones para el tiempo de en-
cuentro, siendo ellas te, = —3 s < 0yt., = 1 s > 0. Aunque ambos valores satisfacen las
ecuaciones (1.8), solo t., = 1 s estd dentro del intervalo de tiempo que estamos consideran-
do. Reemplazando este valor en cualquiera de las funciones de movimiento correspondientes a
t > 0 podemos calcular el valor de la coordenada en que se produce el encuentro, z, = 1 m.

Por lo tanto, los cuerpos A y B solo se encontrardn unavezent = 1 sy la coordenada del
encuentro serd £ = 1 m, que se corresponde con el punto donde se cortan los grificos de las
funciones de movimiento mostrados en la figura 1.21.

1.7 Distancia recorrida y desplazamiento

Si bien en el lenguaje cotidiano se suelen utilizar de manera indistinta las expresiones «dis-
tancia recorrida» y «desplazamiento», en cinemdtica tienen significados totalmente diferentes.
Definimos como distancia recorrida «la longitud del camino que ha realizado el cuerpo en un
determinado intervalo de tiempos. La distancia recorrida es siempre una magnitud positiva y,
por ejemplo, en un automévil corresponde a lo que marca el cuentakilémetros.

Por otra parte, el desplazamiento de un cuerpo se refiere a cudnto se ha modificado su po-
sicién en un determinado intervalo de tiempo con respecto a su posicién inicial. Por lo tanto,
sila funcién de movimiento de un cuerpo estd dada por x = z(¢), su desplazamiento en el in-
tervalo de tiempo [t1, 2] serd 2(t2) — (£1). Denotaremos este desplazamiento usando la letra
griega delta mayuscula, Az = z(t2) — z(t1) = x2 — 1. De manera similar, expresaremos la
distancia recorrida en el mismo intervalo de tiempo como d2.

Para ejemplificar calculemos el desplazamiento de un cuerpo en el intervalo de tiempo [¢1, t2]
para algunas funciones de movimiento particulares. En la figura 1.22 vemos la grafica de la fun-
cién de movimiento de un cuerpo.

En este caso la distancia recorrida y el desplazamiento del cuerpo en el intervalo de tiempo
[t1, t2] coinciden en sus valores: dj2 = Az = xg-x7.
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Figura 1.22: Funcién de movimiento de un mévil con direccién de viaje positiva en el intervalo
[t1,t2], donde se obtiene el mismo valor para la distancia recorrida y el desplazamiento.

Supongamos ahora que la funcién de movimiento del cuerpo es la mostrada en la figura
1.23.

El cuerpo cuya funcién de movimiento se grafica ha recorrido una distancia dio =| z2 —
z1 | (> 0) yhasufrido un desplazamiento Az = x5 — x1 (< 0).

En el caso particular mostrado en la figura 1.24 vemos que el cuerpo al final del intervalo
se encuentra en la misma posicion que al inicio, 1 = x2; por lo tanto el desplazamiento del
cuerpoes Az = w3 —x1 = 0, mientras quela distancia que harecorridoes dia = 2(zpr —1).
Notemos que no es necesario conocer el instante en que el mévil estuvo en x s para calcular la
distancia recorrida.

¢Qué sucede si el mévil se mueve a veces hacia las coordenadas positivas y otras hacia las
coordenadas negativas? Para el cdlculo del desplazamiento esto no es relevante, ya que solo nos
interesa conocer las posiciones inicial y final. En cambio, para calcular la distancia recorrida de-
bemos calcular cada distancia parcial recorrida hacia las coordenadas positivas y hacia las coor-
denadas negativas y luego sumarlas. Veamos esto en un ejemplo concreto:

1m 4 m 1
==-—t3—1—t+=
z(®) 3 s3 s + 2"
cuyo gréfico se muestra en la figura 1.25.
Sean los instantes t; = —v/3 s ;i =1 syts = V3 s. Supongamos que queremos

conocer las distancias y desplazamientos entre el instante ¢1 ylosinstantesto = 1 syts = V3 s
y entre el instante {2 y el instante ¢3. Lo primero que hacemos es calcular la posicién del mévil
en estos tres instantes:

1 1 1
xl:x(tl)zim ; $2=£U(t2)=—6m ; x3:$(t3):§m,

Con estos datos estamos en condiciones de calcular los desplazamientos:
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Figura 1.23: Funcién de movimiento de un mévil con direccién de viaje negativa en el intervalo
[t1,t2], donde se obtiene para la distancia recorrida el valor del desplazamiento cambiado de
signo.

Figura 1.24: Funcién de movimiento de un mévil cuya direccién de viaje cambia de positiva
a negativa en el intervalo [t1, t2], donde el desplazamiento es nulo, mientras que la distancia
recorridaes dio = 2 (xpr — 21).
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Figura 1.25: Funcién de movimiento de un mévil con direccién de viaje tanto hacia las coorde-
nadas positivas como hacia las negativas en el intervalo [t1, t3].

1 1 2 1
A = _——— = = — — M A = — —_ = = N
12 ( G 2)m 3m ; T3 =gm=—g5m 0 ;
1 1 2
Axgz = im—(—ém)=§m.

El célculo de las distancias recorridas requiere més cuidado, ya que debemos conocer las
distancias recorridas en sentido positivo y las recorridas en sentido negativo, asf calculamos pri-
meramente la posicién en tar; zpr = (7/6) m (como t,,, = ta2, ya conocemos x,, = x2).
Con esto podemos averiguar las distancias recorridas en los intervalos [t1, ] :
(2/3)m; [tam,tm] @ dyum = dye = | —1/6 = 7/6im = (4/3) my [tm, t3] :
da3 = (2/3) m. Asf obtenemos finalmente

diy =
dm3 =

2 4

diz = diy+dye=|5+5|m=2m ;
3 3
2 8

d13 = d12—|—d23—<2—|—3>m—3m
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CAPITULO 2
VELOCIDAD Y DERIVADAS

2.1 Velocidad media

Hasta aqui hemos incorporado algunos elementos esenciales con el propésito de describir el
movimiento de un cuerpo que se mueve sobre una recta. En primer lugar definimos un sistema
de coordenadas y las coordenadas; con ello queda rigurosamente determinada la posicién de un
cuerpo en la recta. Luego definimos la funcién de movimiento del cuerpo, ¢ = (), que nos
permite determinar la coordenada del cuerpo en cada instante.

Pero, como veremos, la funcién de movimiento guarda mucha mds informacién, que en los
siguientes capitulos aprenderemos a obtener. En particular, es claro que no solo nos importa qué
distancia recorre un cuerpo, sino también en cudnto tiempo lo hace. Si vamos en 15 minutos
de Cérdoba a Carlos Paz —ciudades que distan 35 km entre si— diremos que fuimos «muy
ripido», si en cambio demoramos 2 horas, diremos que fuimos «muy lento». Pero en fisica se
debe cuantificar todas las observaciones, asi que en lugar de «rdpido» y «lento» definimos la
velocidad media de un cuerpo como el cociente entre el desplazamiento del mévil y el intervalo
de tiempo en el cual lo ha realizado.

Denotaremos la velocidad media como . Si el movimiento de un cuerpo estd descripto por
x(t),yelmévilestienx1 = x(¢1) enelinstante 1 yenuninstantety > ¢y estdenxo = x(t2),
la expresién matemdtica para la velocidad media en el intervalo At = 5 — ¢ es

x(ty) —x(t) Az

Bty te) = B(ty, At) = ~22 ) =8 2.1
(t1,t2) = v(ty, At) P— Ar (2.1)
donde Az = x2 — z1. Notar que la velocidad media depende de ambos instantes, 1 y 2, 0
equivalentemente, del instante ¢1 y la duracién del intervalo temporal At.

A diferencia de coordenadas y tiempos, no necesitamos definir unidades de velocidad, ya
que esta es una «unidad derivada», esto es, si ya definimos las unidades de longitud (metros o

kilémetros, o...) y las de tiempo (segundos, u horas, o...), las de velocidad estin dadas, siendo

(] m km km
[Vl===—o0—o0—o0
[t] s s h

La velocidad media nos da informacién acerca dela «rapidez »con que se desplaza el cuerpo,
es decir cudn rdpido modifica su posicién. Como se puede ver en el grifico 2.1, el valor de la
velocidad media coincide con el valor de la pendiente de la recta secante a la curva (t) que pasa
por los puntos (t1, 1) y (t2, z2).

Como At es siempre positivo, el signo de la velocidad media estard dado por el signo de Ax.
En el gréfico 2.1 vemos que 2 > 1, por lo que la velocidad media es positiva. En el grafico 2.2
es o < 1,y la velocidad media es negativa.

Notemos que, si hubiéramos elegido un sentido diferente para las coordenadas crecientes,
los signos de la velocidad media cambiarfan en ambos casos. Por lo tanto podemos decir que es el
valor absoluto de la velocidad media el que nos da informacién de cudn répido se movié el cuer-
po que estamos observando en el intervalo de tiempo de interés, y el signo nos dice hacia dénde
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Figura 2.1: La velocidad media entre dos puntos es la pendiente de la recta secante a 2 (t) que
pasa por dichos puntos.

se movié en dicho intervalo respecto del sistema de coordenadas utilizado para la descripcién
del movimiento.

Analicemos el caso particular en que el cuerpo haya modificado su posicién con el tiempo,
pero que en el intervalo de tiempo considerado, la posicidon del cuerpo seala misma en el instante
inicial y el final, como se muestra en el grifico 2.3. En este caso, aplicando la ecuacién (2.1),
obtendremos que la velocidad media serd igual a cero.

No debemos confundir nuestra definicién de velocidad media con velocidad promedio
(V) = d/t, donde d es la distancia recorrida por el cuerpo y t el tiempo utilizado para recorrer
dicha distancia. Por ejemplo cuando vemos una carrera (de autos, motos, bicicletas, etc.) el mévil
parte del reposo y su velocidad varfa en el transcurso de la competencia. Sin embargo la prensa
nos da como informacién la velocidad promedio, este dato se calcula como el cociente entre la
distancia total recorrida (jque no debe confundirse con Ax!) y el tiempo que demord en hacerlo
y nos dice con qué velocidad constante el mévil hubiese recorrido la misma distancia en el mismo
tiempo empleado. En contraste, de acuerdo con su definicidn, la velocidad media de un mévil
en toda carrera donde el punto de partida coincide con el de llegada serd cero.

2.1.1 Calculo de la velocidad media para algunas funciones de movimiento
Analicemos ahora la velocidad media para algunas de las funciones de movimiento simples

estudiadas en el capitulo 1 mediante la ecuacién (2.1).

a) Funcién de movimiento constante: z(t) = aqg

BT gy by >ty

Ji(t1) =agy Ji(tg) =ayg = UV =
to — 1

Vemos que, independientemente del intervalo de tiempo que tomemos, la velocidad media es
nula. Esto es compatible con el movimiento descrito por esta funcién de movimiento, la cual

32



Figura 2.2: La velocidad media puede ser positiva, como en la figura 2.1, o negativa, como en
este caso.

Figura 2.3: Aunque un cuerpo se esté moviendo, su velocidad media en un intervalo particular
puede ser nula.
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corresponde a un cuerpo en reposo.
b) Funcién de movimiento lineal: 2(¢) = a; t + ag:

J)(tl) =a1t; +ap; Z‘(tg) =aq ts +ag =

apt ag) — (a1t a ay (ta — ¢
5:(12—’_ O) (11+ 0): 1(2 1):a1Vt1,t2>t1. (22)
t2—t1 t2_t1

Un cuerpo cuya funcién de movimiento es una funcién lineal tiene una velocidad media cons-
tante cuyo valor coincide con la pendiente de la recta x(¢). Es por este motivo que en el punto
1.5.1 denominamos el movimiento descripto por esta funcién como «movimiento rectilineo
uniforme» (MRU), pues el cuerpo se mueve sobre una recta y su velocidad media es constan-
te independientemente de los instantes £; y t2 que elijamos para su cdlculo. Notemos que la
funcién de movimiento constante analizada en (a) es un caso particular de MRU con a; = 0.

Para las dos funciones de movimiento (funcién constante y funcién lineal) cuya velocidad
media hemos calculado, esta es constante, independiente del intervalo de tiempo utilizado para
su cdlculo. En ambos casos la recta secante, que une los dos puntos tomados para el cdlculo de la
velocidad media, coincide con la funcién de movimiento, esto es, la velocidad media es la pen-
diente de la recta z(t).

c) Funcién de movimiento parabdlica: z(t) = ast? +aqt+ag.Enla figura 2.4 mostramos una
funcién de movimiento parabélica con az > 0, a1 < 0, ag > 0 ( ¢écdmo aseguramos esto?)

con la correspondiente recta secante a los puntos (t1, (1)) y (t2, z(t2)), cuya pendiente es
U(t1, t2). Veamos explicitamente cémo la calculamos:

x(tl):agtf—i—altl—&—ao ; .’Iﬁ(t2>:a2t§+a1t2+ao =

(ast3 4 aita + ag) — (a2t + a1ty + ag)

o —t
_ CLQ(t% — t%) + al(tz — tl)
to — 1t
= ag(tz + tl) +a; = a2(2t1 + At)+aq . (2.3)

Como vemos, en el caso en que la funcién de movimiento del cuerpo es un polinomio de
segundo grado, la velocidad media ya no es constante y depende de los valores de 1 y t2, 0 equi-
valentemente, de 1 y At elegidos para su determinacién. Es decir que, aunque mantengamos 1
constante, la velocidad media variard al cambiar el valor de At elegido. En la figura 2.5 se mues-
tra una funcién de movimiento parabélica (también con ag > 0, a1 < 0, ag > 0) mostrando
tres velocidades medias para un mismo valor de #1, siendo una positiva, otra nula y una tercera
negativa dependiendo del valor de At.

Podriamos seguir analizando la velocidad media para otras funciones de movimiento tanto o
mds complicadas que la anterior y encontrarfamos que, salvo para la funcién lineal, la velocidad
media depende de los valores elegidos para t1 y At.

34



Figura 2.4: Funcién de movimiento parabdlica mostrando la recta secante a dos puntos, cuya
g p p y
pendiente es T(¢1, t2) > 0.

Figura 2.5: Funcién de movimiento parabdlica mostrando tres rectas secantes, que con igual
valor de ¢1, difieren en la eleccién de At, dando velocidades medias positiva, nula y negativa.
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Figura 2.6: Dos funciones de movimiento diferentes pueden tener igual 7(¢1, t2) para alguna
eleccién particular de ¢y, o.

En particular podemos tener dos movimientos totalmente diferentes para los cuales la velo-
cidad media sea la misma en un dado tiempo inicial e intervalo de tiempo, como se muestra en
la figura 2.6.

2.2 Velocidad instantanea - parte |

Como vimos, salvo cuando la funcién de movimiento es una funcién constante o una fun-
cién lineal (MRU), el concepto de velocidad media no es un pardmetro que permita describir
de manera clara el movimiento del cuerpo. Por lo tanto, veremos cémo definir la velocidad de
un cuerpo con el propdsito de obtener un pardmetro que nos sea més til en la caracterizacién
de su movimiento. En particular, una velocidad que dependa solo de un instante dado, no de
dos (t1 y t2 = t1 + At). Intuitivamente sabemos qué buscamos: la velocidad que nos marca el
velocimetro del auto depende solo del instante en que miramos, es instantdnea, veamos como
podemos definirla.

La velocidad media caracteriza correctamente el movimiento rectilineo uniforme. Como v
en este caso no depende de ¢1 ni de At, podemos genuinamente decir que la velocidad del mé-
vil en cualquier instante es D. En un caso general, lo que haremos es restringir el intervalo de
tiempo en el cual calcularemos la velocidad media. Podemos elegir un intervalo de tiempo lo su-
ficientemente pequefio de manera tal que en este intervalo el movimiento pueda ser considerado
aproximadamente rectilineo y uniforme como se muestra en la figura 2.7.

Cuanto mds pequefio sea el intervalo de tiempo elegido para el clculo de la velocidad me-
dia, el movimiento en dicho intervalo se parecerd mds a un movimiento rectilineo uniforme.
La velocidad media que calculemos serd constante en dicho intervalo y, por lo tanto, nos dard
informacién de cudn rdpido varfa la posicién del cuerpo en un dado instante y un entorno re-
ducido del mismo. Sin embargo, depende del comportamiento de la funcién de movimiento,
cudn pequefio debe ser el intervalo de tiempo en el cual podemos considerar la funcién como
(aproximadamente) lineal. Para solucionar este problema, dado un instante ¢;, podemos tomar
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Figura 2.7: Siempre podemos magnificar un trozo de curva hasta que este se aproxime tanto
COMO queramos a una recta.

un intervalo de tiempo y luego analizar qué ocurre con la velocidad media cuando hacemos este
intervalo cada vez mds pequefio, esto es, hacer tender el tamafio del intervalo de tiempo a cero,
lo que denotaremos como At — 0. Es importante notar que hacer At tender a cero excluye
At = 0, esto es, el tamafio del intervalo tiende a cero, pero es siempre no nulo.

En el cdlculo de la velocidad media estamos haciendo tender a cero el denominador; sin
embargo, cuando el intervalo de tiempo tiende a cero, también tiende a cero la variacién de la
posicién del cuerpo (Az — 0) y por lo tanto podria esperarse que el cociente Az /At tiendaa
un valor finito cuando At — 0.

Si calculamos la velocidad media haciendo tender el intervalo de tiempo a cero, At — 0,
entonces la velocidad media ya no dependerd més del intervalo de tiempo sino solo del instante
t1 en el cual estamos realizando el cdlculo. Por lo tanto, estaremos obteniendo una informacién
que es funcién de un determinado instante (tal como ocurre con la funcién de movimiento),
asf este cdlculo ya no nos dard la velocidad media del cuerpo sino la velocidad instantinea en
t = t1. Definiremos entonces la funcién del tiempo velocidad instantdnea como el limite del
cociente entre el desplazamiento que realiza el cuerpo en el intervalo de tiempo At y el tiempo
t en que lo realiza cuando At tiende a cero:

o x(t+ A —2(2) . Az
v(t) = lim ———————= = lim —. (2.4)

At—0 At At—0 At
Analicemos geométricamente qué hacemos en este proceso de tomar limite. Recordando
que la velocidad media se obtiene como la pendiente de la recta secante a z(¢), cuando tomamos
intervalos de tiempo cada vez mds pequefios, como se muestra en la figura 2.8, si At > A¢’ >
At”, ..., las distintas rectas secantes S, S’, S”, ... se van aproximando cada vez mds a una
recta que intersecta la funcién en un solo punto. Esta recta, sefialada en la figura como T, se
denomina «recta tangente» a la funcién de movimiento en el punto (¢1, z(¢1)). Por lo tanto,
el valor de la velocidad instantédnea del cuerpo para un determinado instante viene dado por el

valor de la pendiente de la recta tangente a la funcién de movimiento en dicho instante.
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7ot | +AL 1 +AY t+AL T

Figura 2.8: Idea geométrica de la velocidad instantdnea: se muestran tres rectas secantes
S, ', S" correspondientes a tres valores de intervalos temporales y la recta T, tangente a
z(t) en el instante t = ¢;.

Veremos mis adelante c6mo calcular la pendiente de la recta tangente sin necesidad de estu-
diar las rectas secantes para incrementos At cada vez mds pequefios. Como dijimos en el capitulo
1, el lenguaje de la fisica es la matemdtica, e iremos aprendiéndolo a medida que los fenémenos
fisicos que queramos describir nos lo exijan. En particular, en los pdrrafos precedentes hemos
introducido una nueva herramienta matemdtica: el limite. Utilizando este nuevo concepto, po-
dremos definir la derivada de una funcién, que nos dard un método para calcular la pendiente
de la recta tangente a una curva en un punto dado. La gran importancia de estos dos conceptos
merece abrir un paréntesis matemdtico que nos permitird analizar en profundidad la cinemitica
de un mévil.

2.3 El concepto de limite de una funcion

Nos restringiremos a dar una idea intuitiva y operacional de limite de una funcién, dejando
su tratamiento riguroso para cursos de Andlisis Matemdtico.

Diremos que el limite de una funcién f(x), cuando la variable independiente  tiende a
un determinado valor x, es el valor L al cual tiende la funcién, independientemente de que la
funcién esté definida o no en dicho punto, y lo denotaremos como

lim f(x)=1L.

xr—rxo

Notemos que tanto 2 como L podrian ser 00. En tales casos debemos tomar ciertos cuidados.

Analicemos algunos ejemplos simples:
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— 22 ; 2 _
flx)y=2* — }121230 =4
1 1 . 1

fo)=2 = Jimg =0 lim -5=0
3x+7 x<3
flz)y=< 4 r=3 — 11m3f(ac)=16.
xr—r

222 -2 >3

Notar que el limite de una funcién para un cierto valor de la variable independiente no
siempre existe, un ejemplo dréstico es la famosa funcién de Dirichlet,

; (2.0)

() 1 iz esun ndmero racional
xr) = . , . .
0 siz esun ndmero irracional

que no tiene limite definido para ningtin valor real de z. Un caso «intermedio »importante es
cuando la funcién no es continua en * = xg, pero si en cualquier punto de un entorno de o,
y tiende a valores diferentes segtin nos aproximemos al punto por nimeros mayores o0 menores
que Zg, veamos un ejemplo:

4r+1 siz<1
flz)=14 9 siz =1
23 siz>1.
Claramente no existe el limite de f parax — 1, pero también es claro que la funcién tiende a S
si nos acercamos por valores menores que 1, ya2sinos acercamos por valores mayores. Diremos

entonces que f(x) tiende a 5 por valores menores que 1, y a 2 por valores mayores que 1, y lo
denotaremos

lim f(z)=5 ; lim f(z)=2,

z—1— z—1+t
o, en general
lim f(x)=L" ; lim f(x)=1L",
y diremos que limg 5, f(z) existesi L™ = LT . Debemos tener en cuenta que cualquiera, o

ambos de estos limites pueden resultar infinito, por ejemplo

. 1 . 1
lim =-—00 ; lim =+00.
z—a- T — Q z—at T —aQ

Notemos que si una funcién f(x) es continua en & = x, entonces lim,_,, f(z) = f(zo)
(aunque también puede darse vuelta el argumento, en algunos libros se define una funcién
como continua en Zg silimy ., f(z) = f(x0)).
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2.3.1 Algunas propiedades del limite de funciones

Si bien no desarrollaremos demostraciones, resulta importante conocer las siguientes pro-

piedades:

1. Sean f(x)y g(z) funciones con limites definidos en x = o,

lim f(x)=F; li)m g(x)=G; F,G € R,

T—x0

y & una constante, entonces

Jim faf(z)] = o F; (27)
Jim [f(z) +9(2)] = F + G (2.8)
lim [(2) o(2)] = PG (29)
. - fl@) F
si G # 0 entonces 11520 gix) el (2.10)

2. Sean f(x), g(x) y h(z) funciones tales que f(z) < g(x) < h(x) para todo  en un
entorno de x, excepto posiblemente en x = x,y

lim f(z)=F; lim h(z)=F,

T—T0 T—To

entonces el limite de g(x) para ¢ — x¢ existe y

lim g(xz)=F. (2.11)

Tr—rT0o

2.3.2 El limite de sen(x) /x paraz — 0

Hemos analizado varios ejemplos sencillos, pero el cdlculo de limite de funciones se compli-
cacuando f(x) es, por ejemplo, un cociente de dos funciones, f(z) = g(z)/h(x),y queremos
calcular el limite en un punto en que ambas, g y h, se anulan o divergen, por lo que no pode-
mos utilizar la propiedad descripta en la ecuacién (2.10). Estos casos deben estudiarse con sumo
cuidado. En los cursos de Andlisis Matemdtico se verdn técnicas especiales para su cdlculo. Aho-
ra solo estudiaremos un caso particular, que resulta instructivo y nos serd de utilidad en breve.
Tomemos la funcién

# siz #0
flz) = ) (2.12)

1 sizx =0

que, para x # 0, es el cociente de dos funciones continuas que cumplen

lim2x=0 ; limsen(z)=0,
z—0 z—0
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Figura 2.9: Areas A, (punteada) < A, (punteada-+rayada horizontal) < A, (punteada+raya-
da horizontal+rayada oblicua).

y hemos incluido el punto f(0) = 1 arbitrariamente (4 posteriori justificaremos este valor) para
que f esté definida para todo z € R.

En la figura 2.9 podemos distinguir 3 4reas en orden creciente: A, < A, < A, cuyos
valores podemos calcular:

(a) Aq es el drea de un tridngulo rectdngulo de lados (1, cos(x), sen(x)) =

A, = cos(z) sen(z) /2.
(b) Ap es el 4rea de un sector circular de radio R = 1y aberturaz = Ay = x/2.

(c) Ac es el drea de un tridngulo rectdngulo de lados (1/cos(z), 1, gg(z)) = A, =
tg(2),2

Como A, < Ay < A, tenemos que

z
2

multiplicando por 2 y dividiendo estas desigualdades por sen(x) (que es no nulo y positivo para

1 1
3 cos(z)sen(z) < — < itg(x) ,

valores pequefos de z > 0),

T 1

cos() < sen(x) < cos(x)

)

invirtiendo los cocientes, lo cual invierte las desigualdades, obtenemos

1
cos(x) < sen() < .
x cos(x)
Sabemos que
1
lim cos(z) =1 ; lim =1,
&—0 -0 cos()

entonces, por la propiedad (2.11), concluimos que
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Figura 2.10: Grifico de la funcién definida por la ecuacién (2.12).

lim sen(zx)

x—0 x

=1. (2.13)

Ademds, como tomamos f(0) = 1enlaecuacién (2.12), tenemos que f () asi definida resulta
continua en = 0, como se muestra en la ﬁgura 2.10.

2.4 Derivadas

Ya hemos visto en la seccién 2.2 el concepto geométrico de recta tangente a una funcién
en un punto o como limite de las rectas secantes que cortan la curva en y(zo) e y(xo + Ax)
cuando Az — 0. Introduciremos ahora un nuevo concepto matemdtico que formaliza y am-
plia estas ideas: la «derivada» de una funcién.

2.4.1 Definicion de derivada

Supongamos que tenemos una funcién y de la variable independiente z, y = y(z), defi-
nimos la derivada de y(x) respecto de 2 en un dado punto ¢ como

dx 0= Az—0 Az Az—0 Az’

donde Ay = y(xz¢ + Az) — y(xo). El numero asi obtenido es el limite para Az — 0 de las
pendientes de las rectas secantes a y(x) entre los puntos (2o, y(z0)) y (zo + Az, y(zo + Az)),
entonces es la pendiente de la recta tangente a y() en el punto = .

Claramente podemos calcular este limite en cualquier punto del dominio de y(z), y si este
existe, definimos la «funcién» derivada de y respecto de £ como
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= . 2.14
dx Az—0 Az Aglcrgo Az ( )

Una vez definida, calculemos como ejemplo la derivada de

y@yZJWﬂummy+i+§, (2.15)

que, aplicando (2.14) resulta

dy \/sen2 In(z + Az)] + ﬁiﬁﬁf% - \/Sen2 [in(x)] + %
@(I = Ao Az

O no, mejor no intentemos calcular este limite, aprendamos primero reglas de derivacién y las
derivadas de algunas funciones, jy veremos que operativamente nunca usaremos la definicién,
ecuacion (2.14), para derivar funciones como esta!

242 Reglas de derivacion

Obtengamos a continuacion algunas reglas para calcular derivadas.
a) Derivada de una funcién multiplicada por una constante:
Supongamos que tenemos una constante C'y una funcién f(z) y queremos calcular derivada

dey(z) = C'f(x). Aplicando la definicién de derivada tenemos que

dy _ et Ar) -~ y() Cf(a + Az) — Cf(x)

dw - Am, Ax = Jim, Au
e V@A) @] St A = f@)_df
Az—0 Az Az—0 Ax dzr

donde hemos usado la propiedad (2.7) de limite. Entonces:

La derivada de una funcion multiplicada por una constante es la constante multiplicada por la
derivada de la funcion.

b) Derivada de una suma de funciones:

Seay(x) = f(x) + g(z), entonces

dy _ . yle+Ar) —y() [f(z + Az) + g(z + Az)] — [f(z) + g(z)]
dl‘ Az—0 Al‘ Axz—0 Al‘

:Al.qlfrgo Az Az
o JEEA) J@) gt A) —g) _ddg
Az—0 Az Az—0 Ax dr dz’
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donde hemos usado la propiedad (2.8) de limite. Entonces:

La derivada de una suma de funciones es ignal a la suma de las derivadas de las funciones.
c) Derivada de un producto de dos funciones:

Seala funcién y(z) = f(x) g(z). Su derivada serd

dy _ lim y(x + Az) — y(z) — lim flz + Az)g(x + Az) — f(z)g(x)
dr  Az—0 Ax Az—0 Az

3

sumando y restando f(z)g(x + Az) en el numerador, obtenemos

dy _ . fle+Az)g(z + Az) — f(z)g(2) + f(2)g(z + Az) — f(2)g(z + Az)

dr Pty Az

— lm flz+ Az)g(z + Az) — f(z)g(z + Ax) + f(x)g(x + Azx) — f(x)g(x)
Axz—0 Az

i [Ht Ang(e+ A7) - @)l +Ax) | Sl + Az) - [@)g(x)

- Axz—0 Ax Ax

o GGt AD) - f@) gl An) (@) (gl Ax) - g(x)
Axz—0 Az Axz—0 Az

o JEEAD @) e AD) —g)

(2.18)
donde hemos usado las propiedades (2.8) y (2.9) de limite. Entonces:
La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada de la primera funcion por la
segunda sin derivar mds el producto de la primera funcion sin derivar por la derivada de la se-
gunda.
d) Derivada de la funcién compuesta:
Sean las funciones z = z(y) e y = y(x), definimos la funcién de la variable z, z compuesta
con Y, como z[y(z)]. La pregunta es, asumiendo conocidas

dz(y) = dy(x)
dy = dz ’

¢cudl es la derivada de la funcién compuesta z[y(x)] respecto de 2?2 Haremos el célculo utili-
zando la definicidn:

dely(@)] _ | elyle+ An)] — oly(@)

dz Az—0 Az ’

multiplicando y dividiendo esta expresién por Ay = y(z + Az) — y(z), obtenemos

dr  Az—0 Ay Az

dely@)] _ | Alyle+ An)] — 2fy(@)] g+ Ar) — y()

)

aplicando la propiedad del limite (2.9), usando que Ay — 0 para Az — 0 tenemos
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daly(@)] _ 2y +Ay) —z2(y) o oyle+Az) —y(z) _ dz(y) dy(z)
dx Ay—0 Ay Az—0 Ax dy dr
(2.19)
Podemos generalizar para el caso de una composicién de mds de dos funciones, es decir,
supongamos una funcién f = f{g[h(j ... (y(x))...)]},la derivada serd:

df{glh( .. (y(x)) .. )} _ df(g) dg(h) dh(j)  dy(x)
dx dg dh dj = dx

Esta regla de derivacién se denomina «regla de la cadena».

€) Derivada del cociente de dos funciones:
Podriamos calcularla como en los casos anteriores utilizando la definicién (2.14) (dejamos a
quien tenga curiosidad que realice esta cuenta). Aqui usaremos un camino mds simple: primero
aprenderemos la derivada de y(z) = 1/ y aplicaremos la regla de la derivada de la funcién
compuesta para obtener la derivada de un cociente. Veremos entonces esta regla en la siguiente
subseccion.

2.4.3 Derivadas de funciones simples

Calcularemos ahora derivadas de funciones que usamos frecuentemente.

L oy(x)=2"=1:

dy oyl An) -y 11

= = 1im
dr Az—0 Az Az—0 Ax

0,

que, junto con la regla (2.16) nos dice que si C' es una constante, entonces

dC
— =0. 2.20
dx (2.20)
2. y(z) = a:
By _ o YEHAD) —y(@) ot Ae—w AT
dr  Azo0 Ax = ArSo Ax T a0 Az
entonces
dx
—=1. 2.21
dx (2.21)
3. y(x) = 22

dy i y(r + Ax) — y(z) (x + Ax)? — 22 i 2xAz + Ag?
29 m ——

= i -~ 7 @ =
dx Aalcrgo Az Aggo Az Anlc—>0 Az
Az (2 A
— gim DTCTEAD) o Ap—2a,
Az—0 Az Az—0
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entonces

—— =2x. (2.22)

Este resultado también puede obtenerse aplicando la regla del producto dada por la ecua-
cién (2.18), con f(x) = z, g(z) = x = 2* = f g, yladerivada de z, ecuacién (2.21),
asi

dz? df
— — =1 1=2
dzx dx +f S v
y(z) = 2
dy lira ylz + Az) —y(x) li (x + Ax) 3
dr Az—0 Az T Az—0 Az
23+ 322 Ax + 3xAz® 4 Ax
= lim
Az—0 Az
Az (322 Az + Az?
~ lim x(3z° + 3zAx + Ax”) = lim (322 + 3zAz + Az?) = 322,
Azxz—0 Ax Azxz—0
entonces i
T
—— =32,
dz v

Similar al caso anterior, podemos obtener este resultado aplicando la regla del producto,
ahora con f(z) = 2%, g(x) = 2 = 2% = fyg, junto a las derivadas ya calculadas,
ecuaciones (2.21) y (2.22), asf

dx? d
z ngrf—:Qx r+221=2322.
dzr dm

. y(x) =2a",conn € N:

Se puede obtener esta derivada usando la definicién (2.14), pero como veremos, una vez
aprendidas las reglas generales y las derivadas de las funciones elementales, usaremos muy
pocas veces la definicién para calcular derivadas (como ya hicimos al aplicar la regla del
producto para derivar potencias cuadrdticas y ctbicas). En particular, en este caso nota-
mos que las ecuaciones (2.20-4) parecen insinuar que al derivar £™ «baja» la potencian
y se reduce en 1 la potencia de z, esto es, intuimos que

d n
R (2.23)
dx
Esta férmula contempla los casos ya calculadosde 2™, n = 0, . . ., 3, pero de aqui a decir

que vale para todo n natural hay un gran paso y debemos probar que sea cierta. Para esto
aprenderemos un método muy interesante, muy ttil para probar propiedades sobre los



ndmeros naturales: «la demostracién por induccién matemdtica». Veremos aqui la idea
intuitiva, y dejaremos su estudio en profundidad para los cursos de Algebra. Laideaes
simple: si queremos probar una propiedad (no importa cémo la conocimos) para todo
ndmero natural, entonces probamos esta propiedad para n = 1, la asumimos vélida
para un nimero natural arbitrario 7, y la demostramos para el nimero natural n + 1. Si
logramos esto, la propiedad debe ser vélida para todo ndmero natural.

Probaremos ahora, utilizando induccién matemdtica, que la ecuacién (2.23) es vélida
para todo nimero natural. Ya probamos explicitamente el caso n = 1 (ecuacién (2.21)),
asumimos ahora que (2.23) es vilida para 1, debemos entonces verificar su validez para
n+ 1

dn+1 d(z™ dx™ d
xd;p = (Zxx)Z%l‘—i-a?nﬁZn.’En_ll‘—i-a?nl:(n-i-l)Q?n,

donde para llegar a la segunda igualdad usamos la regla de derivada de un producto, y
para la siguiente igualdad usamos la ecuacién (2.21). Esto completa la demostracién. Si
tenemos en cuenta la ecuacién (2.20) tenemos que (2.23) es vdlida paran € N + {0}.

z—(x+Ax)
@ -1 y(l’ =+ Aﬂf) - y(ﬂ?) — lim a:—i—lAz T _ im (z4+Az)z
dx  Az—0 Ax Az0 Ax Az—0  Ax
rz—x—Ax —Azx
-1 (z+Az)z (z+Az)z _ 1 __
Az—0 Az Az—0 Az Az—0 22+ xAx x2’
entonces
dl/x:dx1: a1
dx dx x2

Lylz)=1/a" =2 ™, neN:

Para obtener esta derivada, definimos g(h) = 1/hy h(x) = 2", asi y(x) = g[h(z)]y
podemos usar la regla de la derivada de composicién de funciones (2.19):

1
dy(z) _ dg(h) dh(x) a1 — & n—1 — pg (D)

dx dh  dx h?(x) x?n gt

esto es, podemos generalizar el resultado (2.23):

dx™

%:n:ﬂkl VW/EZ

<
I
8
3=
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48

Elevando ambos lados a la potencia n, y™ = x, definiendo h(y) = y™ y derivando a
ambos lados esta ecuacién, podemos nuevamente aplicar la regla de la funcién compues-
ta:

dhly(z)] _ dh(y) dy(z) ne1@y(@) Gy mdy(@)
de dy dx fd de dx =1

despejando dy/dx obtenemos

dz'/™ 1
T = p/m-t ;i VneZ. (2.24)
dx n

1 . . s

Recordar que {/x = x7, por lo que la ecuacién (2.24) es la regla de derivacion para
raices n—ésimas.

m
y=xn, mn€ L

. . . . m

Podemos generalizar el caso anterior a potencias racionales,y = =, m, n € Z. Nue-
vamente podemos elevar esta igualdad a la potencian = y" = z'™, y utilizando la
misma técnica que en el punto anterior, definimos h(y) = y™ y derivamos a ambos

lados esta ecuacidn, aplicando la regla de la funcién compuesta:

de dy dx - de dc 7 ’

despejando dy/dx obtenemos

d m/n
@ @x(m/”)_l; VYm,n €7Z. (2.25)
dx n

Entonces la ecuacién (2.25) nos dice que la regla de derivacién de una potencia de
vale para todo nimero racional. ¢Valdrd entonces para todo ntimero real? La respuesta
es s, y si bien la demostracién requiere conocimientos de limite que adn no tenemos,
igualmente enunciaremos la regla de derivada de una potencia real de x:

d (0%
& aze? ; Va € R. (2.26)

dx
y = sen(x):

Dejemos ahora las potencias de x, y veamos derivadas de funciones trigonométricas, co-
menzando por y(x) = sen(z), recurriremos nuevamente a la definicién de derivada:

sen(z + Ax) — sen(x)
dzx Az—0 Ax ’

utilizando laidentidad trigonométrica para el 4ngulo suma, sen(a+/3) = sen(a) cos(3)+
cos(a) sen(/3) obtenemos



dsen(x) sen(x) cos(Az) + cos(z) sen(Ax) — sen(x)

dv Alalcrgo Ax
L sen(Ax) cos(Az) — 1
= A131[/20 [cos(:c) AL + sen(x)T ,

utilizando en el segundo término la identidad trigonométrica para el 4ngulo mitad,
2sen?(a/2) = 1 — cos(ar) obtenemos

dsen(r) _ L [COS (x)seniAx) Coeen? (A;c) sen(x)} 7

dx Az—0 x Az

multiplicando y dividiendo por Az /4 el segundo miembro,

dsen(z) sen(Ax) sen(z) sen(A2) Az
e A [COS @)= A Ar Az g
(Az) 1 sen(2z) ) ”
L sen(Az) 1 5
_Alérgo cos () AL 23en(x)< ) ) Az,

utilizando ahora las propiedades del limite enumeradas en la seccién 2.3.1,

2
dsen(x) sen(Az) 1 sen(4%)
_ . 1 . A
TN S VR e
(2.27)
usando también la ecuacidn (2.13):
sen(Ax)
li =1
Aéﬂo Az ’
tenemos que
sen(M) sen(M) ?
Az Az p = | lim AQ lim Az =0,
Az—0 (Tx) Az—0 (Tx) Az—0
usando estos resultados en (2.27) obtenemos finalmente,
d
Se;ﬂgx) = cos(x) . (2.28)
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11. y = cos ()

Ahora calculemos la derivada de la funcién y(z) = cos (x), podemos calcular esta de-
rivada por definicién, con un esfuerzo similar al realizado para obtener la derivada del
sen(x). Pero, como ya dijimos, siempre que sea posible evitaremos el cdlculo por defini-
cién. Asi, usando las relaciones trigonométricas cos(z) = sen(x + 7/2), sen(z) =
— cos(z + m/2), tenemos que

dcos(z)  dsen(x + m/2)
dr dx

= cos(x + 7/2) = —sen(x) . (2.29)

Dejamos como ejercicio reobtener este resultado partiendo de la bien conocida relacién
sen?(a) + cos?(a) = 1.

12. Finalmente, sin demostracién, daremos también las derivadas de las funciones logaritmo
y exponencial,

dIn(x)
dx

1 de®
== ; — =e". (2.30)
T dx

Volvemos ahora a las reglas de derivacién. En la seccién 2.4.2 no calculamos la derivada de
un cociente de funciones porque no habfamos calculado atn la derivada de y(z) = 1/x.

€) Derivada del cociente de dos funciones:

Aplicaremos ahora la derivada de la funcién compuesta para calcular la derivada de un
cociente de funciones y(x) = f(x)/g(x). Para esto usamos la funcién h(g) = 1/g, ast
y(x) = f(x) h(g(x)). Usamos primero la regla del producto de dos funciones,

d d{f(x)hlg(x df (z dhlg(x
I} B0y g G,
por la regla de derivada de la funcién compuesta tenemos que

dhlg(@)] _ dh(g) dg(x) _ _ 1 dg(a) (2.32)

dx dg dx g2 dx

reemplazando (2.32) en (2.31) y poniendo un denominador comtn g2 obtenemos finalmente

dlf@)/9(@)] _ Lg(a) - fla) 2

dx 9*(x)

Entonces:
La derivada de un cociente de funciones es la derivada de la funcion del numerador por la fun-
cion del denominador menos la_funcion del numerador por la derivada de la del denominador,
dividido el cuadrado de la funcidn del denominador.
Dejamos como ejercicio aplicar esta regla para obtener la derivada de y(x) = tg(x).

Ahora si estamos en condiciones de calcular la derivada de la funcién (2.15),

T+ 2
z—2"

y(x) = \/sen2 [In(z)] +

S0



Lo que debemos hacer es definir nuevas funciones que nos permitan aplicar las reglas y casos
ya conocidos:

£(9) = V3 ; g(x) = sen[In(x)] + %; -
i) = flo(w)] = 22 - L) ) 03)

la primera derivada es (2.26) con o = 1/2, mientras que g(x) es la suma de dos funciones

g9(x) = h(z) +i(z) ; h(z) = sen®(In(2)) ; i(z) = itz -

dg(x)  dh(x) n di(x)

dz dx de '’

definiendo k() = In(x) podemos aplicar la regla de la funcién compuestaa h(x) = h(k(x)),

mientras que a ¢(2) la regla de derivada de un cociente,

dh(k) dsen?(k)

= 2sen(k) cos(k);

dk dk
dk(z) din(z) 1
de — de oz’
: dEt2
difr) %% _ 4 (2.34)
dx dx (x —2)2

Juntando los resultados obtenidos en las ecuaciones (2.33) a (2.34) obtenemos finalmente

dy(z) 1 <2cos[ln(x)]sen[ln(x)] 4 )

dv 2y(z) x C (x—2)2

Mostrando con este ejemplo que, con cuidado y con paciencia, podemos utilizar el conjunto de
reglas simples aprendidas para calcular las derivadas de funciones muy complicadas.
Resumimos en la tabla 2.1 las derivadas obtenidas en esta seccidn.
Cerraremos esta seccién con una breve discusién sobre distintas notaciones usadas en deri-
vacién de funciones,

* Una notacién muy usada para la derivada de y () es

dy(z)
dr

Y (x) =

* En fisica se suele usar (aunque no lo haremos aquf) una notacién particular cuando la
derivada de una funcién es especificamente respecto del tiempo:
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fg(z)) f'(9) g'(x)
¢ az®!
sen(zx) cos(x)
cos(x) —sen(x)
In(x) 1/x

Tabla 2.1: Tabla de derivadas (la prima significa derivacion respecto al argumento de la funcién).

* Siqueremos la derivada de y() en un punto dado xg es incorrecto usar como notacién
dy (ajg ) . . . , .
=02 ya que esto significa «primero evalte y(z) en el punto xg y luego derive», lo que,
trivialmente, siempre da cero. Notaciones equivalentes usadas para la derivada de una

funcién valuada en un punto dado son:

dy(x)
dx

_dy(x)
T odx

T=xq

sy (o) ; %($0)7 (2.35)

Zo

en todos los casos estas notaciones indican claramente la operacién correcta: primero
derivar y(z), luego evaluar la funcién derivada en .

* La derivada de la funcién derivada de y(x) es también una funcién que llamamos «de-
rivada segunda de y respecto de = dos veces», y la denotamos

d*y(x)

Tz = V(@)

y podemos continuar con derivada tercera, cuarta,..., n-ésima, que se denotan como

d"y(x)

_ )
T = V(@)
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2.5 Analisis de gréﬁcos de funciones

En fisica resulta importante analizar las funciones que describen cualquier fenémeno que
querramos estudiar, por ejemplo, en cinemdtica, la funcién de movimiento z(¢) o la velocidad
v(t). Resulta muy util visualizar estas funciones para tener una idea cualitativa del fenémeno
fisico en cuestién. Para esto, dada una funcién f(z) buscamos saber

* siescontinua, o en qué puntos es discontinua y qué valores toma en las discontinuidades,
* si tiene mdximos y minimos,

* si tiene ceros, esto es, puntos = / f(z) = 0.

* Intervalos donde la funcién es positiva e intervalos donde es negativa.

* Puntos en que la funcién no estd definida, en particular, si tiene divergencias.

* Sisu dominio es R, a qué valores tiende para  — =£00, o cudnto vale en los extremos
del intervalo si su dominio es finito.

* Posible existencia de asintotas.

Ya conocemos grificos de algunas funciones, por ejemplo

1. La funcién lineal f(x) = a1 + ao; ag, a1 € R; a1 # 0, sabemos que no tiene
mdximos ni minimos, y tiene un y solo un cero, f(zg) =0 = xo = —ag/a1, ademds
f(z = 0) = ag, por lo que denominamos @ como «ordenada al origens.

2. La funcién cuadritica o paribola f(z) = ax? + bz + ¢ ;a # 0. Sabemos que es
una pardbola con ramas hacia arriba (abajo) sia > 0 (e < 0), que tiene un minimo
(mdximo) en ,,, = —b/(2a) y sus ceros son dados por la famosa expresién z4 =
(=b £ Vb2 —4ac)/(2a), por lo que tendri dos ceros distintos si b2 — 4ac > 0, un
cero (de multiplicidad 2) si b — 4 a ¢ = 0, y no tendrd ceros si b*> — 4ac < 0.

Hicimos el andlisis del gréfico de estas dos funciones utilizando conocimientos previos, sin
necesidad de recurrir a las derivadas, pero, como veremos, resultan una poderosa herramienta
para el andlisis de grificos de funciones en general.

Recordemos que el valor de la derivada de una funcién en un punto dado es la pendiente
de la recta tangente a la funcién en dicho punto. Asi, como se puede observar en la figura 2.11,
cuando una funcién con derivada definida en todo su dominio es creciente en un intervalo,
vemos que en todo punto del mismo la recta tangente tiene pendiente positiva, por lo que el
valor de la derivada de la funcién en dicho intervalo es positivo. De igual manera, cuando la
funcién es decreciente en un dado intervalo, la derivada es negativa en ese intervalo. Entonces un
intervalo con derivada positiva debe estar separado de uno con derivada negativa por un punto
donde la derivada es nula, esto es, la pendiente de la recta tangente se anula, y estos puntos serdn
méximos o minimos de nuestra funcién.

Pero existen puntos con derivada nula que no son mdximos ni minimos, donde la derivada
conserva el signo en un entorno del punto de derivada nula. Estos puntos se denominan «pun-
tos de inflexidén», los cuales se definirdn mds adelante. También puede suceder que una funcién
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Figura 2.11: Grifico de una funcién y(«) donde se muestra el comportamiento de su derivada.

no tenga derivada en todo punto. Definiremos «puntos criticos de una funcién» como los pun-
tos donde su derivada es cero o no existe.

Comenzaremos analizando funciones cuyo dominio es R, con derivada y derivada segun-
da definidas en todo punto; en este caso los Gnicos puntos criticos, candidatos a ser maximos
o minimos, son los puntos donde la derivada se anula. Sea . un punto critico de y(x), para
determinar si corresponde a un méximo, minimo o punto de inflexién debemos analizar el com-
portamiento de la funcién derivada /() en un entorno del punto critico .. Notamos que,
como hacemos un estudio «local» de la funcién —esto es, en un entorno del punto critico—,
diremos que estos son méximos y minimos locales, lo cual significa que nada decimos sobre va-
lores mayores o menores de la funcién en otros puntos de su dominio. Si la funcién posee un
valor mdximo (minimo) global, esto es, en todo su dominio, denominaremos a su abscisa méxi-
mo (minimo) absoluto.

Determinacién de mdximos

Si x. corresponde a un «mdximo local» de y(x), como se muestra en la figura 2.12, en-
tonces la funcién es creciente para valores de . < . ¢ y'(x) debe ser positiva. Para valores
de z > z., y(x) debe ser decreciente por lo que ¢ () serd negativa. Esto e, cualitativamente
Y’ () tendrd el aspecto mostrado en el gréfico derecho de la figura 2.12. Asi, si . es un méximo,
Y’ () es decreciente en un entorno de ., por lo que su derivada, que es la derivada segunda de

y(z), serd negativa o nula, y” (z.) < 0.

Determinaciéon de minimos

Si x. corresponde a un minimo local de y (), como se muestra en la figura 2.13, entonces
la funcién es decreciente para valores de < z. e y/(x) serd negativa. Para valores de > z,
y(x) debe ser creciente por lo que ¢’ () serd positiva. Esto es, cualitativamente ¢ () tendrd el
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dy
y dx
@}=0 (mdximo)
0 dx\ d
N T T ay
l/ : iy<0 dx >0
/ dx
[y s -
dx 5 N T %
X, X d_y<0
/’ dx

Figura 2.12: () tiene un mdximo en & = ., donde su derivada se anula.

dy
dx
dy
T >0
xc X
Yo

Figura 2.13: y(z) tiene un minimo en & = =, donde su derivada se anula.

aspecto mostrado en el grifico de la derecha de la figura 2.13. Asi, si . es un minimo, ¥'(z) es

creciente en un entorno de ., por lo que su derivada, que es la derivada segunda de y(z) serd
positiva o nula, ¥ (z.) > 0.

Puntos de inflexién

Se denominan puntos de inflexién de una funcién a los valores de la abscisa para los cuales
se da un cambio de concavidad en el grifico de la funcién. Existen dos casos posibles: cuando
la derivada de la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente y cuando ocurre lo opuesto. En
ambos casos la derivada segunda cambia de signo, es decir se anula, en el punto de inflexién.
Vamos a considerar en particular los puntos de inflexién para los cuales se anula también la
derivada primera.

Podemos tener una funcién y(x) cuya derivada se anule en # = . y que sea creciente para
T < Toyparaz > ¢, como se muestra en el gréfico de laizquierda dela figura 2.14. La funcién
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y'(x) serd cualitativamente como la mostrada en el gréfico de la derecha de la figura 2.14, por lo
que tendremos en este caso que y” (z.) = 0.

y dy
dx

Figura 2.14: y(z) = 3

pero sin cambiar de signo.

tiene un punto de inflexién en z, = 0, donde su derivada se anula,

Resumiendo los puntos considerados en esta seccién: si en un punto critico x.. la derivada
segunda es

* negativa, entonces . es un maximo,
* positiva, entonces T es un minimo,

* nula, todavia no podemos asegurar nada, podria ser un mdximo (ejemplo: y(z) = 75174),
un minimo (ejemplo: y(z) = x%), 0 un punto de inflexién (ejemplo: y(x) = z3).
En los tres ejemplos dados tenemos que . = 0, y(0) = 0, ¥’ (0) = 0,y”(0) = 0.
¢Qué debemos hacer en este caso?: derivar hasta obtener la primera derivada no nula en
T = x.,digamos y"’(z.) = 0, -+ ,y " Y(z.) = 0; y™(x.) # 0, entonces

i) sin es par, 7. es un méximo si y™ (z.) < 0y un minimo siy™ (z.) > 0,

14) sin es impar, Z. es un punto de inflexién.

En el caso de funciones con derivada segunda continua, muchas veces podemos deducir algunos
comportamientos sin necesidad de calcular dicha derivada.

Con esto concluimos el andlisis de puntos criticos de funciones «bien comportadas», esto
es, que estén bien definidas todas las derivadas necesarias en © = ..

A modo de ejemplo, busquemos los mdximos o minimos de las funciones lineal y cuadrética
ya analizadas, utilizando ahora derivadas:
a) Lafunciénlineal y(x) = a1 z+ao ; ao, a1 € R; a1 # 0,cuyaderivadaesy’(z) = a1 Vz,
asf, la funcién y su derivada son continuas en todo punto y la derivada no tiene ceros, por lo que
la funcién lineal, como ya vimos, no tiene ni méximos ni minimos.
b) La funcién cuadrdtica o pardbola f () = az?+bx+c;a, b, c € R; a # 0, cuyaderivada
esy' () = 2ax + b, o sea, es una funcién lineal, la cual, como sabemos, tiene un tnico cero en
. = —b/(2a). Ademids y"(z) = 2a, por lo que x. serd un mdximo si @ < 0 y un minimo
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Figura 2.15: y(z) = 3+ 22 — 22/2 — 223 /3 + 2 /4.

sia > 0. Notar que podrfamos haber obtenido la misma conclusién sin calcular la derivada
segunda, simplemente diciendo: si las ramas de la pardbola son hacia arriba y tiene un punto
critico, este debe ser un minimo (se puede seguir un razonamiento andlogo paraa < 0).

Analicemos ahora una funcién un poco mds complicada: y(z) = 3+ 2z — 2?2 /2 — 223 /3 +
x* /4, que es un polinomio de cuarto grado. Como el término de mayor orden es 24 /4, tenemos
que y(z) — 0o parax — £00, esto es, la funcién tiene ramas hacia arriba para valores grandes
de z. Como es bien comportada, los puntos criticos solo pueden estar en puntos donde se anula
la derivada,

%(CE):2—$—2$2+$322(1—1‘2)+$(—1+$2)=(.172—1)(1}—2)7

cuyos ceros son los tres puntos criticos: 1 = —1; z9 = 1; w3 = 2. Calculamos la derivada
segunda: y”(z) = —1 — 42 + 322 = y”(z1) = 6 > 0,y por lo tanto 21 es un minimo,
y"(z2) = —2 < 0, correspondiendo a un méximo, por tltimo y”(x3) = 3 > 0, que es un
minimo. Ademdsy(—1) = 17/12; y(1) = 49/12; y(2) = 11/3;asi, el minimo global es z1,
por lo que la funcién no tiene ceros. 2 es un méximo local y 23 un minimo local. Finalmente,
la ordenada al origen es y(0) = 3. Con esto tenemos todos los datos necesarios para hacer el
gréfico mostrado en la figura 2.15.

Ya sabemos cémo graficar funciones bien comportadas, ademds sabemos que los puntos
donde la funcidén no es derivable también son criticos. Veamos un ejemplo.

Sea la funcién y(x) = |z, cuya derivada es
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-1 siz <0
+1 siz >0
no estd definidaenz = 0

dy _
de

Ambas funciones son mostradas en la figura 2.16. El tnico punto critico de y(z) es el punto
donde la derivada no est4 definida, . = 0,y como |z| > 0, donde la igualdad vale solo para
x = 0, tenemos que =, = 0 corresponde a un minimo.

y(x)

Figura2.16: y(x) = |z|(linea continua) y su derivada (linea cortada). Los paréntesis simbolizan
los intervalos abiertos donde 3’ estd definida.

Funciones con asintotas

Debemos comenzar por decir qué es una asintota. Mds que una definicién rigurosa, daremos

una idea de su significado: una linea recta es asintota de una funcién f () si para un dado valor

T = x4 (que puede ser £00) la funcidn se aproxima tanto como querramos a la recta, pero sin

llegar nunca a tocarla. Las rectas asintotas puede ser verticales, horizontales u oblicuas. Veamos

ejemplos de los tres casos.

S8

1. Funcidn con asintotas verticales y horizontal

Los grificos de funciones que divergen para algin valor finito de £ muestran asintotas
verticales en dicho valor. Ejemplos de este comportamiento son las funciones racionales,
esto es, funciones que son un cociente de polinomios, que tendrin asintotas verticales en
los casos en que el denominador tenga al menos un cero que no es cero del numerador.
Analicemos el grifico de la funcién

y(x) no estd definida en x = +£1, cuyos limites son



Figura2.17: Grificode y(z) = 1/(2? —1). Laslineas cortadas son asintotas verticales, mientras
que el eje  es una asintota horizontal.

lim y(z) =4o00; lim y(x) =—o0; lim y(x)=—o0; lim y(z)=+oco.
z——1— z——11 z—1— z—1t
(2.36)

Estas divergencias en + = =1 definen dos asintotas verticales, como se muestra en la
figura 2.17. Ademds, resulta claro que

lim y(z)=0",

|z|—00

que nos dice que el e¢je = es una asintota horizontal. Busquemos mdximos y/o minimos

locales,
dy 2x
—=———==0=2,=0.
dx (22 —1)2 v
evaluamos la derivada segunda en .,
d’y 24622 _
dz? T=T. a ($2 - ]‘)3 T=x, B ’
y"(0) < 0 = 2, = 0es un miximo local con y(0) = —1. Con todos estos datos

estamos en condiciones de obtener el grifico mostrado en la figura 2.17.

Notemos finalmente que podriamos haber realizado el gréfico de la figura 2.17 sin calcu-
lar la derivada segunda. Habrfa bastado el siguiente razonamiento: f(z) es continua en
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el intervalo abierto (—1, 1). Ademds sabemos de la ecuacién (2.36) que la funcién va a
—o0 cuando |z| — 17, por lo tanto el punto critico . = 0 solo puede ser un mdximo,
y no necesitamos el cdlculo de la derivada segunda para poder asegurarlo.

Otra funcién que ya conocemos con (infinitas) asintotas verticales, es la funcién y(x) =
tg(z) = sen(x)/ cos(x); dejamos como ejercicio obtener el grifico de la misma utilizan-
do las herramientas desarrolladas en esta seccién.

. Funcién con asintotas vertical y oblicua

Estudiemos ahora el comportamiento de la funcién

4
fa)y=a+—. (2.37)

Primeramente observamos que la funcién no estd definida en ¢ = 0, y como el denomi-
nador del término divergente es x2, que es siempre positivo, tenemos que

lim f(z) = 400 ; lim f(z) = 400,

z—0~ z—0t

por lo que el ¢je y es una asintota vertical. Ademds, vemos que para valores grandes de
« el primer término, x, se hace, en médulo, grande, mientras el segundo, 4/ 22, se hace
pequefio, por lo que tenemos

lim f(z) = —c0 ; lim f(x) = +o00.

T—r—0Q Tr—r+o0

Mis atin, como 4 /22 se hace cada vez mds pequefio cuando || es grande, tendremos que
f(x) se acerca cada vez mds a la recta y(x) = x, por lo que decimos que larectay = x
es asintota oblicua a la funcién f (). Falta determinar la posible existencia de méximos
y minimos. Para esto buscamos ceros de la derivada,

af
dzr

Tc

finalmente evaluamos la derivada segundaen x = .,

a2 f

24 3
@ =27

i
s 2

T

Z. = 2 es entonces un minimo. Notar que podriamos deducir esto sin calcular f", dado
que f — 4-00 tanto para x — 0, como para x — =400, el punto critico solo puede ser
un minimo. Finalmente damos los valores de la funcién en su minimo, f(z, = 2) = 3
yde z* definido por f(z*) =0 : z* = —41/3 ~ —1.5874. Juntando todos los datos,
obtenemos el grifico mostrado en la figura 2.18.



Figura 2.18: Gréfico de la funcién (2.37), mostrando la asintota oblicua y(2) = « conunalinea
cortada y la posicién de su minimo con lineas punteadas.

2.6 Velocidad instantanea - parte ||

Cerramos por ahora nuestro paréntesis matemdtico y regresamos al estudio de la cinemdtica
de un cuerpo puntual sobre una recta. Podemos entonces completar la definicién de velocidad
instantdnea (2.4):

x(t + At) — z(t) I Az dx(t)

v(t) = AHEO At - Airgo At dt

, (2.38)

o sea, «la velocidad instantdnea es la derivada de la funcién de movimiento con respecto al tiem-
po». Notemos nuevamente que, dada z(t), nunca calcularemos la velocidad instantdnea usan-
do la definicién como un limite, sino usando las reglas aprendidas en las secciones anteriores,
resumidas en la tabla 2.1.

Como ejemplos sencillos, calculemos la velocidad instantdnea para dos tipos de movimiento
ya estudiados:

* Funcién de movimiento lineal, () = a1 t + ao,

_dx(t)  d(ait+ag) dayt n dag

v(t) = = dt a Ca M (2.39)

que es el resultado mostrado en la ecuacién 2.2 obtenido para ¥ para todo par de instantes
t1, t2, por lo que no debe sorprendernos que en este caso ambas magnitudes coincidan.

* Funcién de movimiento parabdlica, z(t) = ast? + a1t + ao,

do(t)  d(ast? +art +ap) daxt® dait  dag

t) = = — =2ast .
v(t) = =5 dt i T T TAmtta
(2.40)
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En este caso la velocidad instantdnea depende del tiempo y resulta distinta a la velocidad
media encontrada en la ecuacién (2.3), que depende de ¢ y At.

Claramente la ecuacién (2.39) coincide con la (2.2) y la ecuacién (2.40) con la (2.3). En
esta tltima, con la condicién t; =ty At — 0.



CAPITULO 3
ACELERACION E INTEGRACION

3.1 Aceleracion

Ya vimos que el movimiento de un cuerpo puntual sobre una linea recta en la cual definimos
un sistema de coordenadas, puede ser descripto por la funcién de movimiento z(t), es decir, la
coordenada x del cuerpo en el tiempo ¢. Dijimos que x(t) tiene toda la informacién sobre el
movimiento del cuerpo. En particular, en el capitulo anterior definimos la velocidad instantinea
en la ecuacién (2.38),

_ .. Az dx(t)
o) = Jim X T T

que cuantifica cémo cambia la posicién del cuerpo con el tiempo.

(3.1)

En este capitulo definiremos la funcién aceleracién, que caracteriza cémo un cuerpo varfa su
velocidad con el tiempo, con lo que se completa la caracterizacién del movimiento de un cuerpo
puntual. Haciendo un andlisis similar al realizado cuando definimos la velocidad de un cuerpo,
podemos definir la aceleracién media de un mdévil como el cambio en la velocidad instantinea
en un intervalo de tiempo At =ty — ¢4,

v(tz) —v(ty)  o(ty +At) —v(ty)  Awv

alt, At) = Al - Al T AL

para luego definir la aceleracién instantdnea, o simplemente la aceleracién de un cuerpo, como
la derivada de la funcién velocidad con respecto al tiempo (notar que, dado que el instante 1

es arbitrario, podemos obviar el subindice),

L . Av do(?)
alt) = fim alt, A = lim X5 = @

entonces, usando la definicién de velocidad (3.1), podemos expresar la aceleracién como la deri-
vada con respecto al tiempo de la derivada con respecto al tiempo de la funcién de movimiento,
es decir que la aceleracién es la derivada segunda de la funcién de movimiento con respecto al
tiempo dos veces,

(3.2)

dt \ dt dt?

dq;(tt) _ (jt (d:c(t)) _ d*x(t) .

Tenemos aqui otra magnitud cuyas unidades son derivadas a partir de otras, al igual de lo
que ocurria con la velocidad,

(] [v] [4] m  km km
al=—==—"—"-=—0—%0—
4 (2 s2° &2 h2
La funcién aceleracién es una funcién del tiempo y podriamos estudiar qué informacién
nos da su derivada con respecto al tiempo y asi seguir analizando otras derivadas de orden supe-

rior. Desde el punto de vista matemdtico podemos calcular derivadas de estas funciones mientras
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existan y estas derivadas nos dardn informacién sobre el comportamiento de las funciones. Sin
embargo desde el punto de vista fisico solo nos interesa hasta la derivada segunda de la funcién
de movimiento, es decir que solo llegaremos hasta la aceleracién. Cuando analicemos la dindmi-
ca del movimiento de los cuerpos veremos que las causas que determinan el movimiento de un
cuerpo (fuerzas) estin relacionadas con la aceleracién que adquiere dicho cuerpo.

3.2 Condiciones sobre las funciones de movimiento, velocidad y acele-
racion

Debemos tener siempre presente que la fisica es una ciencia experimental, y como ya dis-
cutimos, toda la evidencia que poseemos nos dice que la funcién de movimiento debe ser una
funcién continua del tiempo. En base a esta misma informacién experimental sabemos que la
funcién velocidad también debe ser continua.

¢Qué nos dice la evidencia experimental sobre la aceleracién? Para analizar esto, pensemos
en un ejemplo de la experiencia diaria. Sabemos que todos los cuerpos en la superficie de la Tie-
rra sufren una aceleracién dirigida hacia abajo (en realidad, hacia el centro de la Tierra), que es
constante, independientemente del cuerpo en cuestién. Este hecho fue enunciado en el siglo
X VI por Galileo, luego de su famoso experimento realizado en la torre de Pisal. Dada la univer-
salidad de esta aceleracidn, y su importancia en nuestra vida, designamos su médulo con una
letra particular,

|a9‘ 1929,796771/527

donde ese valor numérico fue medido en Cérdoba en 2014 (aunque muchas veces se usan apro-
ximaciones mds gruesas, g ~ 9,8 m/s?, oincluso g =~ 10,0 m/s?). Notar que g representa
el médulo de la aceleracién gravitatoria en la superficie de la Tierra, ya que su signo dependerd
de la definicién del sistema de coordenadas.

Pensemos ahora en la siguiente situacion, tipica de la vida diaria: sostenemos un objeto con
nuestra mano, esto es, estd en reposo, por lo que tanto su velocidad como su aceleracién son
nulas. Definiendo un sistema de coordenadas con origen en nuestra mano y sentido positivo
hacia arriba, la aceleracién del cuerpo debido a la gravedad serd @ = —g. En un instante que
denominaremos 1 soltamos dicho cuerpo y en un instante posterior to = 1 + At medimos su
velocidad, que serd no nula, puesto que el cuerpo comienza a caer debido ala gravedad. Entonces

v(tz) —v(ta) _ v(tz)

alty, At) = Al Al

=—g#0 (3.3)

Este experimento puede realizarse con mucha precision, para intervalos de tiempo At cada vez
mds chicos, obteniendo siempre el resultado (3.3); asumimos entonces que

lim a(ty, At) = —g;
Al A0 80 = =g

esto es, la aceleracién como funcién del tiempo resulta

1Se dice que Galileo arrojé desde la torre de Pisa, de 57 m de altura, dos esferas de distinta masa y comprobé que
cafan juntas al suelo, pero no hay ninguna documentacién que corrobore que haya realizado este experimento, por lo
que algunos historiadores piensan que se trata en realidad de una leyenda forjada después de su muerte.
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fir) daf
dt

Figura 3.1: La funcién f(t) (izquierda) no puede representar una funcién de movimiento, ya
que su derivada (derecha) es discontinua en ¢ = t1, pero sf puede representar funciones veloci-
dad o aceleracién. El grifico de la derecha solo podria corresponder a una aceleracién, ya que la
funcidn es discontinua.

_ 0 sit<t
a(t)—{ g sttt (3.4)

asi, en este caso, a(t) es discontinuaen t = ¢1.

Tenemos entonces que v (¢) es una funcién continua, aunque su derivada a(t) puede no ser-
lo. Por otro lado, z(t) es una funcién continua y su derivada v(¢) también lo es. Esta condicién
es més fuerte que la condicién de continuidad, y decimos que (%) es una funcién «continua-
mente diferenciable».

Por lo tanto, podemos concluir que las funciones que caracterizan el movimiento de un
cuerpo deben satisfacer las siguientes condiciones:

* Funcidn de movimiento: debe estar definida en todo el intervalo de interés y ser continua-
mente diferenciable. Esto implica que, ademds de ser 2(t) continua, su gréfico no debe
presentar ningin punto anguloso, pues de existir dicho punto su derivada serfa discon-
tinua y por lo tanto lo seria la velocidad del cuerpo. En el grifico 3.1 podemos ver un
ejemplo de una funcién f(t) cuya derivada no es continua en un punto, por lo que no
representa una funcién de movimiento.

* Funcion velocidad: debe ser una funcién continua definida en todo el intervalo de in-
terés, entonces la funcién de la figura 3.1 (izquierda) si puede representar una funcién
velocidad.

* Funcidn aceleracidn: debe estar definida en todo el intervalo de interés y puede (o no)
ser discontinua, por lo que las funciones graficadas en la figura 3.1 (izquierda y derecha)
pueden ambas representar el grifico de una funcién aceleracién.
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3.3 Ejemplos simples de funciones de movimiento

Veremos ahora algunos ejemplos ya conocidos de funciones de movimiento y calcularemos
también su velocidad y aceleracion.

1. Funcion de movimiento constante:

dx dv
z(t) =ag = v(t) = —=0=a(t) = — =0
(1) = a0 = v(t) = = RS
A esta funcién de movimiento, que describe un CUErpO €n reposo, le corresponde una
velocidad nula y una aceleracién nula.

2. Funcion de movimiento lineal:

dx dv
z{t)=a1t+ag = v(t)=—=a1 = a(t)=—=0
dt dt
Una funcién lineal describe el movimiento de un cuerpo que se mueve con velocidad
constante y aceleracién nula. Este movimiento se denomina «movimiento rectilineo uni-

forme» (MRU).
3. Funcion de movimiento parabdlica (polinomio de segundo grado):

dx dv
z(t) =agt?* +art+ag = v(t) = p =2axt+a; = a(t) = yr =2as
Un polinomio de segundo grado describe el movimiento de un cuerpo cuya aceleracién es
constante y diferente de cero. Este tipo de movimiento recibe el nombre de «movimiento
rectilineo uniformemente variado» (MRUV).

3.4 Relacion entre aceleracion, velocidad y funcion de movimiento

Si conocemos la funcién de movimiento de un cuerpo tenemos toda la informacién posible
sobre el movimiento del mismo, ya que a partir de la funcién de movimiento podemos calcular
la velocidad y la aceleracién del cuerpo,

2= 2(t) 5 v = v(t) -5 ¢ = a(t). (3.5)

Sin embargo, pocas veces la informacidn que poseemos del sistema es su funcién de movimiento.
Ya vimos en el ejemplo de la seccién 3.2 que conocfamos la aceleracién del cuerpo (en ese caso
dada por la ecuacién (3.4)), pero no su velocidad ni su posicién en funcién del tiempo. Este
es el caso mas comun; en general podemos conocer la funcién aceleracién o en algunos casos
la funcién velocidad (medida, por ejemplo, por el velocimetro de un auto), y a partir de esta
informacién debemos obtener la funcién de movimiento.

Asi, unaimportante pregunta que debemos responder es: dada la funcién aceleracién a(t),
¢cémo podemos obtener la velocidad v(¢)?, y continuando, dada la velocidad v(t), ¢cémo po-
demos obtener la funcién de movimiento x(t)? Si, por ejemplo, nos dan como dato la funcién
velocidad de un cuerpo, v = v(t), sabemos que se cumple la siguiente relacién:
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dx

pri v(t) .
Por lo tanto, para determinar la funcién de movimiento del cuerpo a partir de la velocidad no
debemos mirar esta ecuacién como una férmula que nos permita calcular v(t) como hicimos en
el capitulo anterior, sino como una ecuacién donde la incdgnita es 2(¢). Esto implica encontrar
unafuncién z(t), que cuando se derive con respecto al tiempo nos dé como resultado la funcién
velocidad que es dato, o sea, debemos calcular «la antiderivada» de v(t).

Para resolver esta ecuacién debemos realizar la operacién inversa a la derivacién, la cual se
denomina integracién. Nuevamente abriremos un paréntesis matemadtico, en este caso para de-
sarrollar las nociones de integracién necesarias para completar el estudio de cinemdtica de los
cuerpos en una dimensidn.

3.5 Integracion de funciones

Por un momento dejemos de lado la fisica y analicemos desde un punto de vista matemdtico
muy elemental qué significa realizar la integral de una funcién. Dada una funcién f de una
variable independiente x, se denomina realizar la integral de dicha funcién con respecto a la
variable independiente a encontrar una funcién y = y(x) que satisfaga la siguiente relacién:

L = f@), (6)

la funcién y(z) se denomina «primitiva» de la funcién f(z). Debemos notar que la primitiva
de una funcién no es tnica, ya que dos funciones que difieren en una constante aditiva poseen
igual derivada: si y() cumple (3.6), y definimos z(z) = y(x) + C, donde C es una constante,
entonces

dy(x) _ dz(x) _

ya que la derivada de una constante es cero, esto es, y(x) y z(2) son ambas primitivas de f(z).

Como C es una constante real arbitraria, tenemos que si existe una primitiva, entonces existen
infinitas. La figura 3.2 muestra tres funciones con igual derivada, por lo que son todas primitivas
de la misma funcién.

El conjunto de todas las primitivas de una funcién f(z) se denomina «integral indefini-

[ s,

que leemos como «integral de f(z) diferencial x» y la funcién f(x) la denominamos «inte-

da» yse representa como

grando».
Siy(x) es «una» primitiva de f(z) se cumple que,

/}qu=M@+c,

y la eleccién de una primitiva en particular requiere fijar el valor de esta constante aditiva.
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w(x)
e
W

X

Figura 3.2: Tres funciones que difieren en una constante aditiva, por lo que son todas primitivas
de una misma funcién.

Aunque ahora pueda no entenderse el motivo, es necesario incluir dz en la integral, escri-
bir solo f f es incorrecto y como notacién no resulta clara, ya que no explicitamos la variable
respecto a la cual se estd integrando.

Dos propiedades importantes de la integracién que se obtienen de las propiedades de la
derivacién son:

* Laintegral de una funcién multiplicada por una constante es igual a la constante multi-
plicada por la integral de la funcién,

/Cf(m)dx:C/f(x)dx.

* Laintegral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de cada una de
las funciones,

/(f(fﬂ)+9(=’C))d33:/f(:c)der/g(x)d:E.

Podemos escribir ambas reglas en forma compacta: dadas dos funciones f(x), g(x) y dos cons-
tantes A, B, entonces

/[Af(x) + Byg(x)]de=A /f(x) dx + B /g(x) dzx . (3.7)

Dejamos como ejercicio demostrar la ecuacién (3.7) utilizando las propiedades conocidas de de-
rivacién de funciones. Notamos que, lamentablemente, no existe una regla para la integracién
de un producto de funciones —tampoco para un cociente—como en el caso de derivadas, po-
demos decir sin temor a equivocarnos, pero entre comillas, ya que la frase no estd bien definida,
que integrar es «mds dificil» que derivar.
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Existen varios métodos para calcular integrales, por ahora veremos el més directo, esto es,
tomar una tabla de derivadas de funciones, y mirando primero la columna de la derecha, inter-
pretarla como una tabla de integrales. Veamos cémo hacer esto con las funciones elementales a
las cuales ya les calculamos su derivada:

1. Integral de una potencia de x. Comencemos recordando la derivada de una potencia,
ecuacion (2.26),

dx®

—— =az*!;Va eR.
dx

Buscamos una funcién y(x) que satisfaga la ecuacién

dy(x)
dx

=z%;a0eR, (3.8)

como la derivada de una potencia de x es también una potencia, proponemos y(x) =
AP con A, 8 constantes. Como conocemos las reglas de derivacién, obtenemos

@) _ g1 (3.9)
dx

igualando el lado derecho de las ecuaciones (3.8) y (3.9) tenemos

*=Ap2P = Ap=1;p-1=aqa,

estas ecuaciones tienen como solucién f = a4+ 1; A =1/ = 1/(a+ 1), obteniendo
asi

ZL.ochl

y(x) a+1,a7é ,

la cual es una primitiva de . Asi, para obtener la integral indefinida de esta funcién,
debemos sumar a () una constante arbitraria,

J)(‘H_l

/J;O‘dx: +C; a#f-1. (3.10)
a+1

Notamos que si bien la derivada de una potencia real de 2 es siempre una potencia real

de z, la ecuacién (3.10) no incluye el caso &« = —1 (ya que se anularfa un denominador),

es decir, el resultado que hemos obtenido no es vilido para =1 /x; mis adelante

volveremos a este punto.

2. Integral de las funciones trigonométricas sen(x) y cos(x). A partir de lo visto en el capi-
tulo 2, en particular, usando las ecuaciones (2.28) y (2.29), junto a una aplicacién simple
de la regla de derivada de la funcién compuesta, podemos escribir

dsen(Ax)
dz

d cos(Ax)

=Acos(Az) ; 7
x

= —Asen(Ax),
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de estas ecuaciones obtenemos, leyendo de derecha a izquierda,

/cos(A x)dr = %sen(A z)+C /sen(A x)dr = —% cos(Ax) +C'.
(3.11)

3. Integral de la funcidn 1/x y de la funcion exponencial. A partir de las ecuaciones (2.30)
obtenemos

1 1
—dx =1 c AT e = e 4 C
/ ~dz=In () + ; / 2 T = e +C,
lo que nos permite ahora completar la integral de una potencia de z,

zotl
TH‘FC 017571

/xo‘d:z:: . (3.12)
In(z)+C a=-1

Dejamos como ejercicio corroborar las integrales dadas utilizando las reglas de derivacién cono-
cidas.

Cerramos este paréntesis matemdtico y en la proxima seccién aplicaremos integrales al estu-
dio de la cinemdtica de un cuerpo puntual.

3.6 Integracion de las funciones de movimiento

Para tener una completa descripcién del movimiento de un cuerpo es necesario conocer su
funcién de movimiento. Si deseamos obtener esta informacién completa a partir de la acelera-
cién o de la velocidad, debemos considerar la ecuacién (3.5) en sentido inverso,

a(t) L2 )

Si tenemos como dato la funcién velocidad del cuerpo, v(t), y deseamos conocer la funcién de

"u(t) d
—>j vle) dt x=uz(t).
movimiento, (t), sabemos que debemos integrar v(t),

dx(t)
dt

=o(t) = z(t) = /U(t) dt. (3.13)

Notar que la ecuacién (3.13) representa cualquier funcién de movimiento que tenga esa veloci-
dad, por lo que necesitamos conocer la posicién del mévil en un instante dado para determinar
univocamente la funcién de movimiento a partir de la velocidad, ya que esta condicidn fijard
el valor de la constante de integracion. Asf, la constante C' que incluimos al calcular una inte-
gral indefinida tiene un significado fisico importante, que quedard mds claro en los préximos
ejemplos.

Como de costumbre, empezaremos con los casos mds sencillos, los cuales ya hemos estudia-
do anteriormente: reposo, MRU y MRUV.
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* Cuerpo en reposo: por definicidn, este cuerpo tiene velocidad igual a cero, y la integral
de la funcién nula es simplemente una constante C. ¢Qué significa esta constante?, que
el dato de que el cuerpo estd en reposo no es suficiente para determinar la funcién de
movimiento; debemos saber también dénde estd en reposo, y ese dato es la constante C,
asfv(t) = 0 = z(t) = C = constante. Notemos que cuando integramos velocidades,
la constante aditiva debe tener unidades de longitud.

* MRU: un cuerpo en movimiento rectilineo uniforme tiene aceleracién nula y velocidad
v(t) = v =constante, por lo que obtenemos

x(t):/v(t)dt:v()/dt:vot+0,

donde para obtener la primitiva de la funcién constante vy, usamos la ecuacién (3.12)
con & = 0. ¢Qué significa en este caso la constante aditiva C'? Nuevamente el dato de
que el cuerpo estd en MRU con velocidad constante vg no es suficiente para determinar
la funcién de movimiento, ya que hay infinitos MRU con velocidad constante vg. De-
bemos dar también la posicién del cuerpo en algtin instante; asi, si sabemos que el mévil
estaba en x( en el instante ty obtenemos el valor de C,

x(t0)=x0:v0t0+0 = C=x9g—voty = l‘(t):’l)ot—i-l‘o —vo to,

es decir,
l’(t) = Vo (t — to) +xg.

Notemos quesitg =0 = C = xo.

* MRUYV: un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente variado tiene aceleracién
constante a(t) = a =constante. Sisolo conocemos el valor de a, en este caso necesitamos
primero calcular v(t) para luego obtener z(¢). Como a es una constante, tenemos

v(t):/a(t)dt:a/dt:at—f—C,

e manera similar al caso anterior, necesitamos conocer la velocidad en algtin instante ¢
d lar al t t la velocidad 1 tante ¢,
para obtener v(¢). Sea v(tg) = vp un dato conocido, entonces

v(to) =wo = ato+C = C=wvy—aty = v(t) =a(t—to)+vo.

Podemos ahora obtener la funcién de movimiento integrando la velocidad respecto al
tiempo,

x(t):/v(t)dt:/[a(t—to)+vo] dt:%at2+(vo—ato)t+D,

donde nuevamente hemos usado la ecuacién (3.12), ahoracona = 0y 1,y Desla
constante de integracion. Nuevamente, para fijar la constante D necesitamos como dato
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la posicién del mévil en algiin instante, que puede o no coincidir con . Supongamos
que z(t1) = x1 es dato, entonces

1 1
$(t1):$1Ziat%—i-(vo—ato)tl—l-D = D=ux- §at%+(’l}0—al‘,0)t1 R

obteniendo finalmente

2(t) = %a(t2 — )+ (vo — ato) (t— 1) + 21

Notar que sity = t; = 0, entonces z(t) toma la simple forma

1
z(t) = iat2+v0t+x0.

A partir de este ejemplo particular puede extraerse una conclusién general: ya que dada la
aceleracién a(t) debemos integrar dos veces para obtener z(t), tendremos siempre dos cons-
tantes de integracién que deben obtenerse a partir de dos condiciones conocidas sobre el movi-
miento del cuerpo. ¢Cudles deben ser estas condiciones? Hay dos conjuntos distintos de datos
que nos permitirdn conocer la funcién de movimiento a partir de la aceleracién:

1. como en el ejemplo que acabamos de ver, conocer la velocidad del mévil en un instan-
te dado, digamos ¢1, y la posicion en otro, digamos 2, que pueden o no ser el mismo
instante,

2. conocer la posicién del cuerpo en dos instantes distintos, z(¢1) y z(t2), con t1 # to.

Para ilustrar esto, veamos cémo podemos obtener la misma funcién de movimiento a partir
de datos tipo a) o b) de un mévil sujeto a una aceleracién

m m
a(t) =65t -2 (3.14)

Asumiendo que una persona midié la velocidad del mévilent = 0y su posiciénent = 1 s;
mientras que una segunda persona midio la posicién del mévil en los mismos instantes, veremos
que ambas llegan a la misma funcién de movimiento.

Condiciones tipo a): es dato que v(t = 0) = —2 m/syx(t = 1 s) = 3 m. Tenemos que
m m m m
m1l 4 m m o m
— 62 o =322 . .
6 55t° —25t+C =35 —25t+C (3.15)

Notemos que usamos la propiedad de suma de integrales, sin embargo no incluimos una cons-
tante aditiva por cada integral. El motivo es simple, de haber incluido una constante por cada
integral, digamos C y C, basta definir C' = C + Cs, quedando siempre una sola constante
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aditiva a determinar. El valor de esta constante, C, debe fijarse utilizando el dato conocido sobre
la velocidad,

m m m m
v(t:O):—Q;:C = v(t):38—3t2—28—2t—2?.

Conocida la funcién velocidad podemos determinar la funcién de movimiento del cuerpo,

_ @2_ﬂ_@):@2_@ _o™m
x(t)—/(353t 255t —27) dt 383/t dt 282/tdt 2S/dt

1
- 3—§t3 - 2@?&2 - 2—t+D = 1—t3 - 1—t2 - 2—t+D

donde la segunda constante de integracién del problema, D, se determina usando el dato 2 (t =
1s)=3m,

z(1s)=3m= 18@3(13)3 - 15@2(13)2 - 2%(15) +D = D=5m =

at) =128 — 102 o™y 5. (3.16)
s3 52 s

Condiciones tipo b): como estamos describiendo el movimiento de un mévil dado, sabemos
que este tiene la aceleracién (3.14), pero en este caso tenemos como datos que (¢ = 0) = 5 m
yx(t = 1 s) = 3 m, esto es, no tenemos ningun dato sobre la velocidad, pero conocemos
la posicién del mévil en dos instantes. Comenzamos calculando la velocidad, que nuevamente
serd dada por la ecuacién (3.15), solo que esta vez no conocemos ningtin valor de la velocidad
que nos permita determinar la constante de integracién, por lo que, por ahora, la dejaremos
expresada como C'. Para obtener la funcién de movimiento integramos la velocidad con respecto
al tiempo,

x(t):/(?,@gﬁ—z@zwc dt—3—/t2 t—2—/tdt+(]/dt
S S

— 128 122 4 Ct+ D,
S S

como sabemos que (t = 0) = 5 m,yx(t =1 s) = 3 m, podemos escribir dos ecuaciones,
una para cada tiempo tg = Oyt; = 1 s,

p(t=1s)=12(1s)* —12(1s)2+ Cls+ D =3 m.
S S

Esto es, tenemos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, cuya solucién nos
y
permite determinar conjuntamente los valores de las constantes C'y D,
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c=-2"" D=5m.
S

Obtenidas C'y D, la funcién de movimiento resulta

B m 3 m o m

que es idéntica a la funcién de movimiento (3.16).
Completaremos esta seccién con un ejemplo donde la aceleracién es una funcién sinusoidal,

a(t) = —w? Asen(wt); A=1m; w= 2@. (3.17)
s

Consideremos que el movimiento estd sujeto alas condicionesiniciales 2(0) = 0,v(0) = 2m/s.
Integrando la aceleracién con respecto al tiempo obtenemos,

o(t) = /a(t) it — —wQA/sen(w P dt = w A cos(wt) + C,

donde la integracién fue realizada utilizando una de las ecuaciones (3.11). De la condicién
v(0) = 2m/s calculamos la constante de integracién,

Wt =0)=wA +C:2%+C=2% = C=0.

Seguidamente, integramos la velocidad con respecto al tiempo para obtener la funcién de mo-
vimiento,

2(t) = /v(t) dt = wA/cos(wt) dt = Asen(wt) + D,

donde utilizamos la otra ecuacién de (3.11). Sabiendo que el mévil estd en el origen parat = 0,
obtenemos D:

2(0)=D=0 = D=0.
Los grificos de

2(t) = 1msen(2t/s) , v(t)zQ%cos(Qt/s) y a(t):—4gsen(2t/s) (3.18)

se muestran en la figura 3.3.

Veremos mds adelante que estas funciones describen adecuadamente el movimiento de un
cuerpo puntual atado a un resorte. Este movimiento se denomina «oscilador arménico» de
amplitud A y frecuencia w.

3.6.1 Aceleracion definida a trozos

El hecho de que la aceleracién pueda ser una funcién discontinua del tiempo, o aun siendo
continua pueda tener cambios en su expresién como funcién, hace que en muchos casos deba-
mos definirla a trozos, como en el ejemplo visto al inicio de este capitulo, donde la aceleracidn,
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V(1)
x(t)

t[s]
a(t)

Figura 3.3: Funciones posicién (en m), velocidad (en m/s) y aceleracién (en m/s?) en funcién
del tiempo cuando la aceleracién es sinusoidal -ecuaciones (3.18)-.

dada por la ecuacién (3.4), es discontinua y estd definida por funciones distintas parat < t1y
t >t

N 0 sit<ty
alt) _{ —g sit>1h

Un segundo ejemplo es

13 sit <0
(Z(t) = )
1241 it >0

que es continua para todo tiempo, pero estd definida por funciones distintas parat < Oyt > 0.
Para entender cdmo se procede en estos casos, resolvamos el siguiente ejemplo:

lsmz sit < 1s

alt) = ,

21 sit > 1s

donde conocemos también los siguientes datos: v(t = 0) = 12 yx(t = 2 s) = 2 m. Inte-
grando la funcién aceleracién con respecto al tiempo podemos obtener la funcién velocidad,

J1%dt sit<1s 1%t4+Cy sit<ls
v(t) = /a(t)dt: = ,
J2ndt sit>1s 2% t4+Cy sit>1s

ya que debemos incluir una constante de integracién por cada una de las funciones integradas
en los distintos trozos. Conocemos la velocidad en t = 0, asi, utilizando la expresién correspon-
diente tenemos
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’U(t:O) :Cl,
S

pero tenemos otra constante indeterminada mds, C's, y no conocemos 4 priori la velocidad en
ningdn otro instante, ;cémo determinamos C5? La respuesta es que si tenemos otra condicién
sobre la velocidad, y ya la hemos discutido: la funcién velocidad es continua para todo tiempo,
en particular parat =1 s,

lim o(t) = lim o(t) = lim v(¢),

t—1-s t—1ts t—1s

y esta condicién, llamada «condicién de continuidad», es la que permite calcular la segunda
constante Co,

lim o(t) =12 Ls+10 =270 = lim v(t) = 22 1s4Cy = 224Cy = C5 = 0.
S S S S

t—1-s S t—1ts

Finalmente, la funcidén velocidad resulta
1Zt+17 sit<ls

28%15 sit>1s

Resta calcular la funcién de movimiento, para lo que debemos integrar la velocidad con
respecto al tiempo,

JOBt+12)dt sit<ls

8
—~
~~
~—
I
<
—~
~+
~—
U
SN
I

J25 tdt sit>1s
%gt2+1%t+D1 sit<1s

1222+ Dy sit>1s

Dejamos como ejercicio calcular z(t) dado que z(t = 2 s) = 2 m.

3.7 Integrales definidas

Completaremos ahora nuestro paréntesis matemdtico referido a integracion. Dada f(x),
vimos que se puede definir la funcién derivada f’(z). Asimismo, vimos que la derivada valuada
en un punto dado, f/(z) tiene una interpretacién geométrica clara: es la pendiente de la recta
tangente al grifico de f(x) en el punto x. Podemos entonces preguntarnos ¢tiene la integral
una interpretacién geométrica? La respuesta es 57, y la justificaremos a continuacién.

Primeramente necesitamos el concepto de «integral definida». Sea y(x) una primitiva de
f(z),yzq < xp dos nimeros reales en el dominio de f. Definimos

/% f(@)de = y(p) — y(za) , (3.21)

a
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f(x)

Figura 3.4: La regién sombreada es el drea bajo la curva de f(z) en el intervalo (x4, 23).

Notar que la ecuacién (3.21) no depende de la eleccion de la primitiva, si tomamos otra primitiva
de f(x) cualquiera, z(z) = y(z) + C, entonces

/% f@)dz = y(zp) —y(xa) = y(xp) —y(2a) +C = C
= (y(xp) + C) = (y(xa) + C) = z(2p) — 2(2a) -

La definicién (3.21) es conocida como «Regla de Barrow»?.

Trataremos ahora uno de los mds antiguos problemas de la matemdtica, que no presenta 4
priori una relacién evidente con el tema que nos ocupa: el cdlculo de 4reas. En particular, dada
una funcién continua y no negativa f(x) > 0 Va en el intervalo cerrado [24, 23); o < s,
nos preguntamos cudl es el drea comprendida entre la curva f () y el ¢je « en dicho intervalo,
o sea, en el ejemplo mostrado en la figura 3.4, ;cudnto vale el 4rea sombreada? Solo sabemos
calcular dreas de poligonos (también el drea bajo una pardbola, ya conocida en la antigua Grecia).
En particular, el 4rea de un rectdngulo es base por altura, asf, en primera aproximacién podemos
decir que el 4rea buscada, que denotaremos A( f; x4, T3 ) es mayor que el drea del rectdngulo de
la figura 3.5(a) y menor que el 4rea del rectingulo de la figura 3.5(b).

Es posible obtener mejores cotas para el drea bajo la curva aumentando la cantidad de rec-
téngulos utilizados como se muestra en la figura 3.6.

Para esto dividimos el intervalo [24, 2] en N intervalos iguales de ancho Az = (2, —
Zq)/N y denotamos los puntos limites de cada subintervalo como z; = z, + i Ax; i =
0,..., N.Denotamos también los puntos donde f(x) toma su valor minimo y méximo en el
i-esimo intervalo [, Z;41] como

fm; = inf{f(z)/x € lxyziv1]} ; [fM;i=max{f(z)/x € [x;,xi11]} ;
i = 0,....N—1.

2En reconocimiento al matemético Isaac Barrow (1630-1667), tutor académico de Isaac Newton.
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fix) (@) f(x) (b)

=
=

x | X, X

=

Figura 3.5: Cotas inferior y superior al 4rea sombreada en la figura 3.4.

Figura 3.6: Cotas inferior y superior al drea sombreada en la figura 3.4.
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Podemos entonces definir una cota inferior Ly como la suma de todos los rectingulos de base
Az yaltura fm; y una cota superior U como la suma de todos los rectingulos de base Az y
altura f M3,

N-1 N-1
LN:meiAm ; UNZZfMiAJ:,
i=0 i=0

que para todo N > 0 cumplen

LN g A(f;xa,xb) < UN.

Con las condiciones pedidas para f(z), continua y no negativa, los limites de Ly y Uy para
N — oo siempre existen y ambos coinciden, ese limite es entonces el drea buscada,

Afiznsan) = Jm Ly = m U

Mis adelante estudiaremos cudnto podemos relajar las condiciones sobre f para que los limites
de Ly y Un existan y sean iguales. Como ejemplo de funcién que los limites no son coinci-
dentes podemos usar nuevamente la funcién de Dirichlet (2.6), la cual es discontinua en todo
punto,ysetieneque Ly = 0yUn = xp — 24 Voo, < 25 € RyV N € N, porlo que no
podemos definir un drea bajo la curva de esta funcién.

Notamos que si, en vez de tomar los valores minimo y méximo de f(z) en cada intervalo, to-
mamos un punto elegido con cualquier criterio (punto medio, al azar, etc.), que denotaremos
&;, definimos

N-1
Sy = Z [(&) Az, 5 & € [, Ti41], (3.26)
i=0

que cumple

Ly < Sy < Uy,

y utilizando la propiedad del limite (2.11), tenemos que

A(f;xa, ) = Nh_r}nOO SN . (3.27)

La suma (3.26) se denomina «suma de Riemann».

Ya «sabemos» calcular el drea bajo la curva de cualquier funcién continua no negativa, aun-
que queda claro que la definicién no es operativa, y son pocas las dreas que podemos calcular
utilizando la ecuacién (3.27). Veremos ahora cémo relacionar este cdlculo de 4dreas con deriva-
das e integrales. Para esto tomamos un punto arbitrario g € [, p). El drea bajo la curvaen
elintervalo [zg, o + Az] correspondiente al drea sombreada en la figura 3.7 cumple, segin la
ecuacion (3.27),

f(l‘o) AJ) = A(f;xaa Zo + AJ?) - A(f;.]fa, 330) )
o, dividiendo por Az,

3Las letras L y U utilizadas en la literatura para estas sumas provienen del inglés Jower: inferior y upper: superior.
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Jx)

x, x, x0+A X

Figura 3.7: La regién sombreada es el drea bajo la curva de f(z) en el intervalo [xg, zg + Az].

f(-TO) ~ A(fa Za,To + AAQZZ - A(f, Z‘a,xo) )

que en el limite Az — 0 (N — 00) se vuelve exacta,

1 A(f§xaa$0+Ax) —A(f;l'a,mo) o dA(f;CI?mxo)
f(@o) = Jim Az T dwe
ComoestaecuacidnesvilidaVxg € [x4, 2], estoimplicaque A(f; x4, ) es «una» primitiva

de f(z) en [x4, xp), es decir,
A(f;asx0) = y(zo) + C', (3.28)

donde y(x) es una primitiva arbitraria de f(x) y C' es una constante a determinar. Pero ademds
sabemos que el drea bajo un punto es nula y por lo tanto, debe cumplirse A(f; x4, z4) = 0,
entonces,

0=A(f;xa,24) =y(za) + C = C=—y(z,),

reemplazando el valor de C' en la ecuacién (3.28) obtenemos

Alsias) = ylaw) ol = [ T

donde en la tltima igualdad usamos la regla de Barrow, ecuacién (3.21). En palabras, la integral
definida (3.21) nos da el drea bajo la gréfica de cualquier funcién continua no negativa f(x)
en el intervalo [24, 2], siendo esta la interpretacion geométrica buscada de la integracion de
funciones.

¢Qué sucede si f(x) es continua pero no positiva, f(z) < 0 Vz € [z4,2p]? En este caso
la funcién g(z) = — f(x) es continua y no negativa, ademds, si y(z) es una primitiva de f(z),
—y(x) serd una primitiva de g(x). Asi tenemos que
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Figura 3.8: Las dreas sobre el eje 2 (rayas verticales negras) se toman como positivas, las dreas

bajo el eje x (rayas horizontales azules) se toman como negativas.

A@wm%):=L/nﬂwd$=—wm)—0w@J)

—@ww—yu@w=—/%f@wm,

esto es, si una funcién continua es no positiva, entonces su integral definida nos da el drea entre
la grifica y el eje  anteponiendo un signo negativo. Si, como se muestra en la figura 3.8, la
funcién f(x) es continua, pero positiva en algunas regiones y negativas en otras, el resultado
de la integral definida serd la suma de todas las dreas donde f(x) es positiva menos la suma de
todas las dreas donde f () es negativa. En el ejemplo de la figura 3.8 serd

b
/ f(x)dz = sumade las dreas rayadas verticalmente —
Tq

suma de las dreas rayadas horizontalmente.

Analicemos un ejemplo sencillo: supongamos que nos interesa calcular el drea bajo la grafica
de la funcién f(z) = 2z + 2 en el intervalo [—1, 3]. Como esta drea corresponde a un tridn-
gulo, vale base x altura/2 = 16. Corroboremos que por la regla de Barrow obtenemos el mismo
resultado,

Calculemos primeramente la integral de f(x)

/f(x)d:v:/(2x+2)dm:x2+2x+c.

Como necesitamos «una» primitiva de f(z), podemos elegir el valor de la constante aditiva.
La eleccién mas simple resulta C' = 0. Si calculamos el valor de la integral definida obtenemos:
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Jx)

A(f;—1,3) = / (2 + 2)dz = (32 +2-3) — [(=1)% + 2(—1)]

(9+6)—(1—2)=15—(—1) = 16,

que coincide con el valor del drea del tridngulo calculada anteriormente.

Pero, ¢qué obtendremos si en vez de f(r) = 2x + 2 integramos g(z) = 2 en el mis-
mo intervalo? En este caso, el 4rea a calcular es la mostrada en la figura 3.10. Integrando g(x)
obtenemos

3
Algi—1,3) :[12xdx (R4 O) = [(~12 4]

—9-1=38. (3.33)

¢Cémo entendemos este resultado? El tridngulo sombreado con rayas verticales tiene base 3 y
altura 6, por lo que su drea es 9, mientras que el tridngulo de rayas horizontales tiene base 1y
altura 2, por lo que su drea es 1, pero esta estd bajo el ¢je , por lo que debe restarse al 4rea sobre
el eje, obteniendo asi el mismo resultado calculando 4reas de tridngulos que el arrojado por la
integral (3.33).

Es importante notar que si el limite superior de una integral definida es la variable z, esto
define una funcién que es «una primitiva particular» de f (), ya que determina la constante
aditiva. Dada cualquier primitiva y(x) de f(z), entonces la funcién

e = [ " @) da' = (o) - y(a). (3.34)
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Figura 3.10: El 4rea de la regién de rayas horizontales azules debe restarse al 4rea de rayas verti-
cales negras.

es la primitiva que cumple F'(z,) = 0. Aqui vemos la relevancia de la notacién, que claramente
nos dice que la variable de integracién, z’, es distinta a la variable x, argumento de F' y limite
superior de la integral.
Finalmente daremos una notacién muy usada, utilizando la barra vertical de manera similar
a la definida por la ecuacién (2.35), que permite escribir de manera compacta la diferencia de
una funcién valuada en puntos,
=) Ty

Y@ = y(@)[,) = y(@) — y(xa) s

entonces, si () es una primitiva de f(z) podemos escribir

/ Y fa)de = y@) = yla) - y(z).

3.8 Ap|icaci6n de las integrales definidas en cinematica

Ya vimos en la seccién 3.6 que conociendo la aceleracién de un cuerpo en funcién del tiem-
po, a(t), y su velocidad en un instante dado, v(ty) = vo, entonces v(t) es la primitiva de a(t)
que cumple esta condicién. En la seccién mencionada, escribfamos una primitiva de a(t) con
una constante arbitraria y calculibamos esta constante por la condicién para la velocidad en
t = to. En vez de esto, podemos hacer uso de la ecuacién (3.34) que define la primitiva particu-
lar que necesitamos, esto es,

t
/ a(t)dt' = v(t) —v(to) = v(t) — vo,
to
es decir,

o(t) = /t "oty dt + o, (3.35)
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que nos dard la funcién velocidad sin importar qué primitiva de a(t) usemos. Lo mismo vale
para la funcién de movimiento; si (o) = o podemos escribir

2(t) = / oY dt’ + o,

to

que es la funcién de movimiento que cumple la condicién z(t = to) = zo.

Podemos obtener este mismo resultado interpretando la ecuacién

dv

como un cociente de diferenciales. Asf, multiplicando a ambos lados por dt (que llamamos «di-
ferencial t») obtenemos

dv = a(t)dt.

Si conocemos que el cuerpo en el instante t = ¢ tiene una velocidad v(tg) = v podemos
realizar la integral definida en ambos miembros de la expresién anterior. Notemos que para que
laigualdad continue siendo vdlida al integrar sobre diferentes variables, los limites de integracién
deben estar relacionados, tg — vo yt — v(¢), obteniendo

v(t) t
/ dv = / a(t')dt. (3.36)
Vo to

Primero calculemos la integral definida de la izquierda,

v(t)
/ dv = (0(t) + C) — (vo + C) = v(t) — vo . (337)

Vo

Reemplazando (3.37) en (3.36) obtenemos

v(t) —vp = /t a(t")dt’, (3.38)

to
y sumando vy a ambos lados de la igualdad reobtenemos la expresién (3.35).

Veamos un ejemplo: queremos conocer la funcién de movimiento de un cuerpo parat > 0,
sabiendo que en t = 0, cuando estaba a 2 m del origen en la direccién positiva, con una velo-
cidad de 1 m/s, comenzé a actuar una aceleracién constante a = 3 m/s%. Aplicamos (3.35)
para obtener v(¢):

¢ ¢
m m m
v(t)= [ a(t)dt' +v(t=0 :/ 3 dt' +vg=3+5t+1—,
0= [ aw)yar+o=0= [ 35 ar+uw =35t r1"
una vez obtenida v(t), con un procedimiento similar obtenemos x(t),

t t 2
t m
t) = Ydt'+z(t =0 :/ <3Et' 1@) ar’ =3 1™ ,
x(t) /Ov() Fat=0)= | (350 + 17 ) ditae =355 +10t+2m

que es la funcién de movimiento buscada, vélida parat > 0.
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Figura 3.11: Aceleracién constante en el intervalo [to, 1].

La ecuacién (3.35) también nos dice que si tomamos un intervalo [¢g, 1], 1a variacién de la
velocidad del cuerpo en el intervalo, Av = v(t1) —v(to) estd dada por el drea bajo la curva a(t)
en dicho intervalo, tomada como positiva en los subintervalos en que a(t) > 0y como negativa
en los subintervalos en que a(t) < 0. El mismo argumento puede utilizarse para relacionar el
desplazamiento Az = x(t1) — 2(to) con el drea bajo la curva v(t) en el intervalo [to, t1].
Veamos como ejemplo el caso de un cuerpo que se desplaza con aceleracion constante, como se
observa en la figura 3.11.

Entonces la variacién de la velocidad en el intervalo [to, 1] serd igual al 4rea bajo la gréfica
de la funcién aceleracién. En este caso particular en que la aceleracién es constante, el 4rea co-
rresponde a la de un rectdngulo, resultando Av = ag(t1 — to), que coincide con lo obtenido
en el caso de un movimiento rectilineo uniformemente variado.

Veamos otro ejemplo: supongamos que un cuerpo estd sometido a una aceleracién cuya
grifica se muestra en la figura 3.12, y se nos pide calcular Av en el intervalo [-2 s, 3 s].

Por lo que acabamos de ver, Av serd igual al drea entre la grifica de a(t) y el eje t, considerada
como positiva en la regién a(t) > 0 (rayada vertical negra en la figura) y como negativa en la
regién a(t) < 0(rayadahorizontal azul en la figura). El 4rea rayada vertical, A,,, es un rectingulo
de base 2 sy altura 2 m/s* mis dos tridngulos de base 1 s y altura 2 m/s?, por lo que se
obtiene A, = 6 m/s. El 4rea rayada horizontal, Ay, es un tridngulo de base 1 s y altura
2 m/s?%, tenemos entonces Ay, = 1 m/s. Entonces la variacién de la velocidad en el intervalo
[—2 5,3 s]serd

m_gm (3.39)

Av=A,—A, =62 _1
S S S

Obtengamos este resultado integrando; para esto debemos usar el grifico 3.12 para calcular la
expresién analitica de a(t), dejamos como ejercicio comprobar que esta es
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Figura 3.12: a(t) en el intervalo [—2 s, 3 s|. El drea rayada horizontal azul debe restarse al 4rea
rayada vertical negra para obtener Awv.

2Mmf 42 i —25<t<0s
a(t) = 27 si0<t<2s

=25t +6% si2s<t<3s

Calculamos entonces la diferencia de velocidades en el intervalo utilizando la ecuacién (3.38)
con
lo=—-2syt=3s,

Av(t)[%, = /3S a(t)dt

—2s
Os 2s 3s
/ (2@3t+2@2) dt+/ 2@2dt+/ (—2@3t+6@2) dt
—925 S S Os S 2s S S
m t? m \|% m |28 m t2 m \|**
= (25— +25t¢ 2—t —2—— 4+ 06—t
(832+82> +32 Os+< 532+52>

—2s
— 02 4T 1 =5
S S S S

2s

que coincide con el resultado del cdlculo de 4reas (3.39).
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CAPITULO 4
MOVIMIENTO EN EL PLANO

4.1 Localizacion de un punto en el plano

Hasta ahora hemos descrito el movimiento unidimensional (1-D) de cuerpos puntuales,
es decir que se mueven sobre rectas. Sin embargo, nos interesa poder describir movimientos
algo mds complejos que los rectilineos. Para incrementar de manera gradual la dificultad en la
descripcién de distintos tipos de movimiento, estudiaremos el movimiento de cuerpos en dos
dimensiones (2-D), es decir cuerpos que se mueven sobre un plano.

Lo primero que debemos hacer, al igual que en la descripcién de movimientos unidimen-
sionales, es dar una receta para determinar de manera unfvoca la posicién de un cuerpo en este
universo plano.

411 Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales

Si bien existen varios sistemas de coordenadas que nos permiten determinar de manera uni-
voca la posicién de un punto en un plano, el mis simple y utilizado es el sistema de coordenadas
cartesianas ortogonales. Este sistema estd conformado por dos ejes cartesianos, como los uti-
lizados en la descripcién de movimientos unidimensionales, perpendiculares entre si, con un
origen comun a ambos, que al igual que en una dimensién denotaremos como O. Por conven-
cién dibujaremos un eje horizontal y otro vertical, que llamaremos eje x y eje y, considerando
direcciones positivas de los mismos hacia la derecha y hacia arriba de la hoja respectivamente,
como se muestra en la figura 4.1.

Todo punto del plano queda unfvocamente definido por un par de nimeros referidos al sis-
tema de coordenadas elegido. Por ejemplo, como se observa en la figura 4.1, el punto A tiene una
posicién en el plano que queda determinada por medio de las coordenadas espaciales (4, y ).
También es una convencién universal dividir el plano en 4 cuadrantes, segtin las 4 posibilidades
delos signos de las coordenadas de un puntoen el cuadrante: (+, +); (—,+); (=, —); (+,—)
denotdndolos con los ndmeros romanos I; 11; 111; IV respectivamente.

La distancia que existe entre un punto A del plano con coordenadas (z 4,34) y el origen
del sistema de coordenadas, d 40, se obtiene utilizando el teorema de Pitdgoras,

dao = OA = \/.%'34 +y124.

Dados dos puntos del plano Ay B, de coordenadas (z.4,y4) y (B, YB) respectivamente,
la distancia entre ellos es la longitud del segmento AB. Esta distancia también puede calcularse
utilizando el teorema de Pitdgoras:

dap = AB = \/(za — z5)% + (ya — yB)?, (4.1)

siendo esta férmula independiente del cuadrante donde se hallen los puntos, como se ve en la
figura 4.2.
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| P— A
1 1
x<0; y>0 L x>0; y>0
(0] X, X
11 v
x<0; y<0 x>0; y<0

Figura 4.1: Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales y coordenadas de un punto A.

Al analizar el movimiento unidimensional de un cuerpo existia un Gnico sistema de coorde-
nadas para su descripcién (solo podiamos decidir la localizacién del origen y la escala de longi-
tudes). Sin embargo, para el estudio del movimiento de cuerpos en el plano existen muchos
posibles sistemas de coordenadas aparte del cartesiano. Siempre se utilizard aquel sistema de
coordenadas en el cual la descripcién matemdtica del movimiento sea lo mds simple posible.
Mis adelante introduciremos el sistema de coordenadas polares como ejemplo de otro sistema
de coordenadas factible de ser utilizado para describir el plano cuando el problema a tratar ast
lo amerite.

4.2 Trayectoria y funciones de movimiento

Para definir funciones de movimiento en el plano, generalizaremos lo expuesto en la seccién
1.4. Si, de manera similar a lo realizado cuando estudiamos movimientos unidimensionales en
el capitulo 1, para cada tiempo ¢; determinamos cudles son las coordenadas (z; , y;), del punto
del plano donde estd ubicado el cuerpo, podemos construir una tabla similar a la tabla 1.1, solo
que agregando otra columna con los valores correspondientes de la coordenada y, obteniendo

También asumiremos, como en una dimensidn, que el movimiento es continuo. Entonces,
si marcamos todos los puntos del plano que un cuerpo ocupa sucesivamente en su movimiento,
tendremos una grifica como la que se muestra en la figura 4.3. Este conjunto de puntos del plano
que el cuerpo ocupé en algtin instante se denomina «trayectoria». Es importante notar que la
trayectoria no necesariamente corresponde a la grifica de una funcién.

Por lo tanto, se denomina «trayectoria» a la gréfica del camino que recorre el cuerpo a me-
dida que realiza su movimiento (esta definicién es vélida independientemente de la dimensién
del espacio, es decir, vale también en tres dimensiones, y si no la definimos en una dimensién fue
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Figura 4.2: Dos ejemplos de distancia entre dos puntos en el plano.
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t1 | x1 | 1
ta | X2 | Y2
ts | T3 | Y3
ta | T4 | Ya
ts | T5 | YUs

Tabla 4.1: Tiempos y posiciones registradas para un mévil en el plano  — y.

Figura 4.3: Trayectoria de un cuerpo que se mueve sobre un plano.
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Figura 4.4: Funciones de movimiento correspondientes a la trayectoria mostrada en la figura
4.3,

porque al ser en este caso todas las trayectorias segmentos de recta, este concepto no presenta
utilidad).

Toda la informacién de la tabla 4.1 podemos desdoblarla analizando, por separado, el com-
portamiento de la coordenada x, y por otro lado, el de la coordenada y. Para esto hacemos una
tabla con los valores de cada una de estas coordenadas para los distintos instantes de tiempo:

t T t Y
t1 | 71 t1 | Y1
to | w2 ta | Y2
t3 | =3 t3 | Ys
ta | T4 ta | Ya
ts | =5 ts | Ys
te | T te | Ys

Podemos encontrar dos funciones del tiempo x(t) e y(¢) tales que, cuando sean evaluadas
en los tiempos ¢;, sus resultados reproduzcan los valores medidos x; e y; de las coordenadas del
cuerpo. Estas funciones (t) e y(t) se denominan «funciones de movimiento» del cuerpo, y
nos permiten determinar cudl es la posicién del cuerpo en el plano dando sus coordenadas para
cada instante. Como ejemplo mostramos en la figura 4.4 un par de funciones de movimiento,
x(t) e y(t), que dibujan la trayectoria de la figura 4.3.

Debemos tener en cuenta que no existe una relacién uno a uno entre funciones de movi-
miento y trayectorias, muchas (jinfinitas!) funciones de movimiento distintas pueden describir
el mismo camino, es decir, la misma trayectoria en el plano £ — y. Como ejemplo simple, pode-
mos recorrer la misma trayectoria en sentido opuesto, como las funciones de movimiento de la
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Figura 4.5: Otro par de funciones de movimiento que también describen la trayectoria mostrada
en la figura 4.3, donde el mévil la recorre en sentido inverso al correspondiente a la figura 4.4.

figura 4.5 que también describen la trayectoria mostrada en la figura 4.3. Como en la trayecto-
ria no hay referencia al tiempo, funciones de movimiento que recorran el mismo camino, pero
mas rdpido, frenando, invirtiendo a veces el movimiento, etc., corresponderdn todas a la misma
trayectoria.

Hemos definido a la trayectoria del cuerpo como el conjunto de puntos del plano que, en
algiin instante, fueron ocupados por el cuerpo. Este conjunto de puntos no necesariamente
es una funcién; sin embargo, para algunos movimientos particulares, lo es. En estos casos la
expresién matemdtica de la trayectoria estard dada por una relacién y = f(x) la cual puede
deducirse a partir de las funciones de movimiento del cuerpo al igual que el dominio dela misma.

La forma de obtener la expresién y = f(z) en el caso particular que esta sea una funcién es
eliminando la variable ¢ de las funciones de movimiento z(¢) e y(t). Las dos formas mds simples
de realizar esto son:

1. Se despeja la variable ¢ de una de las funciones de movimiento, por ejemplo z(t), y luego
se reemplaza esta expresion en la otra funcién de movimiento, por ejemplo y(¢), obte-

niendo y(z) = y(t(x)).

2. Se despeja la variable ¢ de ambas funciones de movimiento, obteniendo ¢ = g(z) y
t = h(y). Se igualan ambas expresiones eliminando el pardmetro ¢, g(z) = h(y), y de
esta igualdad se puede obtener z = g~ (h(y)) 6y = h ™ (g(x)).

Siempre es posible dar una expresién matemdtica a la trayectoria, ain cuando la relacién en-
tre T e i no sea una funcién, como es el caso mostrado en la figura 4.3. Una manera de hacer esto
es partir la trayectoria en trozos en los cuales y(), o bien z(y), sf sea una funcién, obteniendo
una expresién distinta para cada trozo aplicando alguna de las técnicas 1 6 2. Pero es importante
notar que, dado que z(t) e y(t) nos permiten determinar cudl es la posicién del cuerpo para
cada instante, si conocemos estas funciones ya nos estén definiendo cudl es la trayectoria del
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cuerpo. Por este motivo decimos que x(t) e y(t) describen la trayectoria en «forma paramétri-
ca», donde el pardmetro es t. De hecho, fue de esta manera que se graficé la trayectoria de la
figura 4.3 a partir de las funciones de movimiento de la figura 4.4 (podrfamos haber utilizado
igualmente las funciones de movimiento de la figura 4.5).

Analicemos a continuacién algunos ejemplos simples de cémo obtener la expresién para la
trayectoria a partir de las funciones de movimiento del cuerpo.

1. Cuerpo en reposo: en este caso las funciones de movimiento no dependen del tiempo,

z(t) =z ; y(t) = vo,

donde xg e Yo representan constantes reales. La trayectoria es simplemente el punto del
plano donde se encuentra el cuerpo, como se muestra en la figura 4.6.

X y

Yol---

Qk |
=

Figura 4.6: Funciones de movimiento y trayectoria deun CUErpo que se encuentra en reposo.
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Figura 4.7: Funciones de movimiento y trayectoria de un Cuerpo que se mueve sobre una linea
paralela al eje .

2. Movimiento rectilineo paralelo al eje y:

x(t) =z ;5 y(t) = Bt + yo-

En la figura 4.7 se muestra el grifico de las funciones de movimiento y la trayectoria del
cuerpo.

Como vemos en este ejemplo la trayectoria es un conjunto de puntos del plano que no
puede ser descripto por una funcién y(z). Por lo tanto podemos expresar a la trayectoria
como un conjunto de puntos denominado A,

A= {(z,y) € R*/z = 20}
Aunque debemos notar que z(y) = x¢ si es una funcién.

3. Movimiento lineal mds general:

x(t) = at + xo; £0 5 yt) = Bt+yo,
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Yo

Yy B x, /0

Figura 4.8: Funciones de movimiento y trayectoria de un Cuerpo que se mueve sobre el plano
con movimiento rectilineo uniforme.

En este caso ambas funciones de movimiento son funciones lineales (el caso v = 0 fue
considerado en el ejemplo anterior), asi podemos obtener de la primera ecuacién t(x) y
reemplazar esta funcién en y(t),

Tr — X

o) = 222 = ) = Dot (- 220

o o!
resultando la trayectoria () también una funcién lineal. La figura 4.8 muestra las fun-
ciones de movimiento y trayectoria para el caso o < 0; 8 > 0.

Notemos que como y() es una recta, podriamos elegir un sistema de coordenadas cuyo
eje = coincida con dicha recta. En este sistema el problema es unidimensional, como los
ya tratados en el capitulo 1. Esto es una primera muestra de la importancia de elegir de
manera adecuada el sistema de coordenadas para lograr una descripcién matemdtica lo
mis simple posible de un dado problema fisico.

4. Combinacién de una funcién lineal y una funcién cuadrética:

w(t) = at 5 ylt) = Bt +y ; @ BF0.

Despejando ¢ de la primera ecuacién y reemplazando esta expresién en la ecuacién de
y(t) obtenemos la expresién de la trayectoria,
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Figura 4.9: Funciones de movimiento y trayectoria de un cuerpo que se mueve sobre el plano

con una trayectoria parabdlica.

96

y(x) = %wz + %0, (4.2)

que describe una trayectoria parabdlica. Suponiendo que todos los coeficientes son posi-
tivos el gréfico cualitativo de las funciones de movimiento y trayectoria se muestran en la
figura 4.9.

. Combinacién de una funcién cuadrdtica y una cudrtica:

a(t) = at? 5 y(t) = Bt + yo. (43)

Para poder analizar este ejemplo supondremos que todos los coeficientes, o; 3; e o, son
positivos. En este caso lo primero a notar es que e y son siempre positivos, indepen-
dientemente del valor de ¢, asi, cuando despejamos ¢ en funcién de z,

xr
ta) = £4/= ; x>0,
(x) ~ 5w

y debemos tomar la rafz positiva parat > 0y la negativa parat < 0. Reemplazando esta
tltima ecuacién en y(t) obtenemos la trayectoria



Figura 4.10: Funciones de movimiento dadas por las ecuaciones (4.3) y la trayectoria correspon-
diente.

B

:U(x):giﬂz‘i‘yo ; £ =20,

Como vemos, la trayectoria es formalmente igual a la funcién obtenida en el ejemplo
anterior, ecuacién (4.2) (aunque los coeficientes o y 3 tienen distintas dimensiones en
ambos ejemplos); sin embargo su dominio es diferente pues solo pertenecen a él los valo-
resdex = 0. Por lo tanto el grifico cualitativo de la trayectoria es el que se muestra en
la figura 4.10.

6. Un caso muy interesante, que analizaremos en detalle en el capitulo 5, es el correspon-
diente a funciones de movimiento trigonométricas de la forma

x(t) = R cos(wt) ; y(t) = Rsen(wt). (4.4)

En la figura 4.11 se muestra el gréfico de estas funciones de movimiento asumiendo que
ambos parémetros, R y W, son positivos.

Si para obtener la expresién de la trayectoria queremos seguir el mismo procedimiento
queen los ejemplos anteriores, debemos notar que las funciones trigonométricas cos(w t)
y sen(w t) son invertibles en intervalos de longitud 7 /w y debemos invertir de a trozos
en intervalos de dicha longitud. Teniendo esto en cuenta obtenemos:
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Figura 4.11: Funciones de movimiento dadas por las ecuaciones (4.4).

1 T

t = , arecos (E) = y(x) = Rsen (arccos (%)) . (4.5)

No es simple determinar cudles son los puntos del plano que pertenecen a la trayectoria
a partir de la expresién de y(x) dada en la ecuacién (4.5). En este caso resulta mds conve-
niente utilizar algunas relaciones conocidas de las funciones trigonométricas para deter-
minar la expresién de la trayectoria. Primero elevamos ambas funciones de movimiento
al cuadrado,

22(t) = R? cos®*(wt) ; () = R%*sen*(wt), (4.6)

y sumando ambas expresiones de la ecuacién (4.6) tenemos

® 4+ y* = R cos®(wt) + R*sen’(wt) = R?[cos*(wt) + sen®(wt)] .

Finalmente, utilizando la famosa relacién cos? () + sen?(av) = 1, obtenemos la trayec-
toria del mévil

2 2 2

x4+ y° = R, (4.7)
que corresponde a la ecuacién de una circunferencia de radio R centrada en el origen
mostrada en la figura 4.12. Estas funciones de movimiento corresponden al denominado
«movimiento circular uniforme» (MCU), que, como dijimos, estudiaremos en el capi-
tulo S.

Notar que la ecuacién (4.7) no corresponde a una funcién y(z), sino a dos, y+(x) =
+VR? — 22

Expresiones mds generales para estos tipos de funciones de movimiento son



Figura 4.12: Trayectoria de un movimiento circular uniforme de radio R dado por la ecuacién
(4.7).

z(t) = acos(wt) + zo ; y(t) = bsen(wt) + yo. (4.8)

Despejando las funciones cos(w t) y sen(w t) de estas expresiones obtenemos

T — Zo Y — Y
; cos(wt) ; 2

= sen(wt),

elevando al cuadrado ambas expresiones tenemos

9 2
(M) = cosP(wt) (y_byo) = sen’(wt),  (49)

a

y sumando ambas igualdades de la ecuacién (4.9) obtenemos

2 2
(x — xo) + (y _by0> = cos®(wt) + sen®(wt),

a

llegando finalmente a la expresién para la trayectoria

N 2 N 2
<x x”) + <y y“) = 1. (4.10)
a b

Esta trayectoria que recorre el mévil, cuyas funciones de movimiento son las expresadas
en la ecuacién (4.8), es una elipse centradaen z = xgey = yo y con semiejes a y b.
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Figura 4.13: Trayectoria sobre una elipse dada por la ecuacién (4.10).

En la figura 4.13 se muestra un ejemplo cona > b, z9 > Oeyg < 0. El ejemplo de
movimiento circular que desarrollamos es un caso particulardondea =b= R y 2 =

Yo = 0.

Como veremos en este ejemplo, la forma funcional de las funciones de movimiento en ge-
neral no tiene relacién con la forma funcional de la trayectoria. Tomemos ahora también
funciones de movimiento trigonométricas, pero de la forma

x(t) = Rsen(wt) ; y(t) = Rsen(wt), (4.11)

que se ven similares a las funciones de movimiento (4.4), sin embargo, la trayectoria es
simplemente

y@) =« ; —R<z<R, (4.12)

que es un segmento de recta. Compare las funciones de movimiento y trayectoria mos-
tradas en la figura 4.14 con las mostradas en las figuras 4.11 y 4.12 para el movimiento
circular.
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Figura 4.14: Funciones de movimiento dadas por las ecuaciones (4.11) y la correspondiente
trayectoria, ecuacion (4.12).

Sabemos que podemos expresar una posicién en el plano dando sus coordenadas como un
par ordenado (z, y). Sin embargo, desde un punto de vista operativo esta forma no es la ms
adecuada de hacerlo. Por lo tanto, haremos un pequefio /mpasse en la descripcién fisica del mo-
vimiento en dos dimensiones para introducir la forma matemdtica que utilizaremos para deter-
minar la posicién de un punto en el plano.

4.3 Vectores

Las magnitudes fisicas que hemos definido hasta ahora son magnitudes escalares, es decir
que estdn completamente definidas dando un nimero real y la correspondiente unidad. Sin em-
bargo, hay muchas magnitudes fisicas para las cuales es necesario dar mds informacidn; este es
el caso de magnitudes en las cuales la orientacién juega un papel importante. Para definir este
tipo de magnitudes se utiliza un ente matemdtico denominado vector y las magnitudes corres-
pondientes reciben el nombre de magnitudes vectoriales. El nombre vector proviene del latin
vectoris, derivado del verbo vebo, que significa el que transporta o conduce. El concepto de vec-
tor puede utilizarse en diversos 4mbitos; en particular en fisica un vector es representado como
un segmento de recta orientado, tal como se muestra en la figura 4.15.

Los elementos necesarios para definir un vector son:

* una direccidn: la cual es definida por una recta en el espacio,
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Figura 4.15: Representacion grifica de un vector.

* un mddulo: que es la longitud de un segmento sobre la recta que define la direccidn,

* un sentido: que define la orientacién del segmento de recta; ya que dada una direccién
existen dos sentidos posibles,

* un punto de aplicacién: gréficamente coincide con el origen del segmento utilizado para
representar el vector.

Denotaremos una magnitud vectorial mediante una letra que lo identifica, puede ser mays-
cula o minuscula, con una flecha encima, por ejemplo 7, que leemos como «el vector 7». Para
denotar el médulo de un vector se encierra el simbolo utilizado para el vector entre dos barras
verticales |7] o simplemente la misma letra utilizada para denotar el vector, pero sin flecha arriba,
7. El médulo de un vector es una magnitud escalar no negativa, es decir que queda totalmente
definido por un nimero real positivo (o cero solo en el caso del vector nulo) y eventualmente
por una unidad.

4.3.1 Operaciones con vectores

Multiplicacién de un vector y un escalar

Si multiplicamos un vector @ por un escalar A € R, su resultado es un vector A = A @, que
tiene las siguientes caracterfsticas.

1. Médulo: |A| = |Aa| = |\|a).

2. Direccién: Ay @ tienen la misma direccidn, multiplicar por un escalar no cambia la di-
reccién.

A>0 A y @ tienen igual sentido
3. Sentido: A<0 A y d tienen sentidos opuestos
A =0 Aeselvectornulo

Veamos los vectores que se obtienen al multiplicar un vector dado por distintos escalares:
Sid = —1lentonces A = \a@ = —a, que es el vector opuesto a @; lo que implica que tiene la
misma direccién y médulo, pero sentido contrario (ver figura 4.16).

Como |A| = |A||@,si|A| > 1entonces |A] > ||, mientras quesi |A| < 1 entonces
4] < _|al. Ademis, si A > 0 el vector A tendré el mismo sentido que @, y si, en cambio,

A < 0, A tendrd el sentido contrario al de @, como puede verse en la figura 4.17.
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Figura 4.16: Producto de un vector por el nimero -1.

/o o

0<i<1 -1<1<0

Figura 4.17: Distintos casos de multiplicacién de un escalar por un vector. Notar que en todos
los casos A tiene la misma direccién que @.

Suma de vectores

La suma de dos vectores da como resultado otro vector. El vector suma se puede obtener
gréficamente por la denominada regla del paralelogramo. Para ello hay que trasladar los dos vec-
tores al mismo punto de aplicacidn, luego se forma un paralelogramo trazando por el extremo
de cada vector una recta paralela al otro, como se muestra en la figura 4.18, y el vector suma
queda definido por la diagonal del paralelogramo que contiene al punto comun de aplicacién
de los vectores.

o~

Q

Q.
X
S

Figura 4.18: Suma de vectores utilizando el método del paralelogramo.

Otra forma de sumar gréficamente dos vectores es trasladar el segundo vector al extremo del
primero y el vector suma serd el que une el origen del primero con el extremo del segundo, como
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Figura 4.19: Suma de vectores trasladando uno de ellos al extremo del otro.

oS S

(a) (b)

Figura 4.20: Dos casos de suma de dos vectores colineales. a) Ambos vectores tienen igual senti-
do. b) Los vectores tienen sentidos opuestos.

se muestra en la figura 4.19.

Ambas reglas de suma son equivalentes, salvo en el caso de suma de vectores de igual di-
reccién, en cuyo caso la regla del paralelogramo no estd definida. En este caso decimos que los
vectores son colineales. Si bien para vectores colineales no podemos definir un paralelogramo,
la segunda regla grifica nos dice que el vector suma tendrd la misma direccién que los dos vec-
tores, el sentido del de mayor médulo (el «mds largo» de los vectores) y su médulo serd la suma
de ambos mddulos si ambos vectores tienen el mismo sentido o la diferencia si ambos tienen
sentidos opuestos, como se muestra en la figura 4.20.

Para sumar mds de dos vectores aplicamos reiteradamente el método del paralelogramo (ver
figura 4.21), o el dltimo método descripto, como se esquematiza en la figura 4.22.

A partir de la regla del paralelogramo vemos que, entre otras, la suma de vectores posee las
propiedades conmutativa, asociativa y distributiva respecto a la multiplicacién por un escalar.

S

1. Propiedad conmutativa: @ + b=10b+ a.

- - -

2. Propiedad asociativa: (@ + b) + ¢=ad+ b+ ) =a+b+ ¢

3. Propiedad distributiva respecto a la multiplicacién por un escalar: A (G+b) = A @+ A b.
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Figura 4.21: Suma de mds de dos vectores aplicando el método del paralelogramo.
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Figura 4.22: Suma de mds de dos vectores trasladdndolos.
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Figura 4.24: Descomposicién de un vector en dos direcciones arbitrarias.

Resta de vectores

Podemos pensar al vector resta de dos vectores, € = & — b como el vector suma de dos

-,

vectores ¢ = d + (—b), donde entendemos al vector (—b) como uno con la misma direccién
y médulo pero sentido contrario al del vector b (ver multiplicacién de un vector por un escalar).

Podemos ver que en el caso de la diferencia de vectores es mds simple su representacién
gréfica pues, como se ve en la figura 4.23, el vector diferencia es igual al vector con inicio en el
extremo del vector sustraendo y final en el extremo del vector minuendo.

Descomposicién de vectores

Un vector @ puede ser expresado como la suma de dos vectores que estén en dos direcciones
predeterminadas no colineales. Encontrar cudles son esos vectores se denomina descomponer
el vector @ en dichas direcciones. En la figura 4.24 se esquematiza el procedimiento correspon-
diente; se trazan, por el extremo del vector @, dos rectas paralelas a cada una de las direcciones
predeterminadas; los puntos donde estas rectas cortan a las direcciones dadas determinan los
extremos de los vectores en los cuales hemos descompuesto el vector @. Notar que @ resulta la
suma de los dos vectores asi definidos, @ = @7 + d».
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Versores

Un versor es simplemente un vector con la tinica particularidad de que su médulo es igual
a 1. Sin embargo, veremos que definir versores es de gran importancia para simplificar nuestro
trabajo con vectores. Para distinguirlos de los otros vectores, designaremos los versores con una
letra y en su parte superior, en lugar de una flecha, el simbolo correspondiente al acento circun-
flejo; por ejemplo a.

Los versores tienen como caracteristica definir una direccién en el espacio y, a partir de ellos,
podemos generar todos los vectores sobre dicha direccién. Para generar un vector en la direccién
del versor debemos multiplicar el versor por un nimero real que cumpla las siguientes condicio-
nes: su valor absoluto debe ser igual al médulo del vector que deseamos generar y su signo debe
ser positivo si el vector debe tener el mismo sentido del versor, o negativo si debe tener sentido
opuesto.

Dado un vector @ # 0 podemos generar, a partir de ¢l, un versor con su misma direccién y
sentido. Para esto debemos multiplicar el vector por un escalar cuyo valor es igual a la inversa de

su mdédulo
1
A= —= >0,
|
entonces
1 -
G=Xi=—=3=—. (4.13)
|| ||
Podemos ver que el médulo de este vector es
R . 1
la| = [A@| = — la| =
|l

4.3.2 Base vectorial

Hemos visto que podemos expresar un vector A como la suma de dos vectores que estén en
dos direcciones determinadas. Por otro lado, dos versores cualesquiera (no colineales) pueden
definir las direcciones a lo largo de las cuales queremos descomponer un vector. Al conjunto de
versores que definen estas direcciones se lo llama «base vectorial» (ver figura 4.25).
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Figura 4.26: Descomposicién del vector A

D

L
/ u

Figura 4.25: Versores de la base vectorial.

Por ejemplo, consideremos los versores @ y ¥ que definen la base que se muestra en la ﬁgura
4.25, en cuyas direcciones queremos descomponer un vector A Llamamos a estos vectores A1

y AQ, que cumplen
A=A + 4,
como se muestra en la figura 4.26.

A1y As son los vectores en los cuales se descompone el vector A segtin las direcciones de @

y ¥ respectivamente. Como A7 y @ son vectores paralelos, al igual que A5 y 9, podemos escribir:

—

A = Aya ; Ay = Ayb.
Por lo tanto
z‘I‘:A’l—‘y—fI‘Q:Auﬁ—‘rAvv,

donde A,, y A, son dos cantidades escalares que se denominan «componentes» del vector A
en las direcciones de @ y 0 respectivamente.
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Figura 4.27: Base ortonormal cartesiana.
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Figura 4.28: Descomposicién de un vector A en una base cartesiana.

4.3.3 Vectores en un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales

Asi como con un versor podiamos generar todos los posibles vectores sobre la direccién
definida por el versor, con un par de versores no paralelos podemos generar todos los posibles
vectores en el plano. Una base vectorial muy usada, y que utilizaremos habitualmente, es la base
ortonormal ilustrada en la figura 4.27 en la cual los versores que la definen son perpendiculares
entre si. En el caso del sistema cartesiano ortogonal, que utilizamos para describir el movimiento
de los cuerpos que se mueven sobre un plano, los versores se ubicardn sobre cada uno de los ejes.
El versor que determina la direccién del eje « se denomina 2 y el que determina la direccién del
eje y se denomina .

Las componentes de un vector segin estas direcciones perpendiculares se llaman compo-
nentes ortogonales o componentes cartesianas (ver figura 4.28).

fTw y [fy son las componentes «vectoriales» en las que se descompone el vector A segun las
direcciones de los ejes « e y respectivamente. Por lo tanto, podemos escribir

A=A, + A, = Ai + Aj.

donde A, y A, son las componentes del vector A alo largo de las direcciones x e y respectiva-
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Figura 4.29: Dos vectores A y B con igual direccién y sentido opuesto.

mente, y son magnitudes escalares que pueden ser positivas, negativas o nulas.
Calculamos el médulo del vector utilizando el teorema de Pitdgoras expresindolo en fun-

4] = (/A2 + A2.

Direccién de un vector en un sistema cartesiano ortogonal

cién de estas componentes;

Podemos obtener la direccién y sentido de un vector A si conocemos las componentes car-
tesianas del mismo. La convencién usual es dar el 4ngulo 6 que forma el vector con el eje = en el
sentido antihorario. De la figura 4.28 deducimos que

04 = arcrg(A,/Az) .

Si permitimos que @ tome valores en el intervalo [0, 2 7), entonces el dngulo define ambos, di-
reccion y sentido del vector, ya que un vector A que forma un dngulo 0 4 con el eje x tendrd la
misma direccién, pero sentido opuesto a un vector B que forma un dngulo 0p = 64 + 7 con
el eje &, como muestra el ejemplo de la figura 4.29.

Pero debemos tener en cuenta que la funcién tangente tiene periodo 7, esto es, tg(6 +
m) = tg(#). Entonces para dos vectores que tienen igual direccidn pero sentido opuesto se
cumple que A, /A, = B, /B, por lo que una calculadora nos dard un tnico valor al evaluar
la funcién arcotangente usando las componentes de Aode B. Ademds, para vectores en el
segundo o cuarto cuadrante, la calculadora arroja un valor negativo para la arcotangente, en
el intervalo (—m/2,0). Entonces, para obtener adecuadamente la direccién y sentido de un
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Figura 4.30: Suma de vectores por regla del paralelogramo y por suma de componentes en una
base cartesiana.

vector como el 4ngulo que forma con el eje x, debemos tener en cuenta también el signo de sus
componentes para determinar unfvocamente dicho dngulo. Asi, para obtener el 4ngulo 04 €
[0,27) que forma A con el ¢je , al resultado arrojado por la calculadora para arctg(Ay/Az) =
ale debemos aplicar la prescripcidn siguiente:

Ay >0; Ay >0 elvectorestienel 1°" cuadrante = 04 = «
Ay <0; Ay >0 elvectorestienel 2° cuadrante = 04 = a + 7.
Si Ay <0; Ay <0 elvectorestienel 3° cuadrante = 04 = a + 7. (4.14)

i .
Ay >0; Ay <0 elvectorestienel 4° cuadrante = 04 = o+ 27.
Ay, =0; Ay >0 elvectorestdenel¢je y positivo = 4 = 7/2
A, =0; Ay <0 elvectorestd enel je y negativo = 64 = 37/2

Suma de dos vectores en un sistema cartesiano ortogonal
Supongamos que deseamos determinar el vector suma de dos vectores C = A+ B.

Podemos calcular esta suma mediante la regla del paralelogramo, como se muestra en la figura
4.30, o expresar estos vectores utilizando los versores y sus componentes cartesianas,

A=A,i+ Aj; B=B,i+Byj; C=Cpi+C,j. (4.15)

Calculamos entonces la suma utilizando las expresiones (4.15),
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y podemos identificar las componentes del vector C

Cp=A, + By ; C,=A, + B,.

Entonces vemos que la suma de dos vectores es igual a otro vector cuya componente en una
determinada direccién es la suma de las componentes de cada uno de los vectores en dicha di-

reccién.

Resta de dos vectores en una base ortogonal

Para realizar la resta de dos vectores, C' = A — B, procedemos de manera similar ala suma,
pues podemos pensar esta resta como la suma de dos vectores C = A + (—B). Expresando
0s vectores en términos de sus componentes cartesianas, ecuaciones (4.15), tenemos que
1 t t d t t 4.15),t

—B = — B,i — Byj,

por lo que obtenemos
A+ (-B)=A-B

— A0+ Ayj — Bpi— Byj
(Ae — Bz)i + (Ay — By)J,

Q
Il

donde

C,=A4,-B, ; Cy=A, —B,.

Por lo tanto, el vector resta de dos vectores es igual a un vector cuya componente en una deter-
minada direccién es la resta de las componentes de cada uno de los vectores en dicha direccién.

Multiplicacién de un vector por un escalar en una base ortogonal

SiA y B, cuya expresién en componentes es dada por las ecuaciones (4.15) cumplen B =
A A esto quiere decir que

entonces

ademis

1Bl = /B2 + B2 = \JO\Au)2 + (A A,)2 = |\ 42 + 42 = |\ | 4].
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Figura 4.31: Dos ejemplos de vectores A y B y el dngulo o entre ellos.

Otras notaciones

En muchos libros se identifica los vectores utilizando una letra en negrita, Asz, pero dada
la dificultad de escribir letras en negrita en un pizarrén o un cuaderno, no utilizaremos esta
notacién.

Otra notacién muy utilizada es escribir las componentes cartesianas del vector como un par
ordenado de niimeros reales. En particular, si escribimos los versores base como

:(170) ; j:(O,l),

obtenemos para un vector A dado,

A=Ai+ A, j= (A A).

A esta notacién la usaremos en algunas ocasiones, siempre que trabajemos en un sistema de
coordenadas cartesiano ortogonal.

4.3.4 Producto escalar

El producto escalar (también denominado producto interno o producto punto) es una ope-
racién entre dos vectores cuyo resultado es un escalar. Dados dos vectores A y B , como los mos-
trados en la figura 4.31, que subtienden entre si un dngulo «, el producto escalar entre ambos
estd definido como el producto de los médulos de los vectores por el coseno del dngulo com-

prendido,

A - B = |A||B| cos(a),

donde el dngulo subtendido cumple 0 < a < 7

Como dijimos, el producto escalar entre dos vectores no nulos, A - B, da como resultado
un escalar. Este serd positivo si 0 < o < /2, negativosim/2 < o < m,0cerosi o = /2.
A partir de la definicién del producto escalar se desprende que:

1. El producto escalar es conmutativo

A-B=EB-A.
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El producto escalar es distributivo respecto a la suma de vectores

(A+B)-C=A.-C+B.-C. (4.16)

El producto escalar de un vector por si mismo es igual al médulo del vector elevado al
cuadrado.

A - A = |A]|A] cos(0) = |A]*.

Como consecuencia de esto se verifica que el producto interno de un versor por sf mismo
es igual a uno (en particular? - ¢ = 1yj - j = 1).

Multiplicacién por un escalar

—

(MA) - B=A-(AB)=XA-B. (4.17)

El producto escalar de dos vectores no nulos (/_f # Oy B # 0) perpendiculares entre
si(A L B)esigual acero.

A . B = |A||B| cos(r/2) = 0.

Por lo tanto el producto interno entre los versores que definen la base cartesiana es igual
acero,? - 7 = 0. Entonces, cuando deseamos demostrar que dos vectores no nulos son
perpendiculares solo debemos calcular el producto escalar entre ellos y verificar que es
igual a cero.

Es posible determinar el angulo que subtienden dos vectores entre si. De la definicién de
producto escalar

A - B = |A]|B| cos(a),

despejamos el coseno del dngulo subtendido,

A-B A B
COS(OZ) = S — TS TS, (418)
|AllB]  |A] |B
obteniendo finalmente
cos(o) = A - B.

Se puede determinar la proyeccién de un vector C' en una determinada direccién.



Figura 4.32: Producto escalar de un vector por un versor.

Para esto realizamos el producto escalar entre el vector dado y un versor 4 que define dicha
direccién (ver figura 4.32).

. 4= |C_"| |t] cos(B) = ‘C;‘ cos(83)

Como puede verse en la figura 4.32, C - desla proyeccién del vector C sobre la direccién
definida por .

Si se tienen dos vectores, A y B , y deseamos calcular la componente o proyeccién de uno de
ellos, supongamos el vector /Y, alo largo dela direccién de B (ver figura 4.33), debemos calcular
el producto escalar del vector A con un versor con la misma direccién y sentido del vector B.
Sabemos que podemos definir un versor en la direccién del vector B como:

de esta manera

L
Sy

B=A. = = |/_f| cos(a) . (4.19)
| B
Podemos encontrar las componentes de un vector (por ejemplo el vector C mostrado en la

figura 4.34) en una base ortogonal, haciendo el producto escalar del vector por los versores que
definen la base.

c . C cos(a) = OP = C,,

<>
I

é-jocos(ﬁ):@ZCy.

Para un vector D en el segundo cuadrante (ver figura 4.35) tendremos que

D-i= D cos(a) = —D cos(m —a) = —OP = D,,
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Figura 4.33: Proyeccién de un vector en una direccién.

¥

>
=

Figura 4.34: Proyeccién de un vector en una base cartesiana.
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Figura 4.35: Proyeccién de un vector en el segundo cuadrante en una base cartesiana.

l_j-jZDcos(ﬁ):@:Dy.

Si repetimos el cdlculo con vectores en cualquiera de los cuadrantes verfamos que el resulta-
do serfa el mismo, es decir que para todo vector Aenel plano podemos encontrar sus compo-
nentes en un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal haciendo el producto escalar de este
vector por cada uno de los versores que definen la base.

A-i=A4, ; A-j=4,.

Producto escalar en coordenadas cartesianas

Dados dos vectores A y B, expresados en sus componentes cartesianas, el producto escalar
entre ambos resulta

A-B = (Asi+ Ay)) - (Bai + Byj),

aplicando la propiedad distributiva (4.16) y de multiplicacién por escalares, (4.17), tenemos

A-B=ABa(i-0) + AcBy (i) + AyBo (3~ 1) + Ay By (- J).
teniendoen cuentaque? - 2 = j- ) =1let - ) =7 -1 =0,resulta

A-B=A,B, + A4, B,.

Este resultado también puede obtenerse a partir de la primera definicién que dimos para el
producto escalar. Sean los vectores A y B de la figura 4.36, su producto escalar es

A - B = |A||B| cos(a) = |A||B| cos(5 — 04),

desarrollando el coseno de la diferencia de los dngulos
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Figura 4.36: Producto escalar de dos vectores.

A.-B= |[1'| |§| cos(04) cos(fp) + |ff\ |§|sen(9A)sen(€B)
= |A] cos(04) |B| cos(0p) + |A|sen(64) |B]|sen(d5), (4.20)

podemos identificar en esta expresion a las componentes de los vectores Ay B,

A, = |A] cos(04); A, = |A|sen(04); B, = |B| cos(0p); B, = |B|sen(0p).

Reemplazando estas expresiones en (4.20) obtenemos el producto escalar de dos vectores en
términos de sus coordenadas cartesianas,

A-B=A,B, + A, B,.

Con esta forma de calcular el producto escalar resulta ficil verificar que el producto escalar
de un vector por sf mismo es igual a su mddulo al cuadrado

A A= (A + Ay)) - (Agi + Ayj) = A2 + A2 = |A]%. (4.21)

También es posible calcular el 4ngulo entre dos vectores en términos de sus componentes
cartesianas a partir de la ecuacién (4.18),

A-B . .
cos(a) = ——= = A - B, (4.22)
Al |B]
obtenemos
A, B, + A, B
cos(ar) = A By

JAz+ 3B+ By
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Figura 4.37: Los vectores A = 87 + 6jy§ = —67+ 4).

Ejemplos:

Apliquemos los conceptos arriba vertidos en algunos ejemplos particulares. Supongamos
que tenemos los vectores A y B , que expresados en el sistema de coordenadas cartesiano de la
figura4.37son A = 87 + 6jyB = —6i + 4].

« Calculemos el médulo de los vectores A y B. De acuerdo a la ecuacién (4.21) tenemos

|A| =/82 + 62 = 10;
|B] =/(—6)% + 42 = V52 = 7,211.

* Calculemos direccién y sentido de los vectores A y B. La direccién y el sentido de estos
vectores pueden determinarse dando el valor del dngulo  que forman con el eje = segtin la
ecuacién (4.14). Como Aestienel primer cuadrante, tenemos que 04 = arctg(A4,/Ag),
mientras que, como Bestienel segundo cuadrante serd 0 = arctg(B,/B,) + 7. Por
lo tanto

04 = arctg (g) = arctg (i) ~ 0,643 rad ~ 36,87°

4 2
Op = arctg r +m = —arctg 3 + 7

~ (—0,588 + 7)rad = 2,55rad ~ 146,31°.

2

* Determinemoslos versores en las direcciones delos vectores A y B. Aplicando laecuacién
(4.13) obtenemos
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L1 .1
A= — A= _—_(8i+6j) = 0,80+ 0,6];
A 10 ¢ 7) J
B—LE—i(—62+4A)~—0832€+0555A
|B'| \/53 j - ) ) ]'

* Generemos un vector O que tenga la misma direccién y sentido que el vector A pero de
mdédulo 12 y otro vector D que tenga la misma direccién y sentido opuesto al vector B
y que sea de médulo 2.

Sabemos que si conocemos un versor en una determinada direccién, a partir de él pode-
mos generar todos los vectores en dicha direccién. Para ello debemos multiplicar el versor
por un ndmero cuyo valor absoluto sea igual al médulo del vector que queremos generar
y cuyo signo sea positivo si queremos que el vector tenga el mismo sentido que el versor
0 negativo si queremos que tenga el sentido opuesto. Por lo tanto

C=124 =960+ 7,2j;
D= —-2B =1,6647 + —1,110].

* Calculemos el 4ngulo que forman los vectores A y B entre sf. De acuerdo a la ecuacién
(4.22)

cos(0ap) = A-B = (0,81 + 0,6)) - (=67 + 47)/v/52

6
= —0,333 = 04 ~ 1,91rad ~ 109,44°,

T5VI3

que coincide con el valor que obtenemos si calculamos 04 = 0p — 04.

4.4 Descripcion vectorial del movimiento en el plano

4.4.1 Vector posicion

Identificaremos con un vector el punto del plano donde se encuentra ubicado el cuerpo
cuyo movimiento queremos describir, a este vector lo denominaremos «vector posicién» y lo
denotaremos generalmente con la letra 7 (ver figura 4.38),

r=zi+yj; or=r=Va?+ y?.
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Figura 4.38: El vector posicién que sefiala la posicidn del cuerpo.
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Figura 4.39: Trayectoria de un mévil y el vector posicién en un instante dado.

4.4.2 Funcion vectorial de movimiento

Hemos visto que la posicién de un punto en el plano puede ser dada por un vector deno-
minado «vector posicién del punto», determinado por sus coordenadas cartesianas. También
vimos en la seccién 4.2 que para describir el movimiento de un cuerpo sobre el plano necesita-
mos dos funciones de movimiento, (t) e y(t). Ya que su vector posicién variar4 con el tiempo
y en cada instante tendremos un vector posicién determinado por las coordenadas = e y del
cuerpo en ese instante, tenemos entonces un vector que es funcién del tiempo, ¥ = 7(t). Si
describimos el movimiento en una base ortonormal correspondiente a un sistema de coordena-
das cartesiano ortogonal tendremos,

Por lo tanto, describiremos el movimiento de un cuerpo en el plano por medio de una «funcién
vectorial de movimiento» (t), como se muestra en la figura 4.39.
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y 3
"= 7(ty)
7y = 7(t7)
Ar AF =7 -7
21
Ty
0] x

Figura 4.40: Vectores posicion en dos instantes y su correspondiente vector desplazamiento en
[t1, t2].

4.4.3 Vector desplazamiento

Dados los vectores posicién 7, = 7(t1) y 72 = 7(t2), paralos instantes ¢ < 2 respectiva-
mente, definimos el «vector desplazamiento» como el vector A7 = 75 — 7. Como vemos en
la figura 4.40, este vector comienza en la posicién sobre la trayectoria que ocupaba el cuerpo en
el tiempo ¢; y finaliza en la posicién sobre la trayectoria donde estaba el cuerpo para el instante
19; en resumen comienza en el extremo del vector posicién 7 y termina en el extremo del vector
posicién 7. El médulo del vector desplazamiento es igual a la longitud del segmento que une
ambos puntos sobre la trayectoria.

4.4.4 Vector velocidad media

La funcidn vectorial de movimiento define la posicién del cuerpo en todo instante, pero
podemos complementar esta informacién dando, ademds, la direccién, sentido y rapidez del
movimiento. Si bien, cuando analizamos el movimiento de cuerpos en una dimensién conclui-
mos que la velocidad media no era un pardmetro que permitiera caracterizar adecuadamente
el movimiento de cuerpos, igualmente exploraremos qué informacién puede brindarnos en el
movimiento bidimensional. Definimos el «vector velocidad media» como:

= F(tg) — F(tl) A7
t1,tg) = ———m—— = —
U( 1, 2) t2 — tl ﬁt )
donde A7 = 7(tg) — 7(t1) y At = to —t;.Comoty = t1 + At, podemos escribir

7(t1 + At) — 7(t1)
At '

Como t; es un instante arbitrario, podemos omitir el subindice y llamar al instante en cuestién
simplemente ¢,

o(ty, At) =
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7(t + At) — 7(t)
At ’

Notemos que el vector ¥ es el resultado de multiplicar el vector A7 por el escalar 1/At;

i(t, At) =

entonces el vector velocidad media tendr4 la misma direccién y sentido que el vector A7 pues
At > 0. Ademis su médulo serd [T] = |A7]/At.

A continuacién analizaremos el comportamiento del vector velocidad media para algunas
funciones de movimiento particulares:

1. x(t) =a1t+ ay ; y(t) = byt + bo.

AF = 7t + At) — 7(t)
la1 (t + At) +agli+ [by (t + At) + bo]j— (a1t + ag)i— (b1t + bo) )
(art+a1At+ap—art—ap)? + (b1t+b At+byg—bit—0bg)J

= a1 At + by At ],

por lo tanto la velocidad media serd

= A7 P4 by
V= —— =2a11 1]
At ’
siendo en este caso ¥ un vector constante. Analicemos cémo es la trayectoria del cuerpo
cuando sus funciones de movimiento son las dadas en este ¢jemplo, (t) = ait +

ap; y(t) = b1t + bo:

T — Qo
t(z) = o = ylz) = o @

b bop — apgb
711:_’_6110 a01.

Como vemos en la figura 4.41 la trayectoria es una linea recta y en este caso, sin importar
cudl sea el valor de t y At, el cdlculo del vector velocidad media nos dard el mismo resulta-
do. Este movimiento es el ya considerado «movimiento rectilineo uniforme» (MRU).

2. 2(t) = ast® ; y(t) = bat? + by.

A7

F(t + At) — #(t)
az (t + At)*0 + [ba (t + At)* + o] j — ast®t — (b2 t” + bo) j
az (* + 2t At + At?) i+ [by (£ + 2t At + At?) + b))
azt?i — (bat* + bo) )

= (a2t AL + ag A?) i+ (b2 2t At + by At?) ]

= At (2t + At) (a7 + ba)) -

Entonces la velocidad media en este caso resulta
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7(t + Ab)
(1)

Figura 4.41: Movimiento rectilineo uniforme, MRU, en el plano.

- AT S b
U= % = 2t + A (a2i + baj)

Vemos que, en este ejemplo, el vector U es el vector constante as 7 + by J multiplicado por
elescalar (2¢ 4+ At), es decir que es un vector que siempre estd sobre la misma direccion
y que solo modifica su médulo y sentido dependiendo de los valores de ¢ y At. Analice-
mos cudl es la trayectoria del cuerpo para estas funciones de movimiento suponiendo que
a2, by > 0y by < 0; entonces

b
t(zr) = £,/ — = y(;v):—Qw—i—bo ;o x>0,
az az

El grifico de la trayectoria (figura 4.42) muestra que en este ejemplo el movimiento del
cuerpo también es rectilineo, sin embargo el vector ¥’ tiene una direccién constante pero
sumédulo y sentido dependen de t y At.

a(t) = art 5 yt) =bat? 5 ai, by >0

AF= 7t + At) — 7(t)
=ai(t + At)i + by (t + At)?) — arti — bat?)
= a1 Ati + by (2t At + At
=Atari + by (2t + At)J] .

Entonces, para este ejemplo, el vector velocidad media resulta

= _ Ar R R
V= =a1?+ by (2t + At)].
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Figura 4.42: Vectores posicién y vector desplazamiento para el ejemplo 2.

Para realizar un mejor andlisis del vector velocidad media para este ejemplo veremos cudl
es la trayectoria de un cuerpo con estas funciones de movimiento.

T b
o) = = = ) = 34’
1

Como se observa en la figura 4.43, para este ejemplo el vector A7, y por lo tanto el vector
velocidad media, pueden modificar su direccién y médulo en un ¢ fijo dependiendo del
valor elegido para At.

En los ejemplos anteriores hemos visto que el vector velocidad media, salvo en algunos casos
particulares, modifica su médulo, direccién y sentido dependiendo del valor elegido para At.
Esto indica que el vector ¥ no es un buen pardmetro para la descripcién del movimiento del
cuerpo. Por tanto necesitamos, de manera similar a lo realizado cuando analizamos movimientos
unidimensionales, definir una magnitud que solo dependa del punto sobre la trayectoria donde
se encuentra el cuerpo o del instante de que se trate. Para ello definiremos lo que llamamos
«vector velocidad instantinea» o simplemente, «vector velocidad».

4.4.5 Vector velocidad

Definimos el «vector velocidad» como el limite del vector velocidad media cuando
At — 0:

(t) = lim ¢ = lim (4.23)

En general, si tenemos un vector A que depende de una variable z, es decir A = A(z), se

define la derivada del vector A(z) con respecto a z como
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A7

7t + At
r(t)
F(t + At)

0 X

Figura 4.43: Vectores posicién y desplazamiento para varios intervalos de tiempo para el ejemplo
3.

dA(z) Az + Az) — A(2)
= lim )
dz Az—0 Az

entonces la ecuacién (4.23) nos dice que el vector velocidad es la derivada del vector posicién
respecto al tiempo,

Analicemos cémo podemos hacer esta derivada de un vector, pues hasta ahora solo sabe-
mos derivar funciones escalares. Si el vector posicién estd dado en términos de sus componentes
cartesianas como

t) = xz(t)i + y(¢) 7, (4.24)

derivando respecto al tiempo la ecuacién (4.24), y utilizando las reglas de derivada de una suma
y derivada de un producto, tenemos

_drt) _ dl=z()i] | dly(®)]]

o) . dt dt
_dx(t) . di  dy(t) . dj
=—g it x(t)£ tg It y(t)% , (4.25)

pero como los versores 2 y 7 son constantes, su derivada es nula, por lo que la ecuacién (4.25) se
reduce a

da(t) . dy(®) . _ .
a 1+ ar )= v+ vy ).

Notar que esta expresién es vlida porque los versores base son constantes, si este no fuese el caso
habria que incluir en el cdlculo términos provenientes de las derivadas de los versores respecto

(t) =
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al tiempo. También observemos que, al igual que el vector posicidn, el vector velocidad es una
funcién vectorial del tiempo.

Calculemos el vector velocidad para los ejemplos simples para los cuales calculamos el vector
velocidad media.

1. a:(t) = Cllt + Qg 5 y(t) = blt + bo.

Para este ejemplo el vector posicién es

F(t) = (alt + ao)i'f- (blt + bo)j,

obtenemos ahora el vector velocidad derivando el vector posicién

dr(t
_ ¢ =a1?+ b1].

ut) = —

Para estas funciones de movimiento el vector velocidad es un vector constante y resulta
igual al vector velocidad media. Este es el tinico caso en que ocurre y es debido a que como
la velocidad es un vector constante corresponde a un movimiento rectilineo uniforme.

2. 2(t) = axt® ; y(t) = bat? + by.

En este caso, los vectores posicién y velocidad son

F(t) = agt?i + (bot® + bo)j ; U(t) = dzl—g) = 2t(azi + baj). (4.26)
El vector velocidad es un vector constante multiplicado por un escalar (2t) que depende
del tiempo. Por lo tanto este vector, dependiendo del valor de ¢, puede modificar su mé-
dulo y sentido pero no su direccién. Si recordamos que la trayectoria que corresponde a
estas funciones de movimientoes y(z) = (bz2/az) z + by (z > 0), entonces sabemos
que corresponde a un movimiento rectilineo.

3. 2(t) = art ; y(t) = bot? ; ag, by > 0.

Para un cuerpo con estas funciones de movimiento, los vectores posicién y velocidad son:

dr(t
F(t) = a1 ti + byt*j 5 U(t) = :l(t) = a11+ 2bst],

cambiando en este ejemplo tanto el médulo como la direccién de ¥.

4.4.6 Trayectoria y vector velocidad
Al vector velocidad lo hemos definido como

_ A | AF

= — = lim ¥
dt AtS0 AL AlSo’

i(t)
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A7

7(t+ At)

Figura 4.44: Vectores posicién y desplazamiento para un instante dado y tres valores del inter-
valo de tiempo.

analicemos, desde un punto de vista geométrico, qué ocurre con el vector ¥ cuando hacemos
tender At a cero.

El vector © tiene la misma direccién del vector A7 y, por lo tanto, ambos estin sobre la
secante que une los dos puntos de la trayectoria elegidos para el cdlculo. A medida que At — 0
seve que 7(t + At) — 7(t) yladireccién de A7 tiende a alinearse con la de la recta tangente
a la trayectoria en el punto P. Como ¥ tiene la misma direccién que A7y ¥ — ¥ cuando
At — 0 entonces se puede visualizar en la figura 4.44 que la direccidn del vector velocidad en
un punto de la trayectoria es la de la recta tangente a la trayectoria en dicho punto, obteniéndose
para el vector velocidad en ese instante el vector mostrado en la figura 4.45.

Veamos esta tlltima afirmacién en el ejemplo 3 recientemente analizado. Si las funciones de
movimiento son z(t) = aytey(t) = by t?, la trayectoria que describe el cuerpo es :

X b2 2
t(r) = — = Tr) = —Sx°,
@ =2 o) =
o sea una pardbola, como se muestra en la figura 4.46. El vector posicién es 7(t) = a1 ti +

bo t% jy el vector velocidad es 7(t) = a12 + 2bat ).
Si el mévil se encontraba en la posicién (z1,y1) ent = t1, entoncest7 = x1/ay yel
vector velocidad evaluado en ¢ es

b
’U(tl) = a1i+ 2*2 Jilj,
ai

y la pendiente m de la recta tangente que contiene al vector velocidad es
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7(t)

Figura 4.45: Direccién del vector velocidad respecto a la trayectoria.

Figura 4.46: Trayectoria y recta tangente en un punto para el ejemplo 3.
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B(t) v(t)
_—

AV <——>
_— >
> L— Av
v(t+ At) B(t + At)

Figura 4.47: Vectores velocidad en dos instantes y A¥ en el caso en que estos no cambian su
direccién con el tiempo.

v b2
m= -4 =2 —5 X1 .
Vg a
Por otro lado, podemos calcular la pendiente p de la recta tangente a la trayectoria en el
punto (21, y1) mediante la derivada de la funcién que define la trayectoria

_dy _ob . _
—df = 72371 . p=m.
xz:azl a’l

Como vemos, la pendiente de la recta que contiene al vector velocidad y la pendiente de la recta
tangente a la trayectoria en dicho punto son iguales, por lo tanto se verifica que el vector veloci-
dad es tangente a la trayectoria.

4.4.7 Vector aceleracion

Cuando analizamos el caso del movimiento unidimensional habfamos definido la acelera-
cién como la magnitud que da informacién de cémo cambia la velocidad con el tiempo. En el
caso unidimensional tenfamos que:

dv d?z
a=— = —.
dt dt?

Ahora, en el movimiento bidimensional la velocidad es un vector y por lo tanto el cambio
dela velocidad en el tiempo deber4 dar cuenta del cambio de un vector en el tiempo. Un vector,
y particularmente el vector velocidad, puede cambiar de diversas maneras:

a) cambiando solamente el médulo y/o sentido sin modificar su direccidn, como se muestra
en la figura 4.47.

b) cambiando solamente de direccién sin modificar su médulo, como se muestra en la figura
4.48.

¢) modificando médulo y direccién simultdineamente, como se muestra en la figura 4.49.
Notar que este andlisis es también vilido para el vector posicién 7(t), pero por razones que
quedardn claras mds adelante, resulta particularmente importante tenerlo en cuenta al estudiar
la aceleracién.

Definimos al vector aceleracién como
dv ot + At) — 9(t) . AT

Yy — =Y
dt . AtSo At AtSo AL

a(t)
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Figura 4.48: Vectores velocidad en dos instantes y A% en el caso en que estos no cambian su
médulo con el tiempo.

ﬁ(t) A

T(t + At)

Figura 4.49: Caso mds general, donde #/(¢) cambia médulo, direccién y sentido.
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B(t)

T(t + At)

trayectoria

N\

v(t)
AV

P(t + At)

Figura 4.50: Evolucién de v(t) sobre la trayectoria.

Lo que nos dice que el vector aceleracién tiene la direccién y sentido del vector AT en el limite
At — 0.Si0(t) es dado en coordenadas cartesianas, tenemos

_W_ 4 oz y | By
dt dat ’

= (U:I: 1+ vy j) =
que nos permite identificar las componentes cartesianas del vector aceleracién

=% =@

dv, dv,
“=TE WS g

como U = % podemos escribir

. d (df) d*7 d’z . d*y .
= +

“Ta\at) A T ae T A

Sabemos que el vector velocidad es tangente a cualquier punto sobre una trayectoria, y nos
preguntamos qué podemos decir respecto al vector aceleracion. En particular, si elegimos dos
puntos en los instantes ¢ y ¢ + At sobre una trayectoria, por ejemplo la mostrada en la figura
4.50, debemos analizar la evolucién de AY/At cuando At — 0 para comprender el compor-
tamiento del vector aceleracién.

En el caso que ' # 0, resulta de utilidad describir el vector velocidad como el producto de
su médulo por su versor,

u(t)
()]

Toda vez que utilicemos este versor, daremos por entendido que estamos considerando esta

’(/):

situacion.

Para una mejor comprensién de este tema analicemos primero algunos €asos simples:
a) Sea un mdévil que se desplaza en una trayectoria lineal, por lo tanto el vector velocidad solo
puede cambiar de médulo y/o sentido pero no su direccién. El vector velocidad en los instantes
tyt + At es como se muestra en la figura 4.51.

En este caso el versor ¥ no depende del tiempo. Entonces podemos escribir

o(t) = v(t)o ; Ut + At) = v(t + At) 0,
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Figura 451: 7 paraun mdvil en una trayectoria rectilinea en dos instantes y el correspondiente

AY.

donde v(t + At) eslacomponente de #(t + At) enladirecciénde 9, v(t + At) = 0(t +
At) -0, la cual serd positiva si ¥(t) y U(t + At) tienen igual sentido y negativa si tienen sentido
opuesto. Asf obtenemos en el caso que estamos analizando,

AT =t + At)d — v(t) D = [v(t + At) — v(t)] 0 = Av o,

entonces

U A7) At) —
_ v ) U _ m v(t + At) v(t){)

a = lim —
dt Ao AL Ao At ’

como ¥ no depende del tiempo resulta

_ dv |
=7 0.

Vemos que el vector aceleracién en un movimiento rectilineo tiene la misma direccién que
la velocidad, es decir que @ // ¥. Escribiendo @(t) = a(t) ¥, la componente a(t) coincide con
la aceleracién de un movimiento unidimensional. A este vector aceleracién, paralelo al vector

ST

velocidad, lo llamaremos «vector aceleracién tangencial» y lo denotaremos como @ 6 d, pues
su direccién es tangente a la trayectoria,

dv |
TR

Por lo tanto la aceleracién tangencial es la responsable de modificar el médulo del vector
velocidad sin afectar la direccién del mismo. Dicho médulo aumentari (el cuerpo se acelera) si
%’ > 0y dy ¥ tienen el mismo sentido; y disminuir4 (el cuerpo se frena) si %’ < 0, en cuyo

6t:

caso @ y ¥ tienen sentidos opuestos.

Veamos un ejemplo: analicemos nuevamente el movimiento rectilineo estudiado en el ejem-
plo 2 de la seccién 4.4.5, en el cual las funciones de movimiento son z(t) = axt?ey(t) =
bo t* + bg. Asumiendo que ag, by > 0y by < 0, en la ecuacién (4.26) se muestra la expre-
sién de la trayectoria y la figura 4.42 su grifica cualitativa. Entonces, si estas son las funciones de
movimiento del mévil, los vectores posicién 7(¢), velocidad ¥/(t) y aceleracién @(t) son:

7= axt?i + (bat> + by) 7,

.
7= di; = Qasti + 2bat] = 2t(azi + bo ),
.
g = dit’ = 2(azi + baj).
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Vemos que, en este caso particular, en que la trayectoria es rectilinea, las expresiones obte-
nidas para ¥y @ son ambas proporcionales al mismo vector (a2 2 + b j); porlo tanto @ // .

b) Pensemos ahora que tenemos un mévil en una trayectoria no rectilinea, pero que es re-
corrida de manera tal que el médulo del vector velocidad permanece constante. Nuevamente
podemos escribir 7(t) = v(¢t) 0(t) y 0(t + At) = v(t + At)0(¢ + At). En este caso
particular, como el médulo es constante, v(t) = v(t + At) = v. Entonces:

L v dpo(t)]  dv. o (t)
Q= =—0 —Ev(t)—&-v

como v no depende del tiempo, su derivada es nula, obteniendo

d’—v@
odt

Esimportante notar que d9/dt no es un versor, esto es, su médulo puede en principio tomar

(4.27)

cualquier valor no negativo.

En el caso particular descripto por la ecuacién (4.27) no resulta evidente cudl es la direccién
del vector aceleracién. Intentemos realizar un andlisis mds minucioso. Sabemos que 7 // 0y, en
este caso particular, @ // d/dt. Ademds, como © es un versor, se verificaque ¥ - 0 = 1.Si
derivamos respecto al tiempo en ambos lados de esta ltima igualdad tenemos

el lado izquierdo de esta ecuacién es la derivada de un producto, el derecho la derivada de una
constante, por lo que se tiene
do P do 0
— . v U - —_— =
dt dt ’
usando la propiedad conmutativa del producto escalar obtenemos
do
=0, (4.28)
dt
De la ecuacién (4.28) se deduce que & L do/dt. Por lo tanto, siempre que un cuerpo se mue-
va sobre una trayectoria no rectilinea con un vector velocidad de médulo constante, el vector
aceleracion serd perpendicular al vector velocidad, @ L, como se muestra en la figura 4.52.
Este vector aceleracién que resulta perpendicular al vector velocidad lo llamaremos «vec-
tor aceleracién normal», y lo denotaremos como @ 6 @y El vector aceleracién normal es el
responsable de modificar la direccién del vector velocidad sin afectar su médulo,
. do
ap = UV —
dt’
lo que nos permite asegurar que todo movimiento no rectilineo es acelerado.
Como vemos en la figura 4.53, el vector aceleracién normal apunta siempre hacia la parte
céncava de la trayectoria.
Analicemos nuevamente la trayectoria circular descripta en el ejemplo 6 de la seccién 4.2.
Supongamos que las funciones de movimiento del cuerpo son z(t) = R cos(wt) e y(t) =
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Figura 4.52: Vectores velocidad y aceleracién para un cuerpo que se mueve en una trayectoria
no rectilinea con || constante.

#(6) (t + At)

(1) A

V(t + At)

Figura 4.53: Aceleracién normal a la trayectoria para un mévil con || = constante.
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R sen(wt), donde w es un ntimero positivo. La trayectoria que sigue este cuerpo es una circun-
ferencia de radio I descripta por la ecuacién 4.7. Los vectores posicién y velocidad del cuerpo

7(t) = R[cos(wt)i + sen(wt) ],
y
o(t) = g = Rw[—sen(wt)i + cos(wt) 7] . (4.29)

El médulo del vector velocidad es

7] = Rwy/[—sen(wt)]2 + [cos(wt)]2 = Rw.

Estas funciones de movimiento describen un cuerpo que realiza un movimiento circular
—ver ecuacién (4.7)— con un vector velocidad de médulo constante, por lo que debe tener
solo aceleracién normal. Este movimiento particular se denomina «movimiento circular uni-
forme» y serd analizado en detalle en el capitulo 5, pero corroboremos ahora el cardcter de su
aceleracidn.

Para obtener el vector aceleracién derivamos con respecto al tiempo la ecuacién (4.29),

dv
i=— = —Rw?[cos(wt) i + sen(wt) j],
y verificaremos que el vector aceleracién es perpendicular al vector velocidad calculando el pro-
ducto escalar entre ambos vectores,

QL
<
I

—R?w?cos(wt) i + sen(wt) j] - [~sen(wt) i + cos(wt) ]
= —R?W3[— cos(wt) sen(wt) + sen(wt) cos(wt)]
=0,

tal como esperdbamos al tratarse de un movimiento con v constante, comprobamos que@ L ¥.

Analicemos ahora qué caracteristica tiene el vector aceleracién en el caso mds general, en
que el vector velocidad modifica tanto su médulo, v = |, como su direccién, 9.

Por ejemplo, en la trayectoria de la figura 4.54, en el instante ¢ el vector velocidad es ¥/(t)
yenelinstante t + Ates (¢t + At). Como para calcular el vector aceleracién necesitamos
AT = ¥(t + At) — ¥(t) podemos graficar ¥(t) y U(t + At) como se muestra en la figura 4.55

Podemos descomponer al vector At en dos vectores; uno en la misma direccién del vector
¥, que denominaremos A%, (componente tangencial, o sea, estd en la direccién tangente a la
trayectoria), y otro que denominaremos componente normal (A#,) cuya direccién es perpen-
dicular a 7.

AUV = Aty + AT, .

Por lo tanto, si calculamos la aceleracién tenemos
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3(8) U(t + At)

v(t) A

D(t + At)

Figura 4.54: Trayectoria y vectores velocidad en el caso mds general en el que tanto médulo
como direccién y sentido de ¥ cambian en el tiempo.

-
Av t

v(t)

P(t + At)

Figura 4.55: Descomposicion de A%(t) en direcciones tangencial y normal a #/(2).

ST LA (AR AR A A,
T T Ao A Ao At T AtSo At atSo At
— & + @, (4.30)
donde
AR L AR,
S I -

La ecuacién (4.30) nos dice que al vector aceleracién lo podemos escribir como la suma de dos
vectores perpendiculares entre si definidos en la ecuacién (4.31). Uno de ellos denominado a;
(«aceleracién tangencial») que tiene la misma direccién que ¥, y por lo tanto es el responsable
de modificar el médulo y sentido del vector velocidad, y la otra componente, denominada @,
(«aceleracién normal»), perpendicular a ¥’y responsable de modificar la direccién del vector
velocidad.

Para determinar las componentes tangenciales y normales a la trayectoria del vector acele-
racién debemos escribir al vector velocidad como el producto de su médulo por un versor que
define su direccién, ¥ = wv(t) 0(t). Para calcular la aceleracién derivamos el vector velocidad
expresado de esta manera,

=% - Lymow) = Do 10 ® (4.32)
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Figura 4.56: Descomposicién de @ como @y, + d.

Como vemos en la ecuacion (4.32) el vector aceleracién estd expresado como la suma de dos
vectores, uno en la direccién de U, que por lo tanto es la componente denominada aceleracién
tangencial. El segundo término de la suma es un vector en la direccién de do/dt, que hemos visto
tiene la direccién perpendicular a ¥/, y que corresponde a la componente normal a la trayectoria
del vector aceleracidn,

. . dv . . do
at:a//:av ; an:al:va.

Resumiendo, el vector aceleracién puede descomponerse como la suma de dos vectores per-
pendiculares entre si y cuyos efectos sobre el vector velocidad son bien diferenciados. Uno de
ellos en la direccién del vector velocidad, denominado «aceleracién tangencial», @y, que es res-
ponsable de modificar el médulo y sentido del vector velocidad. El otro, en la direccién perpen-
dicular al vector velocidad, denominado «aceleracién normal», @y, es el responsable de modi-
ficar la direccidn del vector velocidad.

En el caso en que se anula el médulo del vector velocidad, el versor ¥ no estd definido y no
es vélido usar las expresiones en las cuales estd involucrado. Sin embargo, en los instantes para
los cuales || = 0, si existe aceleracién, esta ser4 solo tangencial.

Analicemos ahora cémo calcular las componentes tangencial y normal de la aceleracién
cuando el vector aceleracion estd expresado en términos de sus componentes cartesianas. Como
vemos en la figura 4.56 lo que deseamos es encontrar las componentes del vector aceleracién en
las direcciones tangente a la trayectoria y perpendicular a la misma.

Para calcular la componente tangencial a la trayectoria del vector aceleracién, utilizamos el
versor velocidad, ¥ = /|| y de acuerdo a la ecuacién (4.19), tenemos que

ar(t) = a(t) - o(t),

y escribimos el vector aceleracién tangencial como

Et:at :(Eﬁ)ﬁ:<

>
QL
=i =
N——
=i =
I
N
g‘ o
NIRST
N———
S

que en coordenadas cartesianas se reduce a
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L [agvz + ay vy R R
ay = (M> (V27 + vy J) - (4.33)

Una vez conocidos los vectores aceleracién total y tangencial, podemos escribir el vector
aceleracién normal como
ap = a — dy. (4.34)

Apliquemos lo visto anteriormente a un ejemplo particular. Supongamos que deseamos
calcular el vector aceleracién tangencial y normal, en ¢ = 1's, de un mévil cuyo vector posicién

es
Ft) = (2@2 2 — Qm) P+ (—1@3 4 o t)j, (4.35)
s s s
entonces, los vectores velocidad y aceleracién serdn
oM m o my . L M m .

Evaluando los vectores velocidad y aceleracién ent = 1 s obtenemos
i(ls) = (40— 1)) 2 d(ls) = (40 — 6)) =
s s

Utilizando la expresion de la ecuacién (4.33) obtenemos que el vector aceleracidn tangencial

es
. 2 . ..m
at(ls) = T? (4Z - ]) 5723
y, de acuerdo a la ecuacién (4.34), el vector aceleracién normal es
20 m
g, (1s) = @(1s) — @y(1s) = —— (i + 47) 2.
inl1s) = (1) — @(1s) = —20 (1 + 47) 0

La trayectoria de este mévil y los vectores @, @ y dp, calculadosent = 1 s pueden verse en
la figura 4.57.

4.4.8 Determinacion del vector posicion a partir del vector aceleracion

Como vimos en el capitulo 3 al analizar el movimiento unidimensional, en general no co-
nocemos la funcién de movimiento del cuerpo, sino que tenemos que determinarla a partir de
la aceleracién del mismo, que es una magnitud usualmente accesible experimentalmente. En el
caso de la descripcién del movimiento de cuerpos que se mueven en el plano la situacién es total-
mente similar, simplemente debemos reemplazar la relacién (3.2) por su equivalente utilizando
vectores,

dv d?7
dt — dt?’

Por lo tanto, lo primero que podemos determinar es el vector velocidad, integrando el vector

—

aceleracién con respecto al tiempo.
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t=2s

Figura 4.57: Trayectoria del mévil con 7(t) dado por la ecuacién (4.35) parat € [—2s,2s],
mostrando @, Gy dpent = 1s.

() = / ddt. (4.36)

Notar que al integrar deberemos incorporar ahora un vector constante c que juega el mismo rol
que la constante de integracién C' discutida en la seccién (3.6), esto es, define cudl es la primitiva
particular de d@(t) que corresponde al vector velocidad.

Pero, ¢cémo se realiza la integracién de un vector? También resulta una simple generaliza-
cién de integracién de funciones si trabajamos en coordenadas cartesianas, donde los versores
base son constantes. En este caso la ecuacidn (4.36) se escribe como

(t)

/d(t)dt - /[ax(t)i—i-ay(t)j} dt

( / ax(t) dt> i+ < / ay(t) dt) 7, (4.37)

donde cada una de las integrales corresponde a una funcién y se realizan como aprendimos en
el capitulo 3. Los casos en que los versores base dependen de la variable de integracién escapan
al nivel de este libro, por lo que no serdn tratados aqui.

Nuevamente continuamos de manera similar a lo realizado en movimientos unidimensio-
nales para calcular el vector posicion a partir del vector velocidad,

7(t) = /6(t) dt = /[Uz(t)i-i-vy(t)j] dt

= </ vy (1) dt> i+ (/ vy (t) dt) j. (4.38)
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También aqui al integrar debemos incluir un vector constante de integracién que nos deter-
mina la primitiva particular que corresponde al vector posicién sujeto a las condiciones dadas
para el mévil en cuestién. Las ecuaciones (4.37) y (4.38) nos dicen entonces que para obtener el
vector posicién partiendo del vector aceleracién, debemos conocer dos vectores constantes de
integracién. La interpretacién fisica de estos vectores es la misma que en una dimensién, pero
como ahora tenemos una dimensién extra, debemos duplicar el nimero de constantes. Asf las
condiciones (1) 6 (2) que dimos en la seccién 3.6 para determinar unfvocamente el movimiento
se generalizan ahora a alguna de las siguientes condiciones:

1. Debemos dar como dato el vector velocidad del mévil en un instante dado, digamos t1,
que nos permitird calcular el valor del vector constante de integracién de la ecuacion
(4.37), y el vector posicién en otro, digamos t2, que pueden o no ser el mismo instan-
te, que nos permitird obtener el segundo vector constante de integracién al integrar el
vector velocidad en la ecuacién (4.38).

1. Debemos dar la posicién del cuerpo en dos instantes distintos, 7(t1) y #(t2), con t1 #
t2. Asi tendremos dos ecuaciones vectoriales, esto es, 4 ecuaciones algebraicas, que nos
permitirin obtener ambos vectores constantes de integracién que aparecen al integrar la
aceleracién y la velocidad respectivamente.

Notar que

1. Siempre necesitamos dar cuatro constantes de integracién, dos componentes del vector
velocidad y dos del vector posicidn en instantes dados en (a), o dos componentes del vec-
tor posicién en un instante y dos en otro en el caso (b), o también, aunque es poco fre-
cuente, podemos dar condiciones (a) para una componente y (b) parala otra, por ejemplo
tener los datos de z(t1); x(t2); y(t3)y vy(ta).

2. Expresando el vector aceleracién en un sistema de coordenadas cartesianas, las ecuaciones
vectoriales pueden verse como una forma compacta de escribir el doble de ecuaciones uni-
dimensionales. As{ podemos, en lugar de trabajar con vectores, realizar los cdlculos para
obtener los vectores velocidad y posicién trabajando con cada una de las componentes
como si fueran dos movimientos unidimensionales independientes uno del otro,

w®) = [adda s o0 = [,

y con esto podemos escribir el vector velocidad,

U(t) = va(t) 7 + vy(t) ],

y posteriormente calcular cada una de las componentes del vector posicion,

o0 = [w@ar o yo = [0,
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escribiendo finalmente el vector posicién como

() =x(t)t + y(t)j.

Veamos un ejemplo. Supongamos que queremos averiguar el vector posicion de un cuerpo
cuya aceleracién estd dada por

N m m m N

y sabemos que

Comenzamos calculando el vector velocidad en funcién del tiempo integrando el vector acele-

racién
(t) = /d(t) dt
m m N
- /[25—22 + (25t +25) ] a
— 22+ (—1@3t2 + 2@2:5) j+C.
s s s
Utilizando la condicién ©(1s) = 1™ j despejamos el valor del vector c,

—

¢ = 2",
s
por lo tanto el vector velocidad en funcién del tiempo es
m m m m
1) = (22 —2—)A (—1— 2401 ) 7.
o(t) (8215 . 7+ s3t+ 8225 J

Ahora podemos determinar el vector posicién realizando la integral del vector velocidad respec-
to del tiempo,

F(t):/ﬁ(t)dt:/[(2%t—2%>i+ (—lgterQgt) j] dt

_ m o m o\ . Im 4 m o\ . _
- (15—215 —25t)1+<—353t +152t>y+D.

Exigiendo que este vector posicién evaluadoent = —2 sseaigualal0m i + % m j calculamos

el valor del vector 5,

. 16
D = Qmifgmj,

entonces, el vector posicién en funcién del tiempo es
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4.4.9 Tiro parabolico

Analizaremos un caso particular de movimiento en el plano que es de gran interés. Estudia-
remos la cinemdtica de un cuerpo bajo la accién de la atraccién gravitatoria de la Tierra. Todos
los cuerpos ubicados en las proximidades de la superficie de la Tierra experimentan la misma
aceleracién, que denominaremos con la letra g. Esta aceleracidon apunta en la direccién vertical
haciala Tierra. En realidad, por causas que se explicardn mds adelante, la aceleracién gravitatoria
terrestre s solo aproximadamente una constante, asumiendo que estamos a nivel del mar, varfa
con la latitud del lugar donde estemos ubicados, siendo su valor aproximadamente 9, 78 m /s>
en el ecuador y 9,83 m/s? en los polos. En los pocos casos en que sea necesario reemplazar g
por su valor numérico en esta seccién, usaremos una aproximacién mds grosera, g ~ 10m / s2.

El problema denominado «pardbola de tiro» o «tiro parabdlico» es un interesante ejemplo
de movimiento de un cuerpo bajo la accién de una aceleracién constante. Es uno de los primeros
problemas resueltos de la fisica, ya que su solucién se debe a Galileo en 1638. Se trata de resolver
el movimiento de un cuerpo puntual lanzado desde la superficie de la Tierra con una veloci-
dad inicial dada y que solo estd sometido a la aceleracién de la gravedad terrestre considerada
constante.

Esto es, el problema en su forma mds simple (que trataremos aqui) incluye varias aproxima-
ciones:

1. Despreciamos completamente la accién del aire.
2. Consideramos la Tierra como localmente plana.
3. Consideramos el campo gravitatorio terrestre como constante.

La primera aproximacién se hace porque la trayectoria de cuerpo «puntual» se ve poco afec-
tada por la presencia del aire, como puede comprobarse al realizar la experiencia de arrojar una
pequefia bolita metdlica. En cambio, si soltamos una hoja de papel desplegada, esta aproxima-
cién serd mala y no logrard describir razonablemente su trayectoria. En cualquier caso, conside-
rar la accién del aire es un problema sumamente complicado, atin para su tratamiento numérico
utilizando las computadoras actuales mds poderosas. Las dos tltimas consideraciones serdn vi-
lidas si la velocidad inicial es «pequefia» y toda la trayectoria del cuerpo se encuentra préxima
ala superficie terrestre. El problema que resolveremos es el de un cuerpo que se lanza desde una
altura h con un vector velocidad de médulo vy que forma un dngulo « con la horizontal como
se muestra en la figura 4.58, hasta que el mévil cae a tierra.

Si para la descripcién del movimiento utilizamos el sistema de coordenadas cartesianas gra-
ficado en la figura 4.58, la expresién del vector aceleracién serd:

Considerando el instante inicial de la descripcién cuando el cuerpo es lanzado con velocidad 7y
como t = 0's, podemos escribir los vectores posicién y velocidad para ese instante,
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Figura 4.58: Diagrama de tiro parabdlico al tiempo de disparo (instante inicial g = 0).

7(0) = wg cos(a) 2 + vgsen()]. (4.39)

Integrando el vector aceleracién respecto del tiempo obtenemos el vector velocidad

(t) = /6dt: —/gjdt

= —gtj+ C. (4.40)

<

Para determinar C' evaluamos el vector velocidad (ecuacién (4.40)) en el instante en que cono-

cemos suvalor,t = Os,
F(0s) = C = vy cos(a)i + vgsen(a)j.
Entonces el vector velocidad del cuerpo es

U(t) = v cos(a)t + (—gt + vpsen(a))j. (4.41)

Para obtener el vector posicién del cuerpo debemos integrar el vector velocidad

7(t)

/ vdt = / {vo cos(a)i + [—gt + vosen(a)]j} dt

= v cos(a)ti + [*% 2 + vgsen(a)t|j+ D. (4.42)

Al valor del vector D lo determinamos evaluando el vector posicién, ecuacién (4.42), en el
instante para el cual lo conocemos, que en nuestro casoest = 0's,

#(0s) = D = hj,

con lo cual el vector posicién del cuerpo en funcién del tiempo es
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max f

Figura 4.59: Esquema de la trayectoria del tiro parabdlico.

7(t) = v cos(a) ti + ,% t2 4+ vgsen(a)t 4+ h|j.
Vamos a responder varias preguntas respecto al movimiento del cuerpo:
1. ¢Cudl es la trayectoria que sigue un cuerpo sometido a la aceleracién de la gravedad?

La funcién de movimiento de cada una de las coordenadas es:

x(t) = vo cos(a)t, (4.43)
y(t) = fgtz + vosen(a)t + h. (4.44)

Despejando la variable ¢ en la ecuacién (4.43) y reemplazando en la ecuacién (4.44) obtenemos

9

S — 4.4
202 cos?(a) v+ gla)z+ b, (445)

y(z) =
que corresponde a una trayectoria parabdlica con las ramas hacia abajo (ver figura 4.59).
2. ¢Cudl es la méxima altura que alcanza el cuerpo?
Lamdxima altura (¢ qz ) que alcanza el cuerpo se corresponde con el méximo de la pardbola

dela trayectoria (ver figura 4.59). Para esto derivamos la ecuacién (4.45) respecto a e igualamos
la derivada a cero para encontrar la coordenada 4, del méximo,
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dy g
o4 = T "5 57 ~ Tmazx =0,
dx vg cos?(ar) * + tg(a)

T=Tmax
de donde obtenemos
2 2
vg cos(a) sen(c vg sen(2 «
Tmax — L ( ) ( ) = 2 ( ) (446)
g 29

Evaluando la expresion de la trayectoria, ecuacién (4.45), en el valor obtenido para 44, ecua-

cién (4.46), obtenemos la mdxima altura que alcanza el cuerpo,

v sen? ()
29

Hemos encontrado la altura méxima que alcanza el cuerpo haciendo un andlisis geométrico

Ymaz = Y( Tmaz) = + h. (4.47)

de la trayectoria. Sin embargo, también lo podemos hacer mediante consideraciones fisicas. El
cuerpo alcanza su méxima altura cuando deja de ascender verticalmente, por lo tanto en el ins-
tante ty,qq que alcanza su méxima altura la componente vertical de la velocidad se hace igual a
cero. De esta manera podemos determinar el instante en que el cuerpo alcanza la altura Y4,

Vy(tmaz) = —9tmaz + vosen(a) = 0,
obteniendo
bmaw = vosegn(a). (4.48)

omo la altura mdxima es la coordenada vertical del cuerpo para este instante, entonces reem-
C la alt i | denada vertical del cuerpo p te instante, ent
plazando este valor de tiempo (ecuacién (4.48)) en la ecuacién (4.44) obtenemos

vg sen? ()

h.
2g +

Ymaz = y(tmaa:) =

Como vemos resulta mds simple el cdlculo de la altura mdxima que alcanza el cuerpo utili-
zando consideraciones fisicas.

3. ¢Cuil es el alcance que tiene el cuerpo?

Entendemos por alcance a la distancia horizontal que recorre el cuerpo desde que es lanzado
hasta que toca el piso, la cual, debido a la eleccién del sistema de coordenadas, coincide con la
coordenada x, que denominaremos x y (ver figura 4.59). El vector posicién del punto en el cual
impacta el cuerpo es

m(ty) = a(ty)i + y(ty) ] = zsi.
Como al caer al piso el valor de la coordenada (2 ) es cero, podemos calcular el instante de
impacto con la tierra resolviendo la ecuacién (4.44),

y(tf) = —gt? + vg sen(a) ty + h =0, (4'49)

que tiene dos soluciones posibles,
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vo sen(a) + \/v3 sen?(a) + 2gh

g b)
Analizando estas dos soluciones vemos que si A > Oresultat; > Oyt_ < 0.Sibient_
satisface la ecuacion (4.49), esta solucién no tiene sentido fisico, pues toda la descripcién que
estamos haciendo es vdlida parat > 0. Concluimos entonces que ¢y = ¢, obteniendo para
elalcance zy = z(ty),

ty = (4.50)

2 o2
27 = v cos(a) (’Uo sen(a) + y/vZ sen2(ar) + 2gh>

g
2 2gh
= %) cos() (sen(a) + 4 /sen?(ar) + vgg > . (4.51)

Caso particular h =0

Analicemos qué sucede cuando tanto el punto de lanzamiento como el de impacto estin
a la misma altura (usualmente, aunque no necesariamente, ambos coinciden con la superficie
terrestre), esto es, tomamos i = 0 m. En este caso las soluciones (4.50) son

2vg sen(ov
t+:L() . t_ =0s. (4.52)
g
Comoenelcaso h > 0 tenemos quets = t., pero, para h = 0, t_ si tiene una interpretacién
fisica: es el instante de lanzamiento, en que la coordenada y del mévil también cumple y(t_) =

0. Entonces el alcance del cuerpo x s (ecuacién (4.51)) es

202 cos(a) sen(a)
:L'f = g s

y usando que 2 cos(c) sen(a) = sen(2 a) obtenemos

vy = vgsen(2a) (4.53)
g
Notemos que, en este caso particular, t = 2,4, -ecuaciones (4.48) y (4.52)-y xy =
2 Zpyqq -ecuaciones (4.46) y (4.53)-, pues la trayectoria es simétrica respecto al eje que pasa por
su maximo.

La expresién del alcance, ecuacién (4.53), es un factor positivo multiplicado por sen(2 a),
con 0 < a < /2, cuyo gréfico se muestra en la figura 4.60.

Tenemos entonces que, para cada valor de sen(2 a) hay dos posibles valores del 4ngulo « :
ac< /4y as> /4, que arrojan el mismo valor de z 7, excepto para sen(2a) = 1 donde
vale @ = /4. Estos dos dngulos son equidistantes de 7/4, |ac —7/4| = |as —7/4].

Como el alcance depende del médulo de la velocidad inicial, vg, y del dngulo o, nos pode-
mos preguntar ¢cudl es el 4ngulo de lanzamiento éptimo (,p) para lograr el mdximo alcance
posible para un dado valor de vo? A partir de la ecuacién (4.53) es simple notar que el valor
mdximo de 2 ¢ se logra cuando sen(2 aop) = 15 es decir oo, = /4. En la figura 4.61 se
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sen(2 o)

/4

/2 o

Figura 4.60: sen(2 o) versus v para 0 < o < /2.

o ——

o xIm]

Figura 4.61: Pardbola de tiro para vg = 10m/sy aop = m/4 = 45° (linea negra), ac =

/6 = 30° (linea roja) y a>, = /3 = 60° (linea azul).
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muestran tres tiros parabdlicos con igual mdédulo de velocidad inicial vy pero con tres dngulos
diferentes, v = /6, a5, = T/3y app = /4

Evaluando la expresién (4.41) en el instante ¢ ¢, dado por la ecuacién (4.52), determinamos
la velocidad del cuerpo en el instante del impacto con el piso,

U(ty) = vo cos(a)i — vgsen(av) j. (4.54)

Haciendo el producto escalar entre el vector velocidad inicial (ecuacién (4.39)) y el vector velo-
cidad final (ecuacidn (4.54)) obtenemos

U(0s) - U(ty) = [vo cos(a)? + vgsen(a) j] - [vo cos(a) i — vg sen(ev) j]

= v [cos®(a) — sen®(av)]
)

Cuando el 4ngulo de lanzamiento &« = v, = 7/4 el producto escalar 7(0s) - T(ts) = 0
y por lo tanto, para este dngulo particular, el vector velocidad en el momento del impacto serd
perpendicular al vector velocidad inicial.

Aceleraciones tangencial y normal

En el tiro parabdlico, la aceleracién tiene una expresién muy simple, es un vector constante,
a(t) = —gj, pero, ¢qué sucede con @(t) y dy (t)? Conocemos ¥(t), y por lo tanto, también
conocemos O(t) = U(t)/|U(t)| = Bs i+ By j, donde By y B, son las componentes cartesianas
de 0(t). Sabemos que hay dos versores ortonormales a : £, i F S, j, también sabemos que
Bz > 0y dy,(t) - 7 < 0V t, entonces, el versor con la direccién y sentido de @, (t) serd

dn(t) = ﬁyi—ﬂmj = c‘in:(d'-dn) a,
= gB.(t) (By()i — Bu(1)]) = j’| (g3 — v, J) -

En el punto de mdxima altura: @(tmaz) = @n(tmaz) ; @i(tmaz) = 0. En cualquier otro
punto de la trayectoria @y, y @ son no nulos. En la figura 4.62 vemos los versores 0 y d,, en cinco
puntos particulares de la trayectoria de un tiro parabdlico. El andlisis realizado es independiente

del valor de h.

Caso general h > 0

Si el lanzamiento es hecho desde una altura h, y queremos conocer el dngulo 6ptimo en
funcién delaaltura delabase, av,p (h) parael cual el proyectil tiene su mdximo alcance, T f (aop ),
el célculo es ahora algo mds complejo. Antes de hacer ninguna cuenta, vemos en la figura 4.63
quesia > /4 la trayectoria cruzard la correspondiente a &« = /4 a una altura mayor que h, y
como dos pardbolas se cortan alo mdximo en dos puntos sabemos entonces que aop (h) < /4.
Por el mismo argumento, para un 4ngulo levemente menor que 7/4 cortard la trayectoria de
a = 7/4 en un altura levemente menor que A, por lo que la igualdad vale solo para h = 0,
obteniendo a,p (b > 0) < /4.
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Figura 4.62: Pardbola de tiro con vg = 10m/s, h = 0y a,,(0) = 7/4 = 45° mostrando ¢
yapparaz = 0; x5/4; T7/2 = Timaw; 3x7/4y ).

0 : ' ' ' . } >
0 5 10 15 xIm]

Figura 4.63: Pardbola de tiro paravg = 10m/s, h = 10my a = a,p(10m) = 7/6 = 30°
(linea negra), « = w/4 = 45° (linea roja) y &« = 7/3 = 60° (linea azul). Las parbolas
correspondientes a v = 30° y 60 se cortaneny = h = 10m.
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El dngulo 6ptimo es el que maximiza la expresién de x ¢, ecuacién (4.51), por lo que debe-
mos buscar el punto criticode x ¢,

dx V2 sen(« cos2
d—f = 0| _sen? —sen(a)y [sen?(« + cos? (2 -
« 9 sen? g

= 0.
Esta ecuacién es complicada, pero usaremos el siguiente «truco », llamando

2gh

2 b
Yo

D = /sen?(a) +

y multiplicando la ecuacién (4.57) por D obtenemos

—sen?(a) D — sen(a) D? + cos? () D + sen(a) cos® () =0,
que es una cuadrética para D, cuya raiz positiva es

2
D= cos” (a) . (4.59)
sen(«)
Claro, debido al truco que usamos, todavia no obtenemos .y, ya que D es funcién del dngulo,
pero usando que cos? (o) = 1 —sen?(a), elevando al cuadrado la ecuacién (4.59) obtenemos,

1 1
sen(Qop) = 72}1 = cos(tp) = —,
/ 2h g
(4.60)
reemplazando estas expresiones en la ecuacion (4.51) obtenemos
2 2
v, 2gh v
Tp(oop) = 2414+ = —2—. (4.61)
g Vo gtg(aop)

Notamos que para h = 0 reobtenemos los resultados de la seccién anterior, o), = 7/4,

Ty = %g. De la ecuacidn (4.60) vemos que tg(cop) decrece cuando h crece, entonces la ecua-
cién (4.61) nos dice que el proyectil llegard mds lejos mientras mds alta sea la base de lanzamiento.

Finalmente calculamos el éngulo de caida para oy, esto es, el 4ngulo que forma v con el
¢je x, el cual viene dado por

Yy _ 9t + vosen(op) _ —gT s + viisen(aop) cos (agp)
tg(y) = = = i~ . (462)
Vi Vg cos (Qpp) v cos? (Qpp)

donde hemos usado que z§ = v cos(vop) t 5. Reemplazando en (4.62)los valores de sen(cvop)
y cos(top) dados en (4.60), obtenemos

151



2gh 1

0= — 1429 =L
8o vh tg(top)
tenemos entonces que tg(85) tg(ap) = —1, esto es, la velocidad inicial para el éngulo éptimo

es perpendicular a la velocidad de llegada a tierra,

170(0‘01)) 'ﬁf(af) =0,

obteniendo que esta condicién es vilida para todo valor de A > 0.

4.4.10 Encuentro de dos moviles en el plano

Igual que en el caso de movimientos sobre una recta, definimos encuentro de dos mdviles
cuando ambos se encuentran en el mismo lugar en el mismo instante. Esto es, dado dos cuerpos
Ay B con vectores posicién 74 (t) y 75 (¢), diremos que habrd encuentro si existe al menos un
tiempo t. tal que

ra(te) = 7r(te), (4.63)

o sea, el conjunto de ecuaciones

wA(te> = xB(te) ) yA(te) = yB(te) (4~64)

tiene al menos una solucién. En caso contrario, los méviles no se encuentran.

En el caso de movimiento en el plano es importante no confundir encuentro con cruce de
trayectoria. En una dimensién, cuando vemos el grifico x — ¢, si las curvas se cruzan, entonces
hay encuentro, en dos dimensiones la trayectoria estd en el plano  — y, por lo que, aun exis-
tiendo un punto de cruce de trayectorias, los cuerpos pueden haber pasado por dicho punto en
distintos instantes.

Veamos esto con un ejemplo: sean los vectores posicién de dos cuerpos Ay B

FA(t)zl%ti—s—l%tj : FB(t):(Z%t+b)i—(2%t—d)j,

y asumiremos en particular que las constantes b y d cumplen b + d = 1m, lo que nos lleva a
las siguientes trayectorias,

ya(zxa) = x4 ; yplep) = —xp+1m. (4.65)

Ambas trayectorias son lineas rectas que, como se muestra en la figura 4.64, se cruzan en un
punto (Z., y.), dado por
1 1
yalze) = yp(ae) = 2c=gm ; ye = gm. (4.66)
Entonces las trayectorias se cortan en este punto, pero ¢los méviles se encuentran? Para con-
testar esta pregunta debemos resolver la ecuacién (4.63) (jque es distinta a la ecuacién (4.66)!),
o equivalentemente las ecuaciones (4.64), que arrojan como resultado
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172 F--2

Figura 4.64: Trayectorias de los cuerpos A y B dados por las ecuaciones (4.65).

1 3 1
b:—ém ; d:§m i te= =5,

esto es, solo en el caso en que b = —1/2myd = 3/2m se produce un encuentro en t, =
1/2 s. Para cualquier otro valor de los pardmetros b y d que elijamos (sujetos a la condicién
b + d = 1m) hay cruce de trayectorias pero no habrd encuentro. Dejamos como ejercicio
verificar que, por ejemplo, con la eleccién b = —1m; d = 2m el mévil A pasa por el punto
de cruceent = 1/2 s, mientras el mévil B lo hace en t = 3/4 s. Como los mdviles pasan
por el mismo punto a distintos tiempos no hay encuentro. Esto es lo que sucede en cualquier
esquina, que las trayectorias de los automoviles que vienen por las distintas calles se cruzan sin
haber encuentro (jsalvo cuando ocurre un choque entre automdviles!).
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CAPITULO 5
MOVIMIENTOS CIRCULAR Y PERIODICO

5.1 Movimiento circular - parte |

El movimiento circular es un caso particular de un movimiento en el plano en el cual la
trayectoria es una circunferencia, o parte de ella, esto es, para todo instante en el intervalo de
interés, las coordenadas del mévil cumplen

[2(t) = zo]® + [y(t) — wo]* = R?, (5.1)

donde (¢, yo) son las coordenadas del centro del circulo y R su radio. En la figura 5.1 se mues-
tran tres ejemplos de trayectorias correspondientes a movimientos circulares.

Si para describir el movimiento se elige un sistema de coordenadas cuyo origen coincida
con el centro de la circunferencia, entonces v9 = 0, yo = 0y la trayectoria es descripta en
coordenadas cartesianas por la ecuacién

2% (t) + y*(t) = R%. (5.2)

Como siempre, elegiremos el sistema de coordenadas que mds simplifique la descripcién del
movimiento del mdvil en cuestidn, esto es, estudiaremos en adelante movimientos circulares
centrados en el origen, cuya trayectoria obedece la ecuacién (5.2). El vector posicion
7(t) = x(t) 7 + y(t) j de una particula que realiza un movimiento circular puede expresarse
en funcién del radio del circulo, que es una constante, y el éngulo 6(t), que forma dicho vector
con el eje x (ver figura 5.2),

7(t) = R (cos[0(t)] i +sen[0(t)] 7) = |F(t)| =R, (5.3)

Derivando 7(t) obtenemos la velocidad del cuerpo,

dg

u(t)=R (—sen [0(¢)] (Cll—f i+ cos[0(t)] e

) _ R%f (—sen [(8)] i + cos [B(£)] ) -

La derivada con respecto al tiempo de la funcién de movimiento angular, 6(t), se denomina
velocidad angular y se denota por

wit) = 2.
entonces
F(t) = Rw(t) (—sen [0(t)] 7 + cos [0(t)] ]) = | (1) |= Rlw(®)].  (5.4)

Derivando el vector velocidad obtenemos el vector aceleracién
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Figura S.1: Tres trayectorias correspondientes a movimientos circulares, es decir, que sus fun-
ciones de movimiento cumplen la ecuacién (5.1).

1)
(1)

Figura 5.2: Vector posicién 7(t) y 4ngulo 6(t) en un movimiento circular.
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at) = RE (—sen[0(t)] i + cos[0(t)] j) + Rw (— cos [0(t)] %fi —sen [0(¢)] (difj)

d
= Rd—(': (—sen [(t)] i + cos [0(t)] ] + Rw? (—cos[0(t)] 7 —sen [0(t)] 7) ,
definiendo la aceleracién angular «y(¢) como la derivada respecto al tiempo de la velocidad an-
gular,
dw(t)
t) = ——
1) = ——,

podemos escribir el vector aceleracién como

@(t) = —Rw?(t) (cos [0(t)] 7+ sen [0(¢)] 3) + R~y(t) (—sen [0(2)] i + cos [(t)] 7) -
(5.5)
Si efectuamos el producto escalar entre el vector posicién —ecuacién (5.3)— y el vector
velocidad —ecuacién (5.4)—, vemos que

7(t) - U(t) = [R(cos [0(£)] i+ sen [0(£)] 7)] - [Rw (=sen [0(£)] 7+ cos [0(£)] 7)]
= R%w {—cos[0(t)] sen [0(t)] i -7 + cos [0(1)] 7+ ] — sen® [0(t)] ] i
+sen [0(t)] cos[6(1)] j-7)
= R%*w {—cos[0(t)] sen [0(t)] + sen [0(t)] cos[0(t)] } = 0. (5.6)

Como el producto escalar de dos vectores no nulos solo puede ser cero si estos son ortogonales,
entonces en un movimiento circular el vector posicién es perpendicular al vector velocidad en
todo instante, 7(t) L 9(t).

Analicemos ahora el vector aceleracién de un movimiento circular. De la ecuacién (5.6)
tenemos para el versor posicion y el versor en la direccién de la velocidad

7(t) = cos [0(t)] i + sen [6(t)] j
Gy (t) = —sen [0(t)] © + cos [0(t)] 7
7(t) - Uy () = 0. (5.7)

Estos versores se denominan «ortonormales» por ser de médulo uno y perpendiculares entre
si. Es importante notar que 1, define la direccién del vector velocidad, mientras que su sentido
es dado por el signo de w(t), ¥(t) = Rw(t)i,(t).

Notemos entonces que el vector aceleracidn, escrito en la forma de la ecuacién (5.5), resul-
ta ya descompuesto en aceleracién tangencial y aceleracién normal utilizando los dos versores
ortonormales de la ecuacién (5.7),

a(t) = —RwW?(t) #(t) + Ry(t) G, (t) = @n(t) + a(t).
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Figura 5.3: Descomposicion del vector aceleracién en las direcciones normal y tangencial en un
movimiento circular.

Entonces cuando descomponemos el vector aceleracién en aceleracién tangencial y aceleracién
normal, paraun movimiento circular, tenemos que la aceleracién normal siempre tiene la misma
direccién y sentido contrario al vector posicion,

@n(t) = —Rw? (1) (1),

mientras que la aceleracién tangencial, en la direccién de la velocidad, es

@t) = Ry () (),

como se muestra en el ejemplo de la figura 5.3.

Como siempre comenzaremos estudiando el caso mds sencillo; veamos nuevamente el pro-
blema de una particula en movimiento circular uniforme (MCU), tratado en el ejemplo (6) de
la seccién 4.2, en el que la velocidad angular es una constante,

) = =0
w(t) =wy = , (5.8)
0(t) = [wdt=wot+b

donde 6 es el dngulo determinado por el vector posicién at = 0.

Como es un movimiento uniforme, no perdemos generalidad si elegimos el sistema de coor-
denadas tal que (¢t = 0) = R7, lo que implica fy = 0. Tenemos entonces que el vector
posicién en este caso serd, segiin las ecuaciones (5.3) y (5.8),

7(t) = R [cos(wg t) & + sen(wq t) 7] ,
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por lo que el vector velocidad es

di
(t) = d—; = Ruwy [—sen(wot) i+ cos(wot) ] ,

que nos dice que el médulo del vector velocidad es constante,
[U(t)] = R |wol -
Finalmente calculamos la aceleracidn,

. dv

Como el vector aceleracién es normal a la trayectoria y la aceleracién angular «y es nula, el

= —Rw} [cos(wot)i+sen(wot)j] = —Rwi #(t).

vector aceleracidn coincide con el vector aceleracién normal,

a(t) = an(t) = 7ng (1), (5.9)

que es un vector cuyo médulo también es constante, |@(t)| = Rwg. Esto es, en un MCU los
médulos de los vectores posicion, velocidad y aceleracién son constantes. Las ecuaciones (5.7)
y (5.9) nos dicen que

F(t)-at) =0,

como ambos vectores son no nulos, concluimos que en un MCU los vectores velocidad y ace-
leracién son ortogonales en todo instante, como puede observarse en la figura 5.4.

Entonces, al no haber aceleracién tangencial, esto es, en el sentido de la velocidad, el médulo
de la velocidad permanece constante, pero cambia su direccién y sentido debido a la presencia
de una aceleracién normal no nula. Vemos otro ejemplo que muestra que la aceleracién normal
es responsable del cambio en direccién del vector velocidad, cumpliendo el enunciado general
establecido en la seccién 4.4.7: todo movimiento no rectilineo es acelerado.

5.2 Coordenadas polares

Ya vimos en el capitulo 4 que dado un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, a cada
punto P del plano le corresponde univocamente un par de ntimeros reales, las coordenadas x,,
e yp del punto. Pero queda claro que cualquier regla que identifique univocamente puntos en
el plano con pares de nimeros reales también merecen ser llamada sistema de coordenadas. Po-
driamos pensar entonces que es posible definir muchos (jinfinitos!) sistemas de coordenadas, y
efectivamente es asi, claro que solo algunos pocos nos serdn de utilidad para describir el movi-
miento de los cuerpos. En la seccidn precedente, sin mencionarlo, estuvimos muy cerca de usar
el sistema que, junto con el cartesiano ortogonal, resultan los mis usados en el plano: «el sistema
de coordenadas polares».

También en el capitulo 4 mostramos que la distancia de un punto p al origen de coordena-
das, que denotaremos por la letra griega p, estd dada por

Pp = /T2 + Y2 (5.10)
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Figura 5.4: Versor posicién, vectores velocidad y aceleracién y dngulo 6 en un movimiento cir-
cular uniforme.

Siademds damos el dngulo 0 que forma el segmento OP conel ¢je x, tomado en sentido antiho-
rario (estos dos requerimientos son convenciones universalmente aceptadas), entonces tenemos
un par de nimeros reales (pp, 0,) que determinan univocamente cualquier punto del plano,
como se muestra en la figura 5.5. Denominaremos este par de niimeros reales como «coordena-
das polares del punto P>».

De la figura 5.5 podemos ver que la relacién de las coordenadas cartesianas con las coorde-
nadas polares de un punto son

xp = pp cos(0p) 5 yp = ppsen(b,), (5.11)

y de estas ecuaciones obtenemos la expresién de 6 en coordenadas cartesianas,

tg(6,) = LI 6, = arctg (yp> . (5.12)
Tp Tp

La figura 5.5 y la ecuacién (5.12) nos muestran que estrictamente las coordenadas polares
no establecen una biyeccién entre puntos del plano y pares de niimeros reales, ya que el origen
de coordenadas x = 0, y = 0 le corresponde p = 0, pero la coordenada 6 no puede definirse,
aunque este hecho no introduce ninguna ambigiiedad, pues este punto queda univocamente
definido por la condicién p = 0. Volveremos a ocuparnos de esta cuestién en la préxima sec-
cién, cuando estudiemos las propiedades de las funciones de movimiento al escribirlas en coor-
denadas polares. Notamos también que la ecuacién (5.10) establece que p > 0, mientras que ¢
puede ser cualquier nimero real. No restringimos  al intervalo [0, 2 7], ya que las coordenadas
polares se relacionan con las coordenadas cartesianas a través de funciones trigonométricas de-
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finidas para todo nimero real. Veremos su significado fisico cuando estudiemos funciones de
movimiento en coordenadas polares.

Figura 5.5: Coordenadas cartesianas y polares del punto P.

Veamos ahora cémo calcular la distancia entre dos puntos en coordenadas polares. Sabemos
calcular ladistancia d o g entre dos puntos cualesquiera A y B dadas sus coordenadas cartesianas
—ecuacién (4.1)—, entonces usando las ecuaciones (5.11) podemos calcular d 4 g en coorde-
nadas polares (ver figura 5.6),

dap = /(x4 —28)2+ (ya — yB)?

= @A +92) + (@} + ) — 2 (a2 + yays)

= \/pi +p% —2papp [cos(0a) cos(0p) + sen(f4) sen(0p)]

= \/p?ﬁp% —2papp cos(fa —0p),

donde en la tltima igualdad se usé la identidad trigonométrica para el coseno de una suma,

cos(a + B) = cos() cos(B) — sen(cx) sen(f3).

5.2.1 Coordenadas polaresy funciones de movimiento

Si queremos describir el movimiento de un cuerpo dado, ya vimos en la seccién 4.2 que
podemos hacer una serie de mediciones de la posicién del cuerpo en 7 instantes distintos ¢ <
ty < ... < ty,y estas mediciones las podemos expresar en cualquier sistema de coordenadas,
en particular, en coordenadas cartesianas o polares, como vemos en la tabla 5.1.

161



y
A
Ya .
Nod
N
\. AB
Pa/ i
N
N\
\\
Vg B
L9,-6
SaE PB
0, T\
~SOA
\‘ \“QB
1 2
XA XB X

t x y P 0
ti | @ |y | ;1| O
ta | @2 | Y2 | p2 | 02
to | Tn | Yn | Pn | On

Tabla 5.1: Coordenadas cartesianas y polares de un mévil en distintos instantes.

Podemos entonces expresar funciones de movimiento en cualquier sistema de coordenadas, o
sea, obtener tanto (x(t), y(t)), como (p(t), 6(t)). Claramente, aunque sean funciones distin-
tas, ambos pares describen el movimiento del cuerpo, que no depende del sistema de coordena-
das elegido.

En las figuras 5.7 a 5.10 se muestran las funciones de movimiento en coordenadas polares,
su grifico en el plano p — 0 y su trayectoria para algunos ejemplos:

p(t) (t)

plano p — 0

trayectoria

p 0|

Figura 5.7: Cuerpo en reposo.
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p(t) 0(t) plano p — 0 trayectoria

Figura 5.9: Movimiento circular uniforme (MCU).

p ) 0 y
Z *
t 4 P
Figura 5.10: Espiral de Arquimedes: 7(t) = v t (cos(wo t)i + sen(wo t) 7); p(t) = vo t;
G(t) = W t.

Veamos en detalle un ejemplo bien conocido en coordenadas cartesianas: el movimiento
rectilineo uniforme, que nos permitird discutir las propiedades de las funciones p(¢) y 6(¢). Sa-
bemos que el hecho experimental de la continuidad del movimiento y velocidad de los cuerpos
nos llevé a postular que las funciones de movimiento z(t) e y(t) deben ser continuamente di-
ferenciables. También podemos concluir que la coordenada p(t), que representa la distancia
del mévil al origen, debe ser continua. Pero como veremos, el hecho de que la coordenada 8 no
estd definida en el origen trae ciertos problemas matemdticos. Para ello estudiemos el siguiente
MRU que pasa por el origen de coordenadas:

N o R . v 3m 1m
7(t) =t = vozti+voytj = y(x):%a:; voggzgz; voy =5 - (5.13)
Ox

Estas funciones de movimiento y la correspondiente trayectoria se muestran en la figura 5.11.
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X[m]li ylm] 1

Figura 5.11: Funciones de movimiento y trayectoria de un mévil descripto por las ecuaciones
(5.13).

Tratemos ahora este problema en coordenadas polares. Usando la ecuacién (5.10) obtene-
mos

plt) = VPO TP @) = it = 12|, (5.14)

mientras que la ecuacién (5.12) nos da, para la coordenada angular,

o(t) = arctg(%;) - arctg(voy) . (5.15)

Vox

plim] |

1,,

0,5+

May n |
—6 t

. | . |
' I ' I
-1 05 0 05 L¢[s]

Figura 5.12: Funcién p(t) dada por la ecuacién (5.14), cuya derivada es discontinuaen ¢ = 0.

Analicemos primero la coordenada p; p(t) = |Upt| = 1 |t| = es continua pero no
diferenciableent = 0
Volvamos ahora a la ecuacién (5.15) para §(t), donde % es dado por (5.13), obteniendo

b(0) =g 2 ).

pero esta férmula no debe confundirnos, dijimos que al calcular la funcién arcotangente debe-
mos ademds indicar el cuadrante segtin la ecuacién (4.14), asi
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0(t<0)=(7/6) T =" "~

o \6(1>0)=n/6

\ I

-1 ’ 1 x[m]

Figura 5.13: Trayectoria de la figura 5.11, mostrando los dngulos que forma con el ¢je .

*t>0 = z, y>0 = primer cuadrante
*t<0 = =z, y<0 = tercer cuadrante

como se observa en la figura 5.13, obteniendo entonces

0(t) = arctg(\/§> { THr="1 sit<O0

De la figura 5.13, vemos que 6(t) es discontinua en ¢ = 0, esto es, en el origen, donde 6 no

=B}

estd definida, como se muestra en la figura 5.14.

Finalmente el grifico de 6(p) —que no es una funcién— también resulta discontinuo en
p = 0, como se muestra en la figura 5.15
Debe quedar claro que la trayectoria del cuerpo es rectilinea (figura 5.11), independientemente
del sistema de coordenadas empleado para describir su movimiento, mientras que las disconti-
nuidades encontradas en coordenadas polares provienen del «problema matem4tico» resultante
de la indefinicién de 6 en el origen de coordenadas, y las encontraremos siempre que la trayec-
toria pase por dicho punto.

Unidades de magnitudes angulares

Estamos acostumbrados a medir dngulos en el llamado «sistema sexagesimal», que divide la
circunferencia en 360 partes llamadas grados, y se denotan con un supraindice o. As{ un dngulo
recto mide 90°. En este sistema, cada grado se divide en 60 minutos, 1° = 60/, y cada minuto
en 60 segundos, 1’ = 60”. El principal motivo del uso de este sistema es que, al ser 360 divisible
por muchos enteros, resulta cémodo de utilizar en variadas ocasiones. Por el mismo motivo,
también es popular (aunque menos usado) el sistema centesimal, el cual parte el dngulo recto
en 100 unidades llamadas «gradianess».

Sin embargo una manera natural de definir la medida de un 4ngulo es dividir la longitud de
un arco de circunferencia por la longitud del radio de la misma. Asi la unidad de medida serd la
longitud de un arco de circunferencia que mide igual que su radio dividida por este dltimo. No-
temos que esta es una cantidad adimensional, pero para evitar confusiones y dejar en claro que
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O/rad]
0(t<0)=(7/6)
3__
2__
1__
0(t>0)=m/6
I —b = I
-1 0 L¢fs]

Figura 5.14: 6 vs. t parala trayectoria dada por la ecuacién (5.13), mostrando una discontinui-
dadent = 0.

O/rad] -
0(t<0)=(7/6)

3__
2__
1__

0(t>0)=m/6

—
0 : | : |
0 0,5 1 p[m]

Figura 5.15: 0 vs. p para la trayectoria dada por la ecuacién (5.13), mostrando una disconti-
nuidad en p = 0 (las flechas indican el sentido de movimiento).
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<>

Figura 5.16: Versores 1, y i en el plano p — 6.

hablamos de dngulos, la llamaremos «radidn». En estas unidades, el ingulo de una circunferen-
cia completa es 2 7, donde 7, uno de los mas célebres nimeros de la matemadtica, es irracional,
y sus primeras 50 cifras son

m =~ 3,1415926535897932384626433832795028841971693993751 . (5.16)

Dado que la circunferencia mide 360° o 2 7 rad (y el 4ngulo recto 90° o 7/2 rad), pode-
mos obtener el factor de conversién de una unidad a la otra,

o

P~ 0,01745329252rad ; 1lrad= 1807 ~ 57,29577951° .
180 T
Como el radidn es una magnitud «ficticia», no la tendremos en cuenta cuando la multipli-
camos por una magnitud «verdadera», por ejemplo rad X m = m. En el caso de divisién de
magnitudes, por ejemplo rad/s = s, pueden utilizarse indistintamente ambas notaciones.
Debemos tener en cuenta que 7 es un niimero irracional, entonces, como sucede con todos
los ntimeros irracionales, no debemos reemplazar el simbolo 7 por una aproximacién numérica
—por ¢jemplo, la ecuacién (5.16)—, a menos que sea imprescindible.

Los versores 7, y 19 en coordenadas polares

Asi como ¢ y 7 son los versores en las direcciones de crecimiento de las coordenadas x e
Y, respectivamente, podemos también definir versores en las direcciones de crecimiento de las
coordenadas p y 0, o sea, los versores que en el plano p — 6 se muestran en la figura 5.16.
Pero este no es el plano fisico donde se mueve un mévil, de modo que es necesario conocer la
expresion de los versores 1, y Gy en un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal en el plano

T —y.
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Para obtener %, usamos que p = ||, por lo tanto

g :L_':zi+yj:pcos(9)i+psen(9)j
’ 71 p

La forma mds sencilla de calcular la expresién del versor g, es usar el hecho que, como se ve en

= cos(0) i+ sen(d) j. (5.17)

=L

la figura 5.16, este versor es ortogonal a 1i,,; como ademds g es un versor, tenemos dos condi-
ciones:

Uy - g = cos(6) ug 5 +sen() ugy =0 uaz + “34/ =1,

donde ug 4 y g,y son las componentes cartesianas del versor @i, y cos(6) y sen(), las compo-
nentes cartesianas del versor 4, dadas en la ecuacién (5.17). Estas ecuaciones tienen dos solucio-
nes ug o = Esen(d); ug,, = F cos(d), lo que era de esperar, ya que una direccién (ortogonal
a1,) define dos sentidos, y por lo tanto dos versores posibles. Dada la convencién usual de de-
finir el 4ngulo 6 a partir del eje = en sentido antihorario, pedimos que para § = 0 se cumpla
Ug = J, asi, de las dos soluciones nos quedamos con

tig = —sen(6) 7+ cos(6) 7. (5.18)

Notemos que este versor coincide con el versor 4, definido en la ecuacién (5.7).

Para un cuerpo en movimiento, si @ depende del tiempo, entonces los vectores i, y Gy tam-
bién dependerdn del tiempo. Con esta definicién de los versores i, y @g, el vector posicién toma
una expresiéon muy simple en coordenadas polares,

7(t) = p(t) p(2) -
Enla figura 5.17 mostramos los versores 1, y tig en el plano & — y para dos puntos distintos

AyB.

5.3 Movimiento circular - parte ||

Vimos que no resulta muy conveniente describir un MRU en coordenadas polares; ya he-
mos discutido que siempre hay que usar las herramientas que mds convengan para describir un
fenémeno fisico, que ocurre independientemente de nuestra observacién y descripcidn, y clara-
mente para describir movimientos rectilineos resulta conveniente utilizar un sistema cartesiano.

Distinto es el caso de un cuerpo en movimiento circular; en esta situacién es mds simple usar
un sistema de coordenadas polares centrado en el centro del circulo, ya que la ecuacién (5.3),
que define un movimiento circular, en coordenadas polares toma la sencilla forma

p=R,

es decir, p es una constante, el radio del circulo, y solo necesitamos la funcién 6(t) para descri-
bir completamente el movimiento. Conocida esta funcidn, el vector posicién en funcién del
tiempo serd
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Figura 5.17: Versores 4, y g en los puntos Ay B enel plano x — y.

Para calcular la velocidad debemos derivar el vector posicién respecto del tiempo. Hasta
ahora habfamos derivado vectores cuyas componentes estdn escritas en coordenadas cartesianas,
donde los versores son constantes y, por lo tanto, su derivada con respecto al tiempo es cero. Sin
embargo, como se observa en la figura 5.17, en un sistema de coordenadas polares los versores
modifican su direccién cuando cambia la posicién del cuerpo cuyo movimiento describimos.
Resulta entonces conveniente calcular las derivadas temporales de los versores 4, y o,

di, do . do.  do . N o
ke —sen(6) Tl + cos(#) = 0 (—sen(0) i+ cos(0) 7) = w(t) g(t) ;
diig do . o do ) N
o = cos(@)az — sen(@)aj =- (cos(0) 7+ sen(f) j) = —w(t) u,(t) .

Notemos que las derivadas de los versores no resultan versores, sino vectores de médulo |w(¢)].
Entonces, en el caso de un movimiento circular el vector velocidad es

dr(t) di,(t)
i(t) = =R—°~
0= g di
Es evidente, a partir de esta expresioén del vector velocidad, que 7(¢) L #/(t). Para calcular el
vector aceleracién debemos derivar la velocidad respecto al tiempo:

= Ruw(t)ig(t). (5.19)

o dvd R _ dw dig . 98
at) = il [Rw(t)tg(t)] =R o g+ Rw prai R(t) tp(t)—Rw*(t) tp(t).
En esta expresién del vector aceleracién es claro que la componente en la direccién del versor
Ug es paralela a la velocidad y la componente en la direccién 4, es normal a la velocidad, por lo

tanto
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@, = Ry(t)dig(t) 5 @n=—Rw*(t)i,(t). (5.20)

La componente normal de la aceleracion tiene la direccién 1, y sentido opuesto, es decir que
apunta hacia el centro del circulo (parte céncava de la trayectoria). Esta componente de la acele-
racién, que es la responsable de la modificacién de la direccién de la velocidad, en el movimiento
circular recibe el nombre de «aceleracién centripetas.

Basta reemplazar las expresiones de los versores polares por sus componentes cartesianas,
dadas en las ecuaciones (5.17) y (5.18) para verificar que el tratamiento en coordenadas polares
es equivalente al tratamiento en coordenadas cartesianas hecho en la seccién 5.1. Dejamos esta
verificacién como gjercicio.

5.3.1 |ntegraci6n de las ecuaciones de movimiento para un movimiento cir-
cular

Ya vimos en el capitulo 3 que para obtener el vector posicién de un cuerpo en movimiento
conocida su aceleracién, es necesario dar como datos la posicién en un instante y velocidad en
el mismo u otro instante, o alternativamente, también puede darse la posicién en dos instantes.

También dijimos que no sabemos integrar vectores si los versores no son constantes, asi, en
general, si @(t) es dada en coordenadas polares,

B(t) = / Gty dt = / [, () i1, (1) + ag () 1o (1)] dt, (5.21)

como los versores dependen de ¢ a través de 6, 0, (t) = ,[0(t)]; Ug(t) = Gp[6(t)] y no
conocemos §(t), no sabemos calcular la integral (5.21).

Sin embargo, en el caso particular del movimiento circular, la condicién p = R simplifica
los célculos si trabajamos en coordenadas polares, ya que esta es una de las funciones de movi-
miento, jy es también una constante dato del problema! Como solo necesitamos conocer 6(t),
es suficiente dar como datos la aceleracién angular y(¢), la velocidad angular en algun instante
t1, w(t1) = ws y el dngulo en otro instante (que puede o no coincidir con 1), O(t2) = 02,
o alternativamente, dar el 4ngulo en dos instantes distintos. Luego el procedimiento es similar
al caso unidimensional desarrollado en el capitulo 3 —de hecho, como problema matemdtico
podemos considerar el movimiento circular como unidimensional, ya que solo se precisa una
coordenada para describirlo—.

Veamos cdmo se procede: tenemos un cuerpo en movimiento sobre una circunferencia de
radio R = 1m, cuya aceleracién angular es dada por la funcién y(t) = (1/2) rad/s* y sabe-
mos que w(1s) = (1/2) rad/sy 6(0) = 7 /4, entonces

_ 1lrad

w(t):/w(t)dt— t+C,

252

la condicién para la velocidad angular nos dice que C' = 0, asi el dngulo viene dado por
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ylm]
W) a)

y[m]

a(0)=a(0)
70)
6,

o 0

v

x[m] x [m]

Figura 5.18: Vectores 7, ¥, @, @y, Gy ent = 0 (izquierda) yt = t; (derecha).

como §(0) = /4 obtenemos D = 7 /4. Una vez obtenida la funcién 6(t), el vector posicién
en ambos sistemas, coordenadas polares y cartesianas es dado por

2 2
7(t) = Ru,[0(t)] = R [cos (4:2 + Z) 7+ sen (41532 + Z) j} . (5.22)

Nos preguntamos ahora cudles son los vectores 7, ¥, @, Gt, Gn ent = 0y en el instante en
que el mévil pasa por primera vez por el eje y.

Reemplazando las condiciones iniciales 0(0) = m/4; w(0) = 0y~y = (1/2) rad/s? en
las ecuaciones (5.22), (5.19) y (5.20), obtenemos

1m im
70)=— (@+j) ; 90)=0 ; d0)=ada,(0)=—
(0) ﬂ( 7) (0) (0) = a@(0) N
La condicién de que el mévil pase por primera vez por el ¢je y significa 0(t1) = 7/2, esto
es, el tiempo en que pasa por primera vez por eje y est1 = ﬁ s, obteniéndose paralos vectores
buscados

(=1+37) .

vTm Tm 1m
0

9 s ; 5n(t1)=—@] poa(t) =—551,

(t1) =1mj ; 0(t1) = — 2s

donde d@(t1) = @ (t1) + @, (t1). Estos vectores, en ambos tiempos, t = 0, ¢1, son mostrados
en la figura 5.18.

Analicemos un segundo ejemplo. Para la preparacion de pilotos y astronautas se los intro-
duce en dispositivos que pueden girar a gran velocidad, de manera de exponerlos a grandes ace-
leraciones en el plano horizontal. En este tipo de experimentos se acostumbra expresar las ace-
leraciones logradas en términos de la aceleracién de la gravedad g (9 = 9,87%). Una persona
tiene distinta tolerancia para aceleraciones verticales u horizontales. En promedio la médxima
aceleracién vertical hacia arriba que puede soportar una persona es 5g pero utilizando trajes an-
tigravedad este limite es de 10g y cuando desciende la médxima aceleracién soportada es entre 2g
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y 3g. Cuando la aceleracién se da en la direccién horizontal, la méxima aceleracién soportada

es de aproximadamente 20g. Este dispositivo de entrenamiento puede lograr aceleraciones de

hasta 30g. El radio de la trayectoria que describe el individuo de prueba es de 6m y la acelera-
ciénangulary = 0, 3572 Con esta informacién, y sabiendo que el simulador parte del reposo,

calculemos:

1.

172

¢Cudl es la velocidad angular w,,, del simulador cuando la aceleracién centripeta llega a
20g?
La aceleracién centripeta es d,, = waQﬁp, cuyo médulo resulta | @, |= Rw?, obte-

o Ll _ [l
"o R Vem’

reemplazando los valores obtenemos w,,, = 5, 715rad/s.

niendo

¢Cuidnto tiempo demora el simulador en alcanzar esta velocidad angular?

Sabiendo que la aceleracién angular es constante y que el sistema parte del reposo po-
demos obtener la velocidad angular en funcién del tiempo, v = 0,3 rad/ s2, siendo la
velocidad angular

w:/’ydt:'yt—i— C,

como w(0) = 0, tenemos que C' = 0. Ahora podemos determinar cudnto tiempo de-
mora el simulador en alcanzar la velocidad angular deseada,

iy = —2 =t,, = 19,052s.

Si luego de alcanzar la velocidad angular médxima w,,,, esta se mantiene constante, dé la
expresion de la aceleracién que experimenta el individuo de prueba en coordenadas po-
lares.

Para tiempos menores a t,, hay aceleracién angular y por lo tanto el vector aceleracion
tendrd una componente tangencial y otra normal. Para tiempos mayores a t,, la velocidad
angular es constante, por lo que la aceleracién tangencial es nula y el vector aceleracién
solo tendrd componente normal,

Rydg — Rw?a, sit<tp,

—Rw? 1, sit >t ,

at) =
reemplazando obtenemos

Rvytg— RY*t* 4, sit <ty
—R~?t2 4, sit >t .

it) =



A
B /// eB \\\
{ \pA=R
pB_R " \‘
A 1

Figura 5.19: Dos méviles, A y B, en un movimiento circular sobre la misma circunferencia de

radio R.

4. Calcule el valor del médulo de la aceleracién en el instante que se alcanza la velocidad
angular méxima.
En el instante t,,, las componentes tangencial y normal del vector aceleracién son

a(t) = Rytg — Ry t2, 1,

obteniendo

|dt) |= \/(R'y)2 + [R~? (t,;)?f = 196,0088@2 =20,001g.

5.3.2 Encuentro en movimiento circular

El problema de encuentro de dos cuerpos toma también una forma simple en coordena-
das polares si ambos cuerpos realizan movimientos circulares; en particular si ambos se mueven
sobre la misma circunferencia de radio R, como los méviles A y B de la figura 5.19.

Asf la ecuacién (4.63) para un problema de encuentro en el plano,

Fa(te) = TB(te)
donde ¢, es el, o los tiempos de encuentro soluciones de esta ecuacidn, se reduce en el caso de
un movimiento circular al par de ecuaciones

cos[fa(te)] = cos[0p(t.)] ; sen[fa(te)] = sen[fp(te)]. (5.23)
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Hay que tener cuidado al buscar soluciones de este par de ecuaciones, ya que las funciones tri-
y yaq
gonométricas involucradas tienen perfodo 2 T, esto es,

cos(aw +2nm) =cos(a) ; sen(a+2n7) =sen(a) Vn € Z.

Esto nosdice que 04 (te) = 05 (t.) essololasolucién particular con n = 0, la solucién general
de las ecuaciones (5.23) es

Oa(te) +2nm=0p(t.) ; n € Z.

La interpretacién es sencilla, nos dice que dos méviles pueden encontrarse cuando han realiza-
do cada uno distinto nimero de vueltas. Pensemos en el caso mas simple: uno de los cuerpos,
digamos el A estd en reposo en el punto 74 = R, el cuerpo B se mueve con MCU, entonces
cada vez que el cuerpo B complete una vuelta habrd un encuentro con A. Mds generalmente,
si ambos cuerpos se mueven con MCU, y al menos una velocidad angular es no nula, es ficil
comprobar que si wyq # wp siempre habrd infinitos encuentros, pero si wq = wp, entonces
no se producen encuentros (salvo el caso trivial que ambos méviles tengan igual posicién para
todo tiempo). Veamos algunos ejemplos concretos.

El problema del reloj

Resolvamos un problema clésico de encuentro para MCU: En un reloj comun, la aguja de
las horas da una vuelta cada doce horas, mientras que la del minutero lo hace en una hora, asu-
miendo que el reloj es «perfecto» (esto es, no atrasa ni adelanta) ; En qué instantes se encuentran
superpuestas las agujas de las horas y los minutos?

En este caso definiremos ¢ = 0 alas 12:00 h, cuando ambas agujas estan en posicién vertical.
Esta eleccién, midiendo los dngulos a partir del eje y creciendo en sentido «horario», es un
buen ejemplo donde se muestra que podemos abandonar las convenciones cuando no resultan
convenientes. Entonces, tenemos

O0nh =wnt; wp-12h =271 = wy = %md/h

O =wmt; wm-1h=271 = w, =27rad/h. (5.24)

Nos interesan solo las soluciones con 0 < 0}, < 2, esto es

Orn (1)) = 0,(t() + 20750 =0,1,---,10. (5.25)

ya que paran = 11, que corresponde al duodécimo cruce, ambas agujas vuelven a encontrarse
alas 12:00 h. Usando (5.24), las soluciones de la ecuacién (5.25) tienen la forma

d d 12
2#%7&9’) = %%tén)—&—Znﬁ = M = ﬁnh;n:OJ,-u ,10.

El primer cruce se produce a los 12/11A de hora, tgl) = 1,0909--h = 1h5min 27 s, el

¢

segundo encuentro a dos veces este tiempo, = 2h 10min 54,54 s, y asf siguiendo hasta

llegar al dltimo cruce anterior a las doce, tﬁlo) = 10h 54 min 32.73 s.
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Problema de encuentro mezclando movimiento rectilineo y circular

El siguiente ejemplo de encuentro combina un movimiento circular con un movimiento
rectilineo. Se trata de un mévil A que se mueve sobre un circulo de radio R = 1m. Elegimos el
sistema de coordenadas con origen en el centro del circulo, tal que en ¢ = 0 el mévil se encuentra
en74(t = 0) = R{, definimos 6 de la manera usual (positivo en sentido antihorario). El
mévil tiene una aceleracién angular constante 74 < 0y velocidad angular inicial w(t = 0) =
wp > 0. Tenemos ademds un segundo mévil B que se mueve con velocidad constante ¥ =
vo(cos(m/4) @ + sin(w/4) 7), con vg = 2m/s, encontrindose ent = Oen 7p(t = 0) =
—R(i+2)).

Nos preguntamos cudles deben ser los valores de y4 y wo si exigimos que los puntos de
cruce de trayectorias sean puntos de encuentro sin que el mévil A haya pasado dos veces por
el mismo sitio. Nota: esta dltima condicién es necesaria para que el problema tenga solucién
tinica; también exige que w(t) > 0 hasta que se produzcan los encuentros.

Las funciones de movimiento y trayectorias del movimiento rectilineo uniforme y del movi-
miento circular con aceleracién constante ya han sido estudiadas en detalle, por lo que dejamos
como ejercicio comprobar que para el mévil A el 4ngulo en funcién del tiempo viene dado por

1
0(t) = 374 t +uwot,

y la trayectoria cumple
4 +y4 =R, (5.26)

Mientras que para el mévil B tenemos que su vector posicion es

Pp(t) = (\U/%t— R) P+ (:%t— 23) 3, (5.27)

ysu trayectoria resulta

yp(zp) =rp — R. (5.28)

Una vez obtenidas las trayectorias, debemos encontrar sus puntos de cruce, que denotaremos
como (&, Ye), exigiendo que cumplan ambas ecuaciones (5.26) y (5.28),

2+y.=R>; ye=z.—R

utilizando la expresién de y. de la segunda ecuacién en la primera obtenemos

Te1 =0 ; ya=—-R

2+ (z.—R?*=R* = 202 ~2Rz.=0 = " ., (5.29)
Te2 = s Ye2

encontrando dos cruces de trayectoria, como se muestra en la figura 5.20.

Finalmente debemos obtener los valores de v4 y wy tal que los puntos de cruce resulten
puntos de encuentro. De la ecuacién (5.27) podemos obtener los dos tiempos, 1 y t2, en que
el mévil B pasa por los puntos de cruce, siendo el primero
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x [m]

Figura 5.20: Trayectorias de los méviles A y B definidas por las ecuaciones (5.26) y (5.28) mos-
trando con circulos negros sus dos puntos de cruce obtenidos en la ecuacién (5.29).

2R
.’L‘B(tl):.%‘cl:%tl—R:O = h:f

-
Sl

Vo
y para el segundo tiempo obtenemos
Vo 2\/§R
t2) =Yoo = —ts —2R =0 = ty = =25 =2t .
yB( 2) Ye2 \/5 2 2 % 1

Las condiciones para que los puntos de cruce de trayectorias sean también puntos de encuentro

son 74(t1) = 7p(t1) y 7a(t2) = 7 (t2). Estas condiciones, junto a la condicién de que el
mévil A recorra el circulo solo una vez, dan, para la funcién de movimiento angular en estos
tiempos, los valores 6(t1) = 37/2y 6(t2) = 27, esto es

3 1 1
0(t1) = 2™ =374 B twoty 5 O(t) =271 = 374 3+ woty. (5.30)

Las ecuaciones (5.30) forman un conjunto de dos ecuaciones con dos incégnitas: y 4 y wo, cuya
solucidn es

d d
7A2—27T% ; w0:2\/§ﬁ%.

5.4 Movimiento periodico

En esta seccién trataremos otro tipo de movimiento con caracteristicas propias: el «movi-
miento periédicos.
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Volvamos al movimiento circular uniforme (MCU), donde el vector posicién es

7(t) = R (cos(wot 4 0p) i+ sen(wot+6p)7) ,

como ya notamos, las funciones trigonométricas cos(c) y sen(cv) tienen periodo 2 7, porlo que
en un MCU siempre se cumple

7t + 2nm jwo) = 7(t) (5.31)

lo cual puede comprobarse directamente usando las expresiones cos(a+3) = cos(ax) cos(3)—
sen(a) sen(B) ysen(a + ) = cos(a) sen(B) + sen(cx) cos(B).

La ecuacién (5.31) tiene una caracteristica muy particular: el mévil vuelve a pasar por el mis-
mo lugar, con igual velocidad y aceleracién a intervalos idénticos de tiempo. Para cumplir esta
ultima condicidén, el movimiento no necesita ser un MCU, pensemos por ejemplo en una pista
de Scalestrix tan complicada como se nos ocurra, con sus cruces, puentes, curvas, etc. Siempre
que mantengamos un autito recorriendo la pista con |¥(t)| =constante, si tardé un tiempo T
en dar una vuelta estard al tiempo ¢ + 17" en el mismo lugar. Otros ejemplos de movimien-
to periédico son: el movimiento de un péndulo, los latidos del corazén (asumiendo reposo del
individuo, por intervalos de tiempo aunque cortos, largos comparados con su periodo), el mo-
vimiento de la Tierra alrededor del Sol (aunque estrictamente es cuasiperiédico), el movimiento
de los pistones de un motor en régimen, el movimiento de los electrones en algunos circuitos
eléctricos (por ejemplo el denominado RLC), etc.

Definiremos un movimiento como «periédico» si existe una constante 7' > 0, con unida-
des de tiempo, tal que V¢ se cumple

it +T) =7(t), (5.32)

notemos que esto implica que V¢ se cumple

Ft+kT)=7Ft+nT)VEkneZ.

Derivando una y dos veces la ecuacién (5.32) obtenemos

Ft+T)=0(t) ; at+T)=a(t)Vt.

Finalmente definimos la frecuencia f como la cantidad de perfodos en una unidad de tiempo:

f=7

Si bien las unidades de frecuencia son [f] = [1/t], notemos que la frecuencia es la cantidad de
vueltas que da el mévil en una unidad de tiempo, por lo que es muy comun expresarla como
revoluciones (vueltas) x [t]. Nos resulta muy familiar esta medida en motores, por ejemplo, el
tacémetro de un automdvil mide revoluciones X minuto.

Volvamos al ejemplo del MCU, la ecuacién (5.31) nos dice que en este caso

2m
T=2" .
wo 21
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Otro ejemplo conocido de movimiento periédico, esta vez unidimensional, es el oscilador
arménico que vimos en la seccién 3.6, ecuaciones (3.17) a (3.18) y figura 3.3. La funcién de
movimiento para ese ejemplo es

z(t) = 1msen(2¢/s) ,

que por tratarse de una funcién seno, corresponde a un movimiento periédico con T' = 7 s.
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CAPITULO 6
MOVIMIENTO RELATIVO

Como repetimos varias veces, los cuerpos estdin moviéndose en el espacio independiente-
mente de nuestro interés por describir dicho movimiento. Y, como dicen por ahi, donde hay
dos personas, habrd al menos dos opiniones. Entonces es muy posible que, para describir el mo-
vimiento de un dado cuerpo, dos personas al observarlo utilicen dos sistemas de coordenadas
diferentes. Como si esto fuera poco, las personas pueden estar en distintos lugares, y ademds
moviéndose a distintas velocidades. Veamos un ejemplo: la descripcién del movimiento de una
pelota que cae de las manos de un nifio mientras camina por un vagén de un tren en marcha
serd distinta segtin la mire el nifio, una persona que estd sentada en un asiento del vagén, o una
vaca que pasta en el campo.

Ademds, debemos tener en cuenta que un elemento clave de la investigacién cientifica es la
validacién de los resultados: mis resultados deben poder corroborarse por otras personas. Para
esto, necesitamos saber describir un mismo mévil desde diferentes sistemas de coordenadas y
relacionar las funciones de movimiento encontradas en cada uno. Es decir, para que la descrip-
cién de un movimiento cualquiera sea objetiva, ademds de dar la funcién de movimiento, es
necesario indicar univocamente el sistema de referencia utilizado. Por otra parte, debe ser posi-
ble dar la descripcién del movimiento del mismo mévil desde otro sistema de referencia, siempre
y cuando se conozca el movimiento de un sistema de coordenadas respecto a otro.

6.1 Cambio de coordenadas

Analicemos qué relacién existe entre las coordenadas correspondientes a dos sistemas de re-
ferencia diferentes denominados A y B. Solo analizaremos el caso en que los sistemas de referen-
cia son ortogonales y tienen sus ejes paralelos entre s con igual sentido positivo. Las coordenadas
de un punto P del plano en los dos sistemas serdn (zpa, ypa) y (pB, YPB), respectivamente.

El origen del sistema B, visto desde el sistema A, estd determinado por el vector posicién
7B (léase posicién de B con respecto a A) mientras que el origen del sistema A respecto del
sistema B estd dado por 74 g (Iéase posicién de A con respecto a B). Queda claro de la figura
6.1 que A = —7'ap; ademds se observa que se verifican las siguientes relaciones vectoriales:

TpA =Tpp —TAB ; TPB=Tpa—TBA- (6.1)

Notar que en el lado izquierdo de cada igualdad tenemos un vector referido a un sistema de
coordenadasy del derecho dos vectores referidos al otro sistema. Ademds, resulta arbitrario a qué
sistema denominamos A y a cudl B, asf vemos que, si en la ecuacién de la izquierda cambiamos
A < B obtenemos la ecuacién de la derecha y si lo hacemos en la de la derecha obtenemos la
de la izquierda.
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Figura 6.1: Posicién del punto P visto desde dos sistemas de coordenadas A y B. Se muestran
también los vectores del origen de coordenadas de cada sistema respecto al otro respetando el
color negro para Ay azul para B.

Las ecuaciones (6.1) nos permiten encontrar la posicién de un objeto (el punto P) con
respecto a un sistema de coordenadas siempre que conozcamos su posicién con respecto a otro
sistema y la posicién relativa entre ambos sistemas.

Veamos un ejemplo: un dado punto P, cuyo vector posicién en un sistema de coordenadas
AesTpa = —1mi+ 2m j(como solo consideramos sistemas con ejes paralelos entre si, no
necesitamos subindices en los versores). Un segundo sistema de coordenadas B tiene su origen
respectoa Aenpa = 3mi + 4m }, scudl es el vector posicién de P en el sistema B, 7pp?
La segunda ecuacién (6.1) nos dice que

Tpp =TpA —TBa =—1mi+2mj— (3mi+4mj) = —4mi—2m]j.

Los sistemas de coordenadas y los vectores involucrados se muestran en la figura 6.2.

En general, la situacién descripta en la figura 6.1 podria evolucionar en el tiempo, es decir,
dicha figura podria pensarse como una fotografia en un instante particular. La pelicula completa
serfa la sucesién de fotografias para distintos valores del tiempo, y debemos incluir la dependen-
cia temporal en las ecuaciones (6.1),

FPA(t)ZFpB(t)—FAB(t) ; FPB(t)Z’FpA(t)—FBA(t). (6.2)

Estas ecuaciones, que relacionan coordenadas de un punto respecto a dos sistemas de coor-
denadas se denominan «transformaciones de coordenadas».
Analicemos los siguientes casos:

1. Supongamos que los sistemas A y B no se mueven uno I‘CSpCCtO a otro. Entonces las

180



yml l
| | | | | | | | | |
I T T I J T I T I T
-6 -4 -2 2
P _tz 1 Xplm]
SR PB 2T
| | | PA\ rB,‘4 i |
I T I T I T T I I T
6 4 2 9 2 | 4 ‘xA[m]

Figura 6.2: Posicién del punto P visto desde dos sistemas de coordenadas Ay B.

relaciones son:

— —

TPA(t):’FPB(t)—’FAB ; FPB(t):TPA(t)—FBA,

donde los vectores 4p = —7pa son constantes. La velocidad del cuerpo vista desde
cada uno de los sistemas puede obtenerse derivando el vector posicién con respecto al
tiempo:

dFPB(t) d N . deA(t) N
. t) — = — = .
i i ("pa(t) — Ba) 0 UpA (6.3)

g —_

vpp =
esto es, si dos sistemas estdn en reposo uno respecto del otro, se cumple que la velocidad
de cualquier mévil respecto a ambos sistemas es la misma, Upp = Up 4.

. Supongamos ahora que los sistemas estdn en movimiento uno respecto del otro. En este
caso, la derivacién de la ecuacién (6.2) nos lleva a una versién de las ecuaciones (6.3)
donde 74 g y ¥p 4 son ahora funciones del tiempo:

G drpp(t) _ dipa(t)  drpa(t)
PB dt dt dt ’
. _ drpa(t) _ drpp(t) B drap(t)
pa dt dt a
es decir,
Upp = Upa —Upa obien Ups =Upp —UaB, (6.6)
donde U4 = d";ﬁB y UBa = dl’;ﬁ’* son las velocidades de A respecto de B y de B

respecto de A, respectivamente.
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Estas relaciones (6.6), que vinculan las velocidades de un cuerpo observadas por dos sistemas
diferentes que se mueven uno respecto del otro suelen denominarse «Teorema de adicién de
velocidades».

Las transformaciones de coordenadas que asumen que la velocidad relativa entre ambos
sistemas es constante, es decir ¥f4p = —Upa =constante; por lo tanto Fpa(t) = Upa t +
754 (0) con lo cual la relacién entre las coordenadas del cuerpo descriptas por los dos sistemas
puede obtenerse sustituyendo esta expresién en la ecuacién (6.2):

Tpa(t) = 7pp(t) — Tap t — Tap(0)

se denominan «transformaciones de Galileo», y jugardn un rol importante cuando estudiemos
las leyes de la dindmica.

Cambio de coordenadas: otra notacién

Una notacién muy usada para cambio de coordenadas es definir un sistema «no prima-
do» Sconoriggn O = 7 = zi+yj; U = di/dt; etc. y un sistema «primado» S con
origen O' = 7 =2’ i+y' j; ¥ = di" /dt; etc. Nuevamente, notar que no ponemos primas
a los versores base porque los ejes coordenados de S'y S son paralelos, en el caso mds general
(que no veremos) los versores de S’ también llevardn primas. Asi, si llamamos S al sistema A4, y
S’ al sistema B, las ecuaciones (6.2) toman la forma,

’FIP:FP—T_"O/ H Fp:flp—flo.

y el teorema de adicién de velocidades, ecuaciones (6.6), toma la forma

7(t) = 0(t) —Tor(t) ; () = T(t) —Tp(t)
Esta notacién es de hecho la mds usada en la literatura, y puede encontrarse en gran cantidad
de libros y paginas que puedan consultar.

6.2 Ejemplos

Analicemos ahora algunos ejemplos particulares. En primer lugar, supongamos que en una
ciudad estd lloviendo y no hay viento a nivel de superficie. Una persona que estd en una parada
de émnibus verd que las gotas caen verticalmente, pero ¢cémo las verd caer otra persona que
viaja en un automdvil?

Los dos sistemas de referencia mostrados en la figura 6.3 son la persona en la parada de
émnibus (A — p) y la persona que viaja en el automévil (B — a), donde se ha reemplazado
los nombres de los sistemas de coordenadas A y B genéricos por las iniciales propias de los
elementos del problema para mayor claridad. La velocidad de la gota vista desde el sistema p
serd Uy, = vgp] (de acuerdo al sistema de coordenadas graficado vy, < 0), mientras que la
velocidad del auto respecto del sistema p serd Uiy, = Vqpt (en nuestro caso serd vy > 0).
Utilizando la expresién que relaciona la velocidad vista por ambos sistemas dada en la ecuacién
(6.6) podemos obtener cudl es la velocidad de la gota vista por la persona que viaja en el auto:

Vga = Ugp — Vap = Vgp] — Vap? (6.7)
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Figura 6.3: Sistema de coordenadas p fijo en la parada de Smnibus y a fijo al auto y las velocidades
de la gota de lluvia g (circulo) y el automévil (rectingulo) respecto al sistema de coordenadas p.

Figura 6.4: Esquema de todos los vectores velocidad involucrados en la caida de la gota de lluvia.

Si damos valores razonables a las velocidades, por ejemplo vy, = —15 km/h =constante (lo
cual es realista debido a la presencia del aire), mientras que para la velocidad del auto respecto
de la parada asumimos Uop, = vqp © = 30 km/h i, la ecuacién (6.7) nos dice que Uy, =
—30 km/h © — 15km/h j, mostrando que la velocidad de la gota respecto del automévil en
marcha estd orientada de manera oblicua, siguiendo la trayectoria tipicamente observada a través
de las ventanillas laterales de un auto, como se ve en la figura 6.4. Asi, una persona que va en el
auto ve caer la gota con un dngulo dado por 6 = arctg(vgq,y/Vga,e) = arctg(1/2) = 6 =
206, 6°. La calculadora nos da el valor 26, 6°, que es el dngulo que forman ¥y, con ¥p,, pero
si deseamos obtener el 4ngulo 6 que forma ¥y, con el eje = debemos sumarle a este resultado
180°, ya que el vector apunta hacia el tercer cuadrante.

Veamos otro ejemplo. Un vuelo debe pasar por la ciudad de Rosario y dirigirse a la ciudad
de Santa Fe (situada justo al norte de Rosario). El piloto fija el rumbo hacia el norte mientras el
avién vuela a una velocidad de médulo vy, (1éase velocidad de la nave respecto del aire). Elinfor-
me meteoroldgico reporta que hay viento en direccién oeste-este, cuya velocidad es de médulo
Vgt (velocidad del aire respecto de tierra). ¢Podrd el piloto lograr su objetivo?

Como vemos aqui, los datos estin referenciados a dos sistemas diferentes. La posicion de las
ciudades y la velocidad del viento estin dados con respecto a un sistema fijo a tierra; mientras
que el médulo y la direccién dela velocidad del avidn estdn referenciados a un sistema fijo al aire.
Antes que nada conviene establecer la diferencia entre el «rumbo» y la «direccién de viaje». El
rumbo es la direccién hacia adonde apunta el avidn, o el barco, o el mévil que sea, mientras que
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Figura 6.5: Diagrama de un avién sobrevolando Rosario y apuntando a la ciudad de Santa Fe.
En el sistema de coordenadas fijo a tierra se indican los puntos cardinales.

la direccién de viaje es la direccién que sigue la trayectoria de la nave respecto de tierra. En este
problema se verd claramente que ambas direcciones no tienen por qué coincidir. Consideremos
el diagrama dela figura 6.5. La situacién esquematizada muestra al avién sobrevolando la ciudad
de Rosario y apuntando hacia el norte, es decir, con el rumbo fijado por el piloto como se indicé
anteriormente. Si bien en la figura 6.5 solo se muestra el sistema de coordenadas fijo a tierra, es
necesario considerar otro sistema respecto del aire, que es paralelo al anterior, pero «se lo lleva
el viento »hacia el este. Utilizando estos sistemas podemos escribir:

* Velocidad de la nave con respecto al aire: U = Vo).
* Velocidad del viento (velocidad del aire respecto a tierra): Tgs = Vgyl.

Utilizando la expresién que relacionala velocidad de un cuerpo visto por dos sistemas diferentes
de coordenadas, ecuacién (6.6), podemos escribir

Unt = Unag — Uta = Una + Vat -

reemplazando obtenemos

Unt = UnaJ + Vat?

Como vemos, el vector velocidad del avién visto desde un sistema fijo a tierra tiene compo-
nentes en las direcciones de 2 y 7. Pero como Rosario y Santa Fe estdn en la direccién sur-norte,
para llegar a Santa Fe el vector velocidad del avién solo deberfa tener componente en la direc-
cién de j. Lo que ocurre es que si el piloto pone direccién al norte los motores lo mueven en
esta direccion pero el aire lo hard moverse también en la direccién del viento. Considerando esto
podemos prever que el avién no llegard a Santa Fe, sino mds bien, a algiin lugar de la provincia
de Entre Rios.

Ahora nos preguntamos qué rumbo tendria que fijar el piloto para poder llegar efectivamen-
te a Santa Fe. Es evidente que para viajar hacia el norte debe compensar el arrastre del viento y
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Figura 6.6: Diagrama de un avién sobrevolando Rosario con rumbo noroeste. En el sistema de
coordenadas fijo a tierra se indican los puntos cardinales. Se ilustran, en un tono mds claro, las
posiciones que ird ocupando el avién durante el transcurso del vuelo. Ademds se muestran los
vectores velocidad relevantes en el problema.

por lo tanto la velocidad del avién con respecto al aire, cuya direccién no es otra cosa que el
rumbo, deberd tener una componente horizontal como se muestra en la figura 6.6.
Para esta nueva situacién podemos escribir los vectores velocidad como:

* Velocidad de la nave con respecto al aire: Ty = —Upgq sen(0)i + vpq cos (6)7.
* Velocidad del aire respecto de tierra: U4 = Vg4l

Sabemos que Uyt = Upq + Uat y reemplazando obtenemos

Unt = —Ung sen(0)i + vpq cos (0)7 + vatl

= [Vat — Una sen(0)]i + vpq cos (6)].

Para que el avién viaje hacia el norte su velocidad vista por una persona parada en tierra solo
debe tener componente en la direccién de j, y por lo tanto deberfa ser U, = vy ). Igualando
ambos vectores obtenemos

Unt] = [Vat — Una sen(0)]i + vpq cos (0)7,

igualando componente a componente resulta:
0 =vgt — Unagsen(f) y Upg = Vpq cos(f).

En este sistema de ecuaciones las incégnitas son vy, (mddulo de la velocidad de la nave respecto
a tierra) y 0, el dngulo que debe formar la velocidad del avién respecto al aire (rumbo) con la
direccién sur-norte. Resolviendo obtenemos

sen(f) = Vat Y Unt = Unq cos (6). (6.8)

Una
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Resumiendo, el avién debe volar con rumbo noroeste formando un dngulo 6 con respecto a la
direccién norte-sur, dado por la primera de las ecuaciones (6.8). El avién se mantendrd apun-
tando segtin ese dngulo, desplazdndose paralelo a si mismo a lo largo de la direccién sur-norte
con una velocidad respecto de tierra dada por la segunda de las ecuaciones (6.8) (ver figura 6.6).
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CAPITULO 7
MOVIMIENTO EN TRES DIMENSIONES

En los capitulos anteriores hemos descripto el movimiento de cuerpos puntuales que se
mueven sobre una recta (una dimensién o 1 — D) y sobre un plano (dos dimensiones 0 2 —
D). Pero vivimos en un espacio tridimensional, y nuestro estudio de la cinemdtica de cuerpos
puntuales no estarfa completo si no sabemos describir movimientos en tres dimensiones (0 3 —
D). De manera similar a lo realizado para la descripcién de los movimientos 1 — Dy 2 — D,
lo primero que debemos hacer es determinar de manera unfvoca la posicién de un cuerpo en el
espacio tridimensional.

7.1 Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales

Este sistema es la generalizacién directa del que utilizamos para definir la posicién de un
cuerpo en el plano. Asf como al pasarde 1 — D a2 — D agregamos la coordenada y al sistema
cartesiano, al pasar a 3 — D solo tenemos que agregar otra coordenada, esto es, un nuevo eje,
perpendicular a los dos que definen el plano, en el cual se especifica la altura a la que se encuen-
tra el cuerpo respecto del plano de referencia. A esta nueva coordenada la llamaremos z. Por lo
tanto, para definir la posicién de un punto en el espacio tridimensional deberemos especificar
una terna de valores, que llamaremos x, ¥, 2, que corresponden a las tres coordenadas carte-
sianas del cuerpo en el espacio tridimensional. Para poder hacer un grifico 3 — D en el plano,
nos vemos obligados a usar perspectiva. La convencidén usual es dibujar el eje 2 hacia arriba de
nuestra hoja, el ¢je y de manera horizontal (como dibujamos los ejes * — ¥ en el plano), y el eje
T en perspectiva, «saliendo hacia afuera» de nuestra hoja, como se observa en la figura 7.1.

La distancia entre dos puntos, independientemente de la dimensién del espacio en que es-
temos trabajando, se define como la longitud del segmento que los une. Asi, la distancia do p de
un punto P al origen es dada por la longitud del segmento O P mostrado en la figura 7.1. Este
es la hipotenusa de un tridngulo rectingulo de lados /2% + y% v |zp/, por lo que la distancia

del punto P al origen de coordenadas se obtiene, al igual que en 2 — D, aplicando el teorema

dop =\/2% + Y%+ 2% (7.1)

También podemos usar el teorema de Pitdgoras para el cdlculo de la distancia entre cualquier
par de puntos en el espacio, Py y P», de coordenadas (1, y1, 21) y (%2, Y2, 22) respectivamente,

de Pitdgoras:

diz = \/(x2 — 1) + (y2 — 11)? + (22 — 21)2. (7.2)

Esta ecuacién para la distancia en tres dimensiones es claramente la extensién de la férmula para
la distancia que habfamos utilizado en dos dimensiones mediante la ecuacién (4.1). Por otra
parte, puede verse que la férmula de la distancia de un punto al origen, ecuacién (7.1), es un
caso particular de la distancia entre dos puntos dada en la ecuacién (7.2).
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Figura7.2: Localizacién de un punto P del espacio tridimensional mediante su vector posicién.

Figura 7.1: Un punto P (en rojo) y el segmento OP (en azul) en un sistema de coordenadas
cartesianas ortogonales en tres dimensiones. Todos los d4ngulos entre ejes son de 90 y el eje ,
que es perpendicular al papel, se grafica utilizando perspectiva. La linea de puntos se halla en el

plano x — y, y sulongitud es /2% + y%.

7.2 Vector posicion y funcion vectorial de movimiento

Podemos identificar un punto P del espacio tridimensional, de coordenadas (xp, yp, 2p),
mediante un vector 7 que tenga su punto de aplicacion en el origen del sistema de coordenadas
y su extremo en P, como muestra la figura 7.2. Como ahora tenemos tres ejes coordenados,
ademds de los versores 7 en la direccién x, y j en la direccién y, debemos agregar un tercer versor
en la direccién z, que, por supuesto, denominaremos ]%’ y es ortogonal a los otros versores base,
i-k=0; R k =0.Las componentes de este vector 7 son las coordenadas cartesianas de P; es
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b |z |1 | 21
lo | T2 | Y2 | 22
t3 | @3 | Y3 | 23
ta | T4 | Ya | 24
s | 5 | Y5 | 25
te | T6 | Ys | %6

Tabla 7.1: Tiempos y posiciones registradas para un mévil en el espacio 3 — D.

decir,

Te =Zp, Ty=Yp Yy T2=2Z2p,

por lo tanto, el vector 7 que caracteriza el punto P se escribe en un sistema cartesiano 3 — D
como

F:xpi+ypj+z1:k.

Cuando identificamos con este vector el punto del espacio donde se encuentra ubicado el cuer-
po cuyo movimiento estamos describiendo, a este vector lo denominamos «vector posicién».

En 1 — D, basados en la informacidén de la tabla 1.1, definimos la funcién de movimiento
x(t). Luego vimos movimientos en el plano descritos en un sistema cartesiano. En este caso
necesitamos una segunda coordenada, y por lo tanto agregar una columna a la tabla 1.1 para
obtener la tabla 4.1 que nos lleva a definir la correspondiente funcién de movimiento y(t). Es
claro que en 3 — D debemos agregar a esta tltima tabla una columna mds, correspondiente a la
coordenada z, como se muestra en la tabla 7.1.

Aligual queen 1 — Dy 2 — D, asumiremos, a partir de postular la continuidad del mo-
vimiento y la velocidad de los cuerpos, que las tres funciones obtenidas, z(t), y(t) y z(t), son
continuamente diferenciables.

Como hemos visto, la posicién de un punto en el espacio puede ser dada por un vector
denominado «vector posicién del punto»; si el Cuerpo se mueve, su vector posicion variard con
el tiempo y, por lo tanto, en cada instante tendremos un vector posicion. Es decir que el vector
posicién serd una funcién del tiempo

7= 7t).

Si referimos el vector posicién a una base ortogonal coincidente con el sistema de coordenadas
cartesiano ortogonal, podemos escribir

Por lo tanto, podemos describir el movimiento de un cuerpo en el espacio por medio de la «fun-
cién vectorial de movimiento» 7(t), cuyas componentes cartesianas serdn las funciones de mo-
vimiento z(t), y(t)y z(t).
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7.3 Velocidad y aceleracion

Como veremos, esta seccion es similar a lo desarrollado en la seccién 4.4 para movimientos
en el plano. La principal diferencia en las definiciones de velocidad, aceleracion, etc., radica en
el numero de componentes de los vectores (3 en lugar de 2).

La definicién de velocidad instantdnea es formalmente la misma que en dos dimensiones,
ecuacién (4.23), solo que ahora los vectores involucrados tienen tres componentes,

A — ()

olt) = Aligov - Alt%() At 7:3)
El vector de la derecha de la igualdad, expresado en un sistema cartesiano es
dr, dy. dz
E 1+ E ]+ o k’ (7.4)

y expresando el vector velocidad en términos de sus componentes cartesianas, 7(t) = v, (t) i+
vy (t) 7+ v, (t) k, identificamos

dx dy dz
Uﬂ?(t) = % ’ Uy(t)

Aqui vemos claramente que la ecuacién (7.3) es vilida en cualquier dimensién, mientras que las

(7.5)

ecuaciones (7.4) y (7.5) se refieren a vectores con tres componentes, y son vilidas soloen 3 — D.

Aligual que en el caso bidimensional, la trayectoria de un mévil es el conjunto de puntos que
durante el movimiento coincidieron con el vector posicién, es decir, una fotografia del camino
seguido por el mévil que, sin embargo, no permite conocer en qué forma fue recorrido. Daremos
ejemplos mds adelante, volvamos ahora al andlisis de la velocidad y la aceleracién.

En el caso 2 — D, el vector velocidad de un mévil resulta tangente a su trayectoria. Si bien
no repetiremos aqui la deduccién hecha en el punto 4.4.4 (basada en una construccién grifica,
figuras 4.44 y 4.45, que resultaria mucho mas dificil de visualizar en 3 — D), nos debe quedar
claro que, independientemente de la dimensién del espacio en el que el cuerpo se mueva, el
vector velocidad es tangente a la trayectoria.

También la definicién del vector aceleracién es formalmente independiente de la dimensién
espacial,

it)= — = lim — = lim = g

dv AT d(t+AY) —dt)  d (dF\ _ d&F
dt — At—0 At At—0 At T dt -

Siel vector posicién estd expresado en términos de sus coordenadas cartesianas, 7(t) = () i+
y(t) 7+ z(t) k, resulta
dvg dv, - d2 d?y d?z
a(t) = 2xp 4 P
W=t @it wt=a@ T wlt e
Puesto que podemos expresar un vector como un versor multiplicado por un escalar, en
el caso particular de la velocidad podemos escribir #(t) = v(t)0(t), donde v(t) = |U(t)|y

0(t) = ¥(t)/|U(t)| es un versor tangente a la trayectoria. Tanto el médulo como la direccién
del vector velocidad pueden variar con el tiempo, entonces tenemos:

at) = ‘g = % [w(®)o(t)]
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y aplicando la regla de derivacién del producto de funciones obtenemos

do(t) . do(t)
p 0(t) + v(t) Tt

Vemos que esta expresion de la aceleracién contiene las dos componentes que ya hemos identi-
ficado en el caso de movimiento bidimensional.

a(t) = a(t) + an(t),

donde la aceleracién tangencial es

. do(t) .

1) = 050,
y la aceleracién normal

an(t) = oy Y.

dt

Entonces, al igual que en dos dimensiones, podemos expresar el vector aceleracién como
suma de dos componentes cuyos efectos sobre el vector velocidad estin bien diferenciados, la
«aceleracién tangencial», @y, responsable de modificar el médulo del vector velocidad y la «ace-
leracién normal», @, responsable de modificar la direccidn del vector velocidad. Obviamente,
estas dos componentes y el vector aceleracién estdn en un mismo plano, pero ademds, como
@y es paralela al vector velocidad, podemos ver que las dos componentes se encuentran sobre el
plano formado por los vectores velocidad y aceleracion.

7.4 Trayectoria

Mientras que para el caso de movimientos en el plano la trayectoria puede expresarse por
una ecuacion que relacione las coordenadas x e y, por ejemplo, y =z + b o 22 +9y? = R?,
para movimientos en dimensién tres se debe incluir tres coordenadas x, ¥ y 2, por lo que, en
general, necesitaremos dos ecuaciones para expresar la trayectoria, por ejemplo y(z) y z(z).
Otra forma algo mds indirecta de dar la trayectoria es a través de tres ecuaciones en términos de
un pardmetro comdn, por ejemplo el tiempo ¢, esto es, construyendo una tabla como la tabla
7.1 con las tres funciones de movimiento x(t), y(t) y z(¢).

Asi como todo movimiento rectilineo podemos describirlo utilizando un sistema de coor-
denadas unidimensional, un mévil que se mueve en un plano se puede describir utilizando un
sistema de coordenadas bidimensional. Por ejemplo, el caso de un proyectil disparado desde
el suelo (origen de coordenadas) formando un dngulo de elevacién de o = 60° y un dngulo
B = 45° respecto del plano x — z (ver figura 7.3). El movimiento en realidad se produci-
rd en un plano, indicado en la figura, que contiene al eje z y que corta perpendicularmente el
plano  — ¥. En este caso basta cambiar nuestro sistema de coordenadas adecuadamente para
que el movimiento pueda describirse usando solo dos dimensiones. Sin embargo, la situacién
no siempre es asf, de la misma manera que un problema de encuentro de dos movimientos rec-
tilineos no paralelos no puede tratarse utilizando un sistema unidimensional, el problema de
encuentro de dos movimientos planos no coplanares debe tratarse en un sistema tridimensio-
nal, como veremos en el ejemplo de la préxima seccién. Ademds, un sinndmero de movimientos
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Figura 7.3: Tiro parabdlico en el espacio tridimensional, cuya velocidad inicial forma un angulo
a con el plano & — y (suelo), y cuya proyeccién en dicho plano forma un dngulo 3 con el eje x.
El movimiento ocurre en el plano que forma un dngulo 5 con el plano x — z.

son intrinsecamente tridimensionales y no pueden reducirse al caso bidimensional. Pensemos
por ejemplo en el vuelo de una mosca en una habitacién, o en el movimiento de un pez en el
agua. La trayectoria de estos y otros movimientos resulta mds dificil de describir que en el caso
bidimensional.

Veamos un ejemplo concreto: el de un movimiento helicoidal (de tirabuzén) dado por las
ecuaciones

z(t) = R cos(wt) ; y(t) = Rsen(wt) ; =z(t)=at, (7.6)

donde R es el radio del circulo que proyecta el mévil en el plano x — 3, w su velocidad angular y
aces la velocidad de avance en z. Estas ecuaciones pueden describir el movimiento de un corcho
que flota sobre un tanque que se estd desagotando o el de una particula cargada en presencia de
un campo magnético uniforme. Las ecuaciones (7.6) son las funciones de movimiento, o bien las
expresiones paramétricas de la trayectoria dadas en términos del pardmetro ¢. Notemos que en
este caso, larelacién lineal entre 2z y t nos permite escribir las funciones () e y(z) que describen
la trayectoria 3 — D del mévil, que es mostrada en la figura 7.4. Si bien en la trayectoria no hay
informacién sobre la velocidad de su recorrido, si las funciones de movimiento estdn dadas por
las ecuaciones (7.6), entonces el periodo del movimiento circular en el plano es T = 27/|w],
y en el tiempo que dio una vuelta completa en el plano, su altura aumenté en Az = || T
Entonces de la trayectoria se obtiene la siguiente relacién entre w y v,

« Az
- ==, (7.7)
w 2w
La trayectoria mostrada en la figura 7.4 puede ser recorrida con distintas velocidades, pero
vemos que si damos una vuelta, la coordenada z cambia en 1 m, esto es, segin (7.7) |w| =
27 |a|/1 m. En particular, esta trayectoria fue graficada utilizando las funciones de movimien-
to
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x[m] - ylm]

Figura 7.4: Trayectoria helicoidal, ecuaciones (7.8), para0 < ¢ < 3 s.

rad rad m

x(t):2mcos<2ﬂ8t> : y(t)=2m36n<2ﬂ'st) o2t =121,

s
(7.8)
Estudiemos ahora la velocidad y aceleracién de este mévil,

#(t) = Rw (—sen(wt) i+ cos(wt) j) + ak = |7] = VR2w? + a2,
esto es, el médulo de la velocidad no depende del tiempo, por lo que el mévil debe tener solo
aceleracién normal. Como la derivada segunda de z(¢) es nula, la aceleracién es idéntica a la de
un MCU,
@(t) = —Rw? (cos(wt) i+ sen(wt)j) ,

y efectivamente vemos que @(t) - ¥(t) = 0, por lo que @(t) = @y, (¢) para todo tiempo.

7.5 Encuentro de dos movilesen 3 — D

La definicién de encuentro es —jnuevamente!— independiente de la dimensién; dados dos
moviles A y B habrd encuentro si se hallan en el mismo lugar al mismo tiempo, esto es:

FA(te) = _,B(te)a

que es idéntica a la ecuacién (4.63).

Veamos un ejemplo: Un deportista estd practicando el deporte olimpico «tiro al platillo»,
que consiste en una miquina, situada en el punto que definimos como origen de coordenadas,
que dispara un platillo (que llamaremos p) en ¢ = 0, al que el deportista debe pegarle al vuelo
disparando una bala (que llamaremos b) en t = ¢4 > 0 desde una posiciéon 7, (t = 0) =
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Figura 7.5: Préctica de «tiro al platillo», en la que dar en el blanco equivale a resolver un proble-
ma 3 — D de encuentro. Las trayectorias del platillo y la bala son mostradas en lineas continuas
negra y azul respectivamente. La linea azul cortada representa la proyeccién del movimiento de
la bala en el piso (plano z — ).

0%+ YeJhconzg < 0eyy(t) = y. Vi tal que la bala impacta al platillo en el punto de
méxima elevacién de este, como se muestra en la figura 7.5 (esta Gltima condicién presenta para
el deportista la ventaja de apuntar al lugar donde el platillo va més lento).

Un tiro parabdlico como el estudiado al final del capitulo 4 siempre podemos describirlo
como un movimiento en el plano, pero si tenemos dos tiros parabélicos en distintos planos
debemos usar un sistema tridimensional.

Entonces nos preguntamos, si el plano de trayectoria del platillo (x = 0) es perpendicular al
plano de trayectoria de la bala (y = ¥.), ¢cudl es el instante t4 en que el deportista debe efectuar
el disparo y cudl debe ser el déngulo de disparo de la bala, o,? Los datos (bastante realistas) del
problema son: vy = 20m/s; o, = m/4; xg = —50m; vyo = 300m/s, y consideramos
que ambos, platillo y bala son lanzados desde el suelo, dado por z = 0.

Lo primero que vemos es que tenemos todos los datos necesarios para conocer la cinemdtica

del platillo, asi que su punto de mdxima altura, que es el punto de cruce de trayectorias, estd dado
por las ecuaciones (4.46), (4.47) y (4.48) con a, = /4,

0 Upo
Ye =75 3 Zc= = ;o te= L (7~9)

V2g

Dejamos como ejercicio corroborar los resultados dados en (7.9). Como un punto de encuentro
solo puede estar en un punto de cruce de trayectorias, exigimos que e = Y J+ 2c Ky te = te.

Debemos ahora encontrar las funciones de movimiento y trayectoria de la bala, que también
es una pardbola de tiro, solo que lanzada al tiempo t4 > 0, desde 70 = 2o 2+y, j con velocidad
inicial D40 = vpo (cos (o) © + sen(ay) 7). Dejamos también como ejercicio verificar que
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. . R 1 R
75(t) = (vpo cos (ap) (t — ta) + xo) 14+ye j+ —59 (t —ta)* + vpo sen(aw) (t — ta) | k

(7.10)
vilido parat > t4. Entonces, de la condicién de encuentro 7,(t.) = 75(te), usando que
Tp(te) = Ye J+ 2c k y la ecuacién (7.10) obtenemos

Yel+zek = (vpo cos(ap) (t—tq) +xo) i+yeci+

1 .
_59 (f — td)2 + Upo sen(ab) (t — td) k.

La componente y de esta ecuacion es trivial, mientras que de las componentes x y 2z obtenemos

1
Upo COS (ab) (te — td) +xo=0 ; —§g (te — td>2 + vpo sen(ab) (te — td) = Zc,

que son dos ecuaciones para las dos incdgnitas tq y ovp. De la primera ecuacién obtenemos

Zo

te —tg = ———-7—, (7.13)
vpo cos (ap)
que permite eliminar la incdgnita ¢, en la segunda ecuacién,
2
9o
————— —zotg(w) = 2.
2 2
20, cos? (o)
Usando la identidad trigonométrica 1/ cos? (o) = 1 + tg%(c) obtenemos una ecuacién

cuadrética para tg(cy):

2 2
gy 2 ED)
=—=tg° () + zotg(aw) + == + 2. = 0,
20, 20,
recordando que zg = —50m; v = 300m/s; z. = 10m;t. = V2 s obtenemos
73
tg(ay) ap ~0,2rad ~ 11,5°,

= =
180 + /32327

finalmente, reemplazando este valor del dngulo en la ecuacién (7.13) obtenemos el tiempo en
que debe efectuarse el disparo para dar en el blanco:

ty = (\f — \/2 (899 — 5«32327) s~1,245.
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Parte 11

DINAMICA
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CAPITULO 8
DINAMICA DE UNA PARTICULA

Hasta aqui se ha estudiado esencialmente el movimiento de objetos puntuales describiendo
su posicidn, velocidad y aceleracién. A partir de ahora estudiaremos aquello que causa y modi-
fica el movimiento de los objetos, tanto puntuales como extendidos.

Para ello introduciremos primeramente la nocién de esfuerzo fisico: si se desea desplazar
un objeto pesado sobre el suelo, por ejemplo, una heladera, es necesario ejercer sobre ella un
esfuerzo fisico, que serd mds o menos intenso y nos dejaré mds o menos exhaustos seglin sean
las caracteristicas de la heladera, del suelo y nuestra propia fortaleza.

Figura 8.1: Esfuerzo fisico y fuerza

Si el esfuerzo es suficiente, lograremos desplazar el objeto empujado. Queda claro que no
solamente puede conseguirse ese efecto aplicando nuestro esfuerzo fisico, sino que existen dis-
tintos mecanismos capaces de hacerlo, por ejemplo, una miquina mecénica, un poderoso imdn,
atraccién o repulsion eléctrica, etc. Podemos dar el siguiente paso y pensar en el concepto de
fuerza, que es similar al de esfuerzo fisico, pero es mds general y no depende del mecanismo par-
ticular de interaccién utilizado. Ahora que hemos aludido, atin de manera elemental al concepto
de fuerza, veamos cudl es la evolucién histdrica de este concepto en relacién al movimiento de
los cuerpos.

En la antigua Grecia, se pensaba que los cuerpos tendfan al reposo como estado natural;
en este sentido, Aristételes de Estagira (384 a. C.—322 a. C.) afirmaba que la perseverancia del
movimiento requerfa siempre una causa eficiente, es decir, que hace falta ejercer una fuerza para
que las cosas permanezcan en movimiento. Esto estd de acuerdo con lo que nos dice la expe-
riencia cotidiana; por ejemplo, si observamos la figura 8.1, como la heladera se moverd solo si el
hombre hace fuerza, sacarfamos como conclusién apurada que sin fuerza no hay movimiento.
Como veremos mds adelante, afirmar en general que las fuerzas son las causas del movimiento
es un error; un error que estuvo firmemente establecido jdurante casi dos mil afios! En efecto,
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Galileo Galilei (1564 ~1642) haciendo una gran cantidad de experimentos muy cuidadosos®
fue el primero en afirmar que un cuerpo sobre el que no actiia ninguna fuerza permanece en
movimiento inalterado, que no es lo mismo que reposo. Isaac Newton (1642—-1727) describié
este concepto, presentado por Galileo, mediante una formulacién matemdtica y establecié la
relacién entre fuerza y aceleracién de manera clara y precisa.

Ha sido tan importante el avance desarrollado por Newton que se denomina ahora mecdni-
canewtoniana y puede sintetizarse en las llamadas tres «leyes de Newton». Hoy sabemos que la
mecdnica newtoniana tiene sus limitaciones, ya que no puede describir absolutamente todas las
situaciones. En este sentido, puede verse como un caso especial (un caso limite) de teorfas mds
generales. Sin embargo, también sabemos que este caso especial no es para nada restrictivo ya
que comprende una variedad enorme de situaciones y de escalas de tamario (desde los micrones
hasta distancias astrondmicas). Como todas las leyes fisicas, las de Newton son un modelo ma-
temdtico que describe hechos naturales y se llega a ellas a través de la observacién experimental.
Es importante tener siempre presente que la observacion sistemdtica y mds precisamente la me-
dici6n es el hecho esencial de la fisica, y es el punto de partida para toda descripcién o modelo.
La formulacién de las leyes de Newton es el resultado de un larguisimo camino de intuiciones,
errores y aciertos que llevé, como dijimos, alrededor de dos milenios. Por razones de tiempo,
no repetiremos ese proceso en este curso, sino que presentaremos las leyes y luego mostraremos
su correspondencia con la observacién experimental, aunque el camino real haya sido el inverso.

8.1 Leyes de Newton

Su formulacién matemdtica fue publicada por Isaac Newton en 1687 en su obra Philosophie
naturalis principia mathematica.

8.1.1 Primera |ey

Corpus omne perseverare in statu suo quiescends vel movends uniformiter in directum, nisi
quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.

Todo cuerpo persevera en su estado de reposo o movimiento uniforme y rectilineo a no ser
que sea obligado a cambiar su estado por fuerzas impresas sobre él.

Aqui se ve un cambio conceptual que termina con la fisica aristotélica: el reposo no tiene
nada de particular respecto del movimiento rectilineo uniforme (MRU). Los cuerpos tienden
indistintamente a cualquiera de estos dos estados, segtin cudl sea la situacién inicial: si por alguna

1Para medir velocidades es necesario medir distancias y tiempos, pero ¢cémo media el tiempo Galileo? En cuanto a la
medicion del tiempo, teniamos un gran recipiente lleno de agua, colocado en alto; al fondo de este recipiente se habia soldado
un tubo de didmetro pequerio que daba un delgado chorro de agua, a este lo recogiamos en un vaso durante el tiempo de
cada ... [medicion]... El agna asi recogida se pesaba después de cada descenso en una balanza muy exacta; las diferencias y
relaciones de estos pesos nos daban las diferencias y relaciones de los tiempos, y con tal exactitud, que aunque la operacion se
repitiera muchas, muchas veces, no habia diferencias notables entre ellas. Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno
a due nuove scienze, G. Galilei (1638).
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razén un cuerpo estd en MRU y no se aplica ninguna fuerza, seguird con MRU; mientras que
si estaba en reposo, seguird en reposo (a menos que se aplique alguna fuerza). Entonces, no hace
falta ejercer una fuerza «para que las cosas se muevan», sino mds bien, para que cambien su
estado de movimiento.

Sabemos que reposo y movimiento de un cuerpo son dos conceptos ambiguos, a menos
que se establezca un sistema de referencia respecto del cual se describa la posicién del mismo.
Entiéndase, entonces, que cuando hablamos de reposo o de MR U lo hacemos siempre respecto
de un sistema de coordenadas.

¢Qué ocurre entonces con la heladera de la figura 8.1? Si el sefior empuja, hace fuerza, si
hace fuerza, deberfa cambiar el estado de movimiento de la heladera, y si cambia el estado de
movimiento deberfa pasar de estar en reposo a moverse, cosa que puede ocurrir o no. Para resol-
ver esta aparente contradiccién entre la primera ley y la realidad, pensemos en tres experimentos
que incluyan al mismo sefior y la misma heladera situada sobre distintas superficies: 1) piso de
ladrillo, 2) piso de mdrmol y 3) piso de hielo. Aclaramos que en los tres casos el sefior tiene un
apoyo firme para aplicar su fuerza sin resbalarse.

Experimento 1: el sefior empuja con todas sus fuerzas (que por cierto son bastante pocas) y
no logra deslizar la heladera.

Experimento 2: el sefior comienza a empujar sin lograr el objetivo, pero al incrementar la
fuerza, finalmente logra deslizar la heladera.

Experimento 3: el sefior consigue deslizar la heladera sin mayores esfuerzos.

Si el sefior siempre es el mismo y la heladera siempre es la misma, puede concluirse que la
superficie, que es lo tnico que varfa, ejerce un papel decisivo en el movimiento de la heladera.
En efecto, la superficie ejerce una fuerza, llamada de roce o rozamiento, que se opone a la accién
de la persona que empuja. Entonces, no estamos hablando de una fuerza, sino de dos: «las fuer-
zas impresas» sobre el cuerpo, o més precisamente, la accién conjunta de estas fuerzas es la que
determina si hay cambio o no en su estado de movimiento. No considerar la existencia y accién
de las fuerzas de roce fue uno de los errores que se cometian en la antigtiedad.

8.1.2 Segunda ley

Mutationem motus proportionalem esse vi motrict impresse, & ﬁeri:emndum lineam rectam
qua vis illa imprimitur.

El cambio de movimiento es directamente proporcional a la fuerza motriz impresa y ocurre
segtn la linea recta a lo largo de la cual aquella fuerza se imprime.

El cambio de movimiento debe entenderse como el cambio de la velocidad, del vector ve-
locidad. Por lo tanto, este cambio de movimiento no es otra cosa que el vector aceleracién. La

segunda ley puede formularse entonces como

F xa.
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Si consideramos el cardcter vectorial de la aceleracidn, surge claramente que la fuerza tam-
bién tiene un cardcter vectorial. No solo en virtud de la segunda ley, sino a partir de la experien-
cia, que nos dice que se obtienen efectos distintos si se empuja para una direccién o para otra;
experiencia que, repetimos, es la que da origen a la segunda ley. Luego, una formulacién mds
correcta serfa:

F xa, (8.1)

atribuyendo a la fuerza un cardcter vectorial, en consonancia con el cardcter vectorial de la ace-
leracién que produce.

Para no caer en el mismo error de los antiguos, debemos considerar también las fuerzas de
roce que actdan sobre el cuerpo en cuestién, o mds generalmente, la accién conjunta de todas
las fuerzas actuantes sobre ese cuerpo. Pero ¢cémo se determina la accién conjunta de distintas
fuerzas aplicadas sobre un cuerpo? Para responder a esta pregunta, primero debemos establecer
algin procedimiento para medir y aplicar fuerzas de manera controlable.

Resortes: ley de Hooke

Sabemos que si comprimimos un resorte una longitud Al o lo estiramos una longitud Al’,
sentiremos que este ejercerd sobre nosotros una fuerza tendiente a recuperar su longitud natural,
como se muestra en la figura 8.2. La fuerza que ejerce el resorte tiene su misma direccion, la cual
es horizontal en este ejemplo. Se comprueba experimentalmente que el médulo de esta fuerza
es proporcional al médulo de la compresion (o estiramiento) del resorte:

F = kAL (8.2)

donde la constante de proporcionalidad & es propia de cada resorte. La ecuacién (8.2) se deno-
mina ley de Hooke. Cabe destacar que un resorte que se comprime una cantidad Al ejerce la
misma fuerza, pero de sentido contrario, que si se lo estira la misma longitud.

Estas cualidades permiten aplicar fuerzas dirigidas y cuantificadas, ya que a través de la ecua-
cién (8.2) es posible medir fuerzas con solo medir distancias (elongacién o contraccién). Ahora
pongamos a prueba el funcionamiento de este dipositivo «resorte». Al aplicar la fuerza F sobre
un cuerpo, se comprueba experimentalmente que este adquiere una aceleracién @, paralela a la
fuerza, como se ve en la figura 8.3 (a) y en concordancia con la segunda ley de Newton.

Por otra parte, se verifica experimentalmente que también se puede lograr la misma acele-
racién utilizando dos resortes que apliquen dos fuerzas de distinta direccién sobre un cuerpo,
siempre que la resultante Fy de estas fuerzas (sumadas como vectores) sea igual a la fuerza F
original. La situacién estd representada en las Figs. 8.3 (b) y 8.3 (c). Vale decir, para resortes es
facil comprobar que las fuerzas se suman vectorialmente y esta comprobacién puede extenderse
a otras fuerzas, independientemente del mecanismo que las produzca, de manera que siempre
se cumple que la resultante es F = F T+ ﬁz. Este resultado puede extenderse a un nimero
arbitrario de fuerzas aplicadas sobre un cuerpo, con lo cual:

F=YF.
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Figura 8.2: Compresion y estiramiento de un resorte con un extremo ﬁjo auna pared.

Ahora que hemos establecido cémo es el efecto conjunto de muchas fuerzas actuantes sobre
un cuerpo, podemos volver a formular la relacién (8.1) de manera que no nos olvidemos de
ninguna fuerza (por ejemplo, las de rozamiento):

E FlO(C_L’
i

Para pasar de esta relacidn de proporcionalidad a una ecuacién, deberfamos caracterizar la
constante de proporcionalidad.

Masa inercial

Hagamos el siguiente experimento: Tomemos el cuerpo A, inicialmente en reposo, y apli-
quémosle una fuerza F; constante, luego midamos (a través de la medicién de distancias y tiem-
pos) la aceleracién @; que adquiere. Ahora repetimos este experimento aplicando sucesivamen-
te las fuerzas constantes Fy, F3, etc. y midiendo las correspondientes aceleraciones @s, @, etc.
Ahora analizamos los cocientes entre estas magnitudes y vemos que se verifica la siguiente rela-
cién:

o = 15— = == = ... = constante = M4. (8.3)

La constante m 4 recibe el nombre de masa inercial del cuerpo A, o mds suscintamente,
masa del cuerpo A. La ecuacién (8.3) se satisface para cualquier cuerpo B, C, etc. Por lo tanto,
se verifica que la masa inercial es una magnitud propia de cada cuerpo.
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Figura 8.3: Fuerza aplicada por un tnico resorte (a) y por la combinacién de dos resortes (b) y

(c)-

Recién ahora, que conocemos la constante de proporcionalidad, estamos en condiciones de
formular matemdticamente la segunda ley de Newton:

> F; =ma. (8.4)

Es decir, si sobre un cuerpo de masa m se ejercen fuerzas E, el cuerpo adquiere una ace-
leracién @ y estas magnitudes estdn relacionadas a través de la ecuacién (8.4). Si aplicamos las
mismas fuerzas a un cuerpo de gran masa y a un cuerpo de masa pequeiia el segundo adquirird
mayor aceleracidn. Se verifica que las masas son aditivas, vale decir que si armamos una masa M
a partir de un conjunto my, Mz, M3,... y ejercemos una fuerza F sobre ella, observamos que su
aceleracion es tal que

F=Ma,
donde M = mq +mo +m3 + ...

La segunda ley de Newton también establece cudl es la relacién entre las unidades de fuerza,
masa y aceleracién:

Para medir estas magnitudes fisicas se han definido los siguientes sistemas de unidades:
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cgs MKS Técnico
long. masa t | long. masa t | fuerza masa t
cm g s m kg s ktq UTM s
[a] = <3 [a] 2% 1kg = 9,8 kg = 9,8N
em 3 kg
[F'] = g3 =dyna(dyn) [£] = kg T3 =Newton (N) 1UTM=— 952 =9, 8%

donde 1 UTM (unidad técnica de masa) es la masa que adquiere una aceleracién de 1 m/s?
cuando se le aplica una fuerza de 1 k:b Segtin la expresion F' = kAl la constante k debe tener
las siguientes unidades:

Y i

[F] N dyn kg
m’ em T m’

Sistemas inerciales y sistemas no inerciales

Consideremos el siguiente experimento: una persona A estd sentada en el interior de un
vagén de un tren de carga (no puede ver el exterior). Sobre el piso del vagén estd apoyado un
bloquecito de hielo, y podemos considerar que entre el hielo y el piso no hay rozamiento. En un
dado momento, el tren arranca con aceleracién de médulo a hacia la derecha (ver figura 8.4).

i

Figura 8.4: Una persona sentada en un sistema no inercial.

Como el vagén estd cerrado, la persona en su interior no sabe qué ocurre en el exterior, pero
observa cémo el hielo comenza a deslizar, acercindose hacia la pared izquierda de la caja con
aceleracién de médulo a. Es decir, sin que ninguna fuerza se haya aplicado sobre el bloquecito
de hielo, ve c6mo este se acelera hacia la izquierda. La masa del hielo es m, su aceleracién es @,
distinta de cero, jpero la fuerza es cero! En conclusion, la segunda ley de Newton no vale para A
(ni la primera).

Un observador B, situado en el exterior del vagdn, verfa que este se acelera hacia la derecha
con aceleracién de médulo a y ademis (si tuviera acceso a lo que pasa adentro, por ejemplo a
través de un circuito de television) verfa que el hielo permanece en reposo, al menos hasta que
choque contra la pared izquierda. Entonces, para B, el bloque de hielo, al que no se le aplica
ninguna fuerza, permanece en reposo. Es decir, para B valen las leyes de Newton, mientras que
para A, no.

205



Los sistemas de referencia donde valen las leyes de Newton se denominan sistemas inerciales.
Todos los sistemas inerciales guardan entre sf una relacién de MRU (considerando el reposo
como un caso particular de MRU). Es decir, si un sistema de referencia es inercial, cualquier
otro sistema que se mueva respecto del primero con velocidad ¢/ constante es también un sistema
inercial. Por otro lado, un sistema de referencia que estd acelerado respecto de un sistema inercial
es un sistema no inercial y en ¢l no valen las leyes de Newton.

Ahora que hemos definido sistemas inerciales y no inerciales, vale la pena hacer un comen-
tario sobre las dos primeras leyes de Newton. Si en la expresién matemdtica de la segunda ley
ponemos Zl F;:O, obtenemos @=0, o sea, si no se ejerce ninguna fuerza neta, el cuerpo «per-
severa» en su estado de movimiento, sea este reposo 0 MRU, es decir, llegamos a la primera ley.
¢Podemos pensar la primera ley como un caso particular de la segunda? Si, podemos, pero no
lo haremos. En lugar de eso resulta conceptualmente mds claro reservar para la primera ley un
cardcter cualitativo, que involucra la existencia de los sistemas inerciales. En este sentido, pode-
mos reformular la primera ley de la siguiente forma:

Existen sistemas de referencia (los sistemas inerciales) en los cuales se cumple que todo cuerpo
persevera en su estado de reposo 0 movimiento uniforme y rectilineo a no ser que sea obligado a
cambiar su estado por fuerzas impresas sobre €.

La existencia de los sistemas inerciales no es tan trivial y supone una idealizacién, ya que es
dificil encontrar sistemas que no estén acelerados. Por ejemplo, nuestro sistema referencial por
excelencia: la Tierra, estd acelerado ya que cualquier punto de su superficie describe un movi-
miento circular con respecto al eje de rotacién?. Ni siquiera los puntos de su eje estin exentos
de aceleracidn, ya que este describe una érbita eliptica alrededor del Sol®. De todas maneras, las
aceleraciones involucradas son suficientemente pequefias y pueden despreciarse en la mayorfa
de las situaciones que estudiaremos.

La segunda ley, en cambio, da por sentado la existencia de los sistemas inerciales y tiene ma-
tices mds cuantitativos. Podriamos reformularla de esta manera:

Dado que existen los sistemas inerciales, si nos referimos a uno de ellos, se cumple que

S, Fy = ma.

8.1.3 Tercera ley

Actioni contrariam semper & zeqmzlem esse reactionem: stve corporum duorum actiones in se
mutuo semper esse dzqwzles & in partes contrarias dz'rzgz'.

Con toda accién ocurre siempre una reaccion igual y contraria: quiere decir que las acciones
mutuas de dos cuerpos siempre son iguales y dirigidas en sentido opuesto.

Aqui la palabra accion significa fuerza. La tercera ley establece que si un cuerpo A ejerce una

2La aceleracién centripeta de un punto sobre el ecuador debido a la rotacién de la Tierra alrededor de su eje es de
aproximadamente 0,034 m/s2.
31.a aceleracién del eje de la Tierra debido a su rotacién alrededor del Sol es de aproximadamente 0,006 m/s2.
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fuerzi F 'AB sobie un cuerpo B, el cuerpo B ejerce una fuerza F B4 sobreel cuerpo A, de manera
queFAB = *FBA-

Consideremos dos astronautas A Ay B flotando en el espacio intergaldctico. Supongamos que
A cmpu}a aBejerciéndolela fuerza F 'AB. En el mismo acto (aunque no selo proponga) B e)erce
la fuerza FBA sobre A. Si sumamos estas dos fuerzas obtenemos cero, ya que FAB = —FBA,
aunque los dos astronautas adquieran aceleraciones distintas de cero. Esto no contradice en ab-
soluto la segunda ley, ya que en ella se habla de fuerzas ejercidas sobre «un» cuerpo y en la
tercera ley se habla de fuerzas mutuas, es decir, ejercidas sobre «dos» cuerpos distintos.

8.2 Aplicacion de las leyes de Newton

Segun las leyes de Newton, particularmente la segunda, las fuerzas aplicadas a un cuerpo
ejercen una influencia sobre la velocidad que este experimenta. Con ello, podemos decir que si
conocemos las fuerzas ejercidas sobre un cuerpo, seremos capaces de describir cémo es su mo-
vimiento. Pero antes, debemos poder establecer claramente la posicién del cuerpo objeto de
estudio.

8.2.1 Masa puntual

Hasta aqui hemos analizado la relacién entre el movimiento de los cuerpos y las fuerzas apli-
cadas sobre ellos, pero nada hemos dicho sobre la forma nilas dimensiones de estos cuerpos. Solo
les hemos asignado una tnica cualidad: la masa. Aun sin haber mencionado el tamao de los
objetos, hemos podido describir su movimiento de traslacidn, es decir, los hemos considerado
como puntos materiales incapaces de tener rotaciones intrinsecas. Esto signiﬁca que se trata de
un tnico punto, o bien todos los puntos del cuerpo tienen la misma velocidad (el cuerpo se
traslada paralelo a si mismo). Sin embargo, las leyes de Newton son vélidas para describir la di-
ndmica de cuerpos extensos, incluyendo rotaciones, que estudiaremos m4s adelante. Por ahora
entenderemos que un cuerpo (de masa m) ocupa una posicién puntual en el espacio y describi-
remos su movimiento, es decir, cémo varia esa posicién puntual conel tiempo. Masa puntual,
punto material o particula son términos usados indistintamente en este contexto.

8.2.2 Ecuaciones de movimiento

La dindmica estudia el problema del movimiento a partir de las causas que lo originan. El
gran avance que propone la segunda ley de Newton es ofrecer una ecuacién, una expresién ma-
temdtica que relaciona las variaciones del estado de movimiento con su causa. Sin embargo, esta
ley no nos proporciona un modelo para describir cémo es la interaccién sino que, dada una
interaccién, permite describir cdmo es el movimiento.

Recordemos que el estudio de la cinemdtica nos ensefié que
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&7

a’ =
dt?

Combinando esta ecuacién vectorial con la segunda ley de Newton se obtiene un con-
junto de ecuaciones diferenciales —es decir, ecuaciones que relacionan una funcién con sus
derivadas— que se conocen como ecuaciones de movimiento.

N

=m
dt?

Para resolver cualquier problema de mecdnica (newtoniana) de una masa puntual, se pueden
seguir los siguientes pasos:

* Elegir el sistema de coordenadas que se toma como referencia para F'y d.

* Escribir las ecuaciones de movimiento en ese sistema de coordenadas. Por ejemplo, si se
ha elegido un sistema de coordenadas cartesiano, las ecuaciones son de la forma

d’x d?y d?z
Fo=mams By =myss F=mas

* Sustituir en Fy, F, y F,, expresiones que contengan a las variables , y y z (y eventual-
mente el tiempo), a partir de informacién adicional que se tenga sobre la naturaleza de
las fuerzas interactuantes. Es decir, ser capaces de escribir:

d’z 2y d’z
Fz($>y727t) = mﬁa Fy(x7yvz7t) = mﬁ7 Fz(x7yazat) = mw

(8.5)

* Resolver estas ecuaciones para encontrar las funciones de movimiento, o sea la expresién
del vector posicién de la masa puntual en funcién del tiempo, 7(¢). O bien z(t), y(t),
z(t) si es que se utilizan coordenadas cartesianas para describir el movimiento.

Es importante hablar con precisién para evitar confusiones: se llaman «ecuaciones de mo-
vimiento»las expresiones dadas en ecuacién (8.5) y se llaman «funciones de movimiento»las
expresiones particulares de x(t), y(t), #(t) que resulten de la resolucién de las ecuaciones de
movimiento.

Si los datos son la masa del cuerpo y las componentes de la fuerza, para encontrar las fun-
ciones de movimiento hay que resolver tres ecuaciones diferenciales de segundo orden*, en las
que aparecerdn dos constantes de integracién. Recordemos que ya se ha enfrentado este tipo de
problemas antes. La tinica diferencia es que ahora tenemos como dato la fuerza que produce la
aceleracion. Ahora queda claro porqué las funciones aceleracion a (t), ay (t), a (t) pueden ser
funciones discontinuas. Como para que haya aceleracién necesariamente debe haber una fuerza
aplicada, al quitar tal fuerza la aceleracién se anula de inmediato.

4El orden de una ecuacién diferencial estd dado por el término con derivadas de mayor orden.
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Algunos ejemplos

1. Masa puntual en equilibrio

Se denomina equilibrio, para un cuerpo puntual, a la situacién en la cual sobre dicho cuerpo
no actda ninguna fuerza, o més precisamente, la resultante de todas las fuerzas que acttian sobre
¢l es nula. Considerando la segunda ley de Newton, es ficil ver que toda particula en reposo, o
en MRU, estd en equilibrio.

Para resolver este problema, se elige un sistema de coordenadas, se plantean en él las ecuacio-
nes de movimiento y se las resuelve teniendo en cuenta las condiciones iniciales (que son  tantas

como el orden de la ecuacién diferencial, o sea dos para cada coordenada). En este caso, F' = 0,
con lo cual, @ = 0, es decir,

0=a, =v,=[a,(t)dt =vo, = x(t)= [v,(t)dt = vout + 2
0=ay, =uvy=[ay(t)dt =0y = y(t)= [vy(t)dt =voyt+yo
0=a, =v,=[a(t)dt=vo, = z(t) = [v.(t)dt = vo,t+ 20 .

Estas son las funciones de movimiento que corresponden a un movimiento rectilineo y unifor-
me, un caso particular del cual serfa el reposo, para el que se cumple que vo, = voy = Vo, = 0.

2. Fuerza constante

Dentro de este ejemplo consideraremos el caso particular del movimiento de un objeto suje-
to a la fuerza de atraccién gravitacional, cuya cinemdtica fue estudiada en el capitulo 4. Se com-
prueba experimentalmente que, en las inmediaciones de la superficie de la Tierra, todo cuerpo
experimenta una aceleracién de arriba hacia abajo de médulo g =9,8 m/ s2, debida a una fuerza
que ejerce la Tierra sobre el cuerpo, denominada peso (ﬁ ). La segunda ley de Newton nos dice
entonces que P= mg. Esta relacién es la que da origen al sistema técnico de unidades, ya que
en ese sistema, un cuerpo de 1 kg de masa tiene un peso de 1 k_é.

Consideremos entonces una masa puntual m arrojada con velocidad inicial de médulo vy
formando un dngulo & con la horizontal. Llamaremos x e y a las coordenadas del plano hori-
zontal y 2 a la direccién vertical, de manera que el movimiento se desarrolla en el plano vertical
2 — z. Si despreciamos el rozamiento del aire, el cuerpo se verd afectado solamente por la fuerza
peso; es decir, solamente tendrd una aceleracion a, = —g. Eligiendo adecuadamente el origen
del sistema de coordenadas, las condiciones iniciales del movimiento son:

voz = vocos(a) #0;  wvoy, =0 ; v, =wpsen(a) # 0 ;

zo = 0; Yo =0; 20 =0.

Las tres ecuaciones de movimiento son:

F, _ _
W= G =Uj
Fyi p—
= ay=0;
Fe _ - _
m a=—-9g
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Integrando y utilizando las condiciones iniciales se obtiene:

e = [ az(t)dt = vg cos() = 2(t) = [z (t)dt = vg cos(a)t ;
vy = [ay,(t)dt =0 = y(t) = [v,(t)dt =0;
v, = [a.(t)dt = —gt + vosen(a) = z(t) = [v.(t)dt = —3gt* + vy sen(a)t .

Como ya se hizo en el estudio de la cinemdtica, la ecuacién de la trayectoria 2 = z(z) se
obtiene eliminando el tiempo de las funciones de movimiento. Entonces, despejando ¢ de la
ecuacién para (t) tenemos:

f— T
vo cos(a)

Sustituyendo este valor de ¢ en z(t) resulta finalmente:

-9 2
z(x) = 202 cosQ(a)gC + tg(a)z

que es la ecuacién de una paribola.

8.3 Energia

Para explicar el concepto de energfa vamos a utilizar una situacién particular: el movimiento
de un cuerpo bajo la accién de la gravedad (en las inmediaciones de la superficie terrestre). Usan-
do la segunda ley de Newton podemos escribir la fuerza F = P que la Tierra ejerce sobre los
cuerpos, como F = mg = —mgk Si usamos como condiciones iniciales 7y = (xg, Yo, 20)
y Yo = (Vow, Yoy, Voz) y el mismo sistema de coordenadas del ejempo anterior, se obtienen las
velocidades y funciones de movimiento estudiadas en el capitulo 4 para tiro parabdlico:

Vp = Vg = z(t) = vout + xo
Vy = Voy = y(t) = UOyt + Yo

v, = —gt+vy, = z(t) = f%th + vo.t + 20 .

A partir del resultado previo podemos expresar el médulo de la velocidad en funcién de las
coordenadas a lo largo del movimiento; en particular, de la coordenada z:

0> =v* =i, + 5, + (vo: — gt)*

= v(sz + v(2)y + U(Q)Z + (gt)2 - 2ngzt

= vg — 2g(vo.t — %)

=03 —2g(z — 20) -

Ahora dejemos de un lado de la igualdad las magnitudes referidas al tiempo ¢ y del otro, las
referidas al instante inicial.

v+ 29z = vg + 2929 ,

donde podemos notar que todo el miembro de la izquierda es igual al de la derecha para todo
tiempo, es decir, es una constante de movimiento. En general, para cualquier movimiento no se
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conserva ni la posicidn, ni la velocidad, ni la aceleracién; por este motivo, encontrar cosas que
si se conserven a lo largo del tiempo, o sea, constantes de movimiento, tiene un significado muy
especial. Si multiplicamos la ecuacién precedente por /2, obtenemos una nueva constante de
movimiento:

1 1
Ey = §mv2 +mgz = imvg + mgzg - (8.6)

La constante I/j/ se denomina energia mecdnica del sistema. Cuando decimos «sistema» nos
referimos a la masa puntual y al agente externo que ejerce fuerzas sobre ella; en este caso particu-
lar, el sistema es una masa m sometida a la accién de la fuerza constante peso. El hecho de que
E)s sea una constante de movimiento significa que si se conoce la velocidad inicial y la posicién
inicial (en el eje ) de un cuerpo sometido a la fuerza peso, se puede calcular el valor de la energfa
mecdnica con estas condiciones iniciales y no cambiard durante todo el movimiento.

Podemos ahora diferenciar entre los dos términos que conforman Fj;. Llamaremos «ener-
gia cinética»’ al término que involucra la velocidad y «energfa potencial» al que contiene la
posicién. Debe notarse, sin embargo, que cada uno de estos términos por separado «no» es
una constante de movimiento: pueden variar a lo largo del tiempo de manera que su suma sea
siempre la misma.

Veamos otra forma de obtener esta constante de movimiento:

d?z _dv,  dv.dz  dv, d <02>

z

2

a2 dt dzdt dz ¢ dz

Entonces,
o bien,

Multiplicando esta tltima ecuacién pormy reagrupando convenientemente se obtiene:

d (1
= <2mvz + mgz> =0. (8.7)

El término entre paréntesis no depende de 2, puesto que su derivada con respecto a esa coor-
denada es nula; es decir, durante el movimiento, aquel término permanecerd constante. Para
llegar a la expresién de la energfa mecdnica del sistema presentada en la ecuacién (8.6) es nece-
sario considerar también lo que ocurre en las otras coordenadas. Sabemos que las componentes
de la velocidad, v,, y vy, son constantes y que, por lo tanto, sus derivadas se anulan. Entonces,
basindonos en la ecuacién (8.7) podemos escribir:

d (1 1 1
e <2mv3 + mgz + imvi + 2mv§) =0,

es decir: i /1
- (2m1}2 + mgz> =0,

>cinético/a: adj. Perteneciente o relativo al movimiento. Del griego ktvnT1r0¢: que mueve.
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que nos lleva a la conservacién de la energfa mecdnica s de la ecuacién (8.6).

La conservacion de la energfa mecdnica es un concepto clave en la fisica. Como se verd, exis-
te una variedad de cantidades que se conservan, que son constantes de movimiento. Su valor
numérico permanece constante durante todo el movimiento y estd, entonces, totalmente deter-
minado por las condiciones iniciales de la particula en cuestién. La utilidad de las magnitudes
conservadas radica en que permiten obtener informacién acerca del movimiento de un cuerpo
o de un sistema de cuerpos interactuantes.

Como ejemplo de aplicacién de este concepto veamos el siguiente problema: Calcule la ve-
locidad vertical vy que debe dérsele, desde el suelo, a un ladrillo para alcanzdrselo a un albanil
que estd en el techo de una casa de una planta. Considere que el ladrillo es lanzado desde una
altura inicial ¢ y recibido en un altura final z; m con velocidad |vs| = 0.

Usando la ecuacién (8.6):

I, 1,
§mvf +mgzy = imvo + mgzo .
En nuestro caso, vj% = 0, con lo cual es ficil despejar la velocidad inicial:

vo = 1/29(2f — 20) ,

que es el mismo resultado que obtendrfamos usando solamente la cinemdtica, solo que en un
paso. Sin embargo, resolviendo el problema como sabfamos antes, obtendriamos mds informa-
cién sobre c6mo se realiza el movimiento. Como siempre, hay que escoger la herramienta ade-
cuada segtin lo que se busque.

La ecuacién (8.6) nos dice que la energfa es una magnitud que tiene unidades de masa por
velocidad al cuadrado, o bien, de fuerza por distancia. Luego, en el caso de utilizar el sistema

MKS,
2

m
[E] = kgs—2 =Nm = Joule(]) .
Anidlogamente, en cgs:

sz

[E] = g—— = dyncm = ergio (erg) .
s

8.4 Diversas fuerzas aplicadas sobre una masa puntual

A continuacién aplicaremos las leyes de Newton a situaciones en las que varias fuerzas se
ejercen al mismo tiempo sobre una masa puntual. Debe entenderse que aunque dibujemos ob-
jetos extensos, por ejemplo, bloques, €sto €s un recurso para facilitar la comprensién de los es-
quemas, pero, por ahora, vamos a pensar solamente en particulas. Hasta aqui hemos hablado de
la fuerza peso y de la fuerza que ejerce un resorte; en esta seccién introduciremos algunas fuerzas
mis.
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8.4.1 Tension de una cuerda

Los elementos: hilo, cuerda, cable, soga, etc., con que trataremos tienen la cualidad de trans-
mitir fuerzas pero los consideramos inextensibles, es decir que nunca se comportan como resor-
tes; ademds pensaremos que no tienen masa. Se suele definir este comportamiento como de
«cuerda ideal». Cuando un hilo se ata a un cuerpo y se tira de €l, el hilo atrae el cuerpo con una
fuerza T que sale del cuerpo en la direccién del hilo. Esta se denomina fuerza de tensién porque
la cuerda o hilo estin en un estado de tensién. El hilo sirve para conducir la fuerza que un agente
externo hace para ponerlo en tensién, desde el agente externo hacia el cuerpo al que estd atado
el hilo, de manera que la tensién que ejerce el agente sobre la cuerda tiene la misma magnitud
que la fuerza ejercida por el hilo sobre el cuerpo.

Figura 8.5: Tensién de una cuerda.

Consideremos la fuerza fl quelapersona de lafigura 8.5 ejerce sobre la cuerda. Por la tercera
ley de Newton, la cuerda ejerce una fuerza igual y opuesta fg sobre la persona. Ahora bien, como
la cuerda solo «conduce» la fuerza que hace la persona, el otro extremo de la cuerda ejerce una
fuerza fg, también de igual magnitud, sobre el bloque. Finalmente, apelando otra vezala tercera
ley de Newton, el bloque ejerce sobre la cuerda una fuerza T;l igual y opuesta a T:o,.

Supongamos que el sistema estd en equilibrio, por ejemplo, pensemos que el bloque estd
atado a una pared. Es ficil corroborar que efectivamente la cuerda solo conduce la fuerza fl
hacia el bloque, es decir, fl = fg. Si no fuera asi, f4 que es igual a T:o,, deberfa ser distinto de
fl, es decir, las dos fuerzas aplicadas a la cuerda fl y ff4 tendrfan mddulos diferentes y asi, la
suma vectorial de ellas serfa distinta de cero. Entonces, por la segunda ley de Newton, la cuerda
deberfa estar acelerada hacia alguna de las dos direcciones y esto es imposible, ya que partimos
de un sistema (incluida la cuerda) en equilibrio.

Diagrama de cuerpo aislado

Vamos a mostrar una forma sencilla de visualizar las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo; para
ello consideraremos un ejemplo que combina los tres tipos de fuerza que hemos discutido hasta
ahora: tensién de una cuerda f, fuerza ejercida por un resorte F y peso P.

Sea un cuerpo de masa m, en equilibrio, suspendido conjuntamente de un hilo y de un
resorte de constante £, de tal forma que la longitud del hilo es mayor que la longitud natural £y

del resorte.
En la figura 8.6(a) se muestra un esquema del cuerpo de masa m y todos los elementos que
intervienen, particularmente el sistema de coordenadas elegido. En la figura 8.6(b) se muestra
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(b)

=l
T

o

Figura 8.6: Diagrama de cuerpo aislado.

solamente el cuerpo y el resto de los elementos ha sido reemplazado por las fuerzas que ellos
producen sobre el cuerpo. Esto se conoce como diagrama de cuerpo aislado y es uno de los
primeros pasos necesarios para plantear un problema de dindmica de una particula.

Como el sistema —es decir, el conjunto de elementos que interactan (cuerpo, resorte, hilo,
planeta Tierra)— estd en equilibrio, la segunda ley de Newton nos dice que:

F+P+T=0.

Para poder dar una expresion matemdtica a estas fuerzas, se elige un sistema de coordenadas. La
simetrfa del problema sugiere un sistema unidimensional como el que se ha indicado en la figura
8.6(a). En este sistema de coordenadas,

ﬁ:—k|A€\i, P =mgi, f:—|f\i

Notese que la fuerza del resorte es hacia arriba en este caso (apunta en sentido —% en este sistema
de coordenadas), y Al es positivo por tratarse de una elongacién. Reemplazando estas expresio-
nes en la ecuacién (8.4.1) y considerando la componente segtin 2, que es la tinica relevante en el
problema, se obtiene

kAl +mg—|T|=0 = |T|=mg—klAl.

Vemos as{ que la tensién del hilo es menor que el pesos; |T'| < mg, porque el resorte estirado
«ayuda» a sostener el cuerpo colgado.

Para mayor claridad consideraremos también el caso en el que el cuerpo de masa m estd en
equilibrio, suspendido de una cuerda y un resorte, pero en esta situacion el resorte estd compri-
mido, ya que la cuerda tiene una longitud menor que la longitud natural del resorte (ver figura
8.7).

A partir de la segunda ley de Newton,

F+P+T=0.
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a) b)

Figura 8.7: Diagrama de cuerpo aislado.

Si elegimos el mismo sistema de coordenadas que en el ejemplo anterior,
F =k|Al]7, P =mgi, T=—|T|i.

Ahora la fuerza del resorte apunta hacia abajo (en sentido ), y si bien Af es negativo por tra-
tarse de una compresién, hemos elegido utilizar el médulo de Af, para dejar en evidencia el
sentido positivo de la fuerza del resorte. Reemplazando estas expresiones en la ecuacién (8.4.1)
y considerando nuevamente la componente segin 7, se obtiene

kA +mg—|T|=0 = |T|=mg+klAL].

Vemos asf que la tensién del hilo es mayor que el peso; |f| > mg, porque el resorte com-
primido «ayuda» al peso a empujar el cuerpo hacia abajo.

Cuerpo que no estd en equilibrio

Analicemos otro ejemplo donde se requiere averiguar la tensién que ejerce una cuerda. Vea-
mos ahora cémo tratar cuerpos que no estdn en equilibrio. Calculemos cudl es la tensién que
ejerce el cable que sostiene un ascensor cuando este sube con aceleracion d.

En la figura 8.8 se ha dibujado el diagrama de cuerpo aislado del problema. Al diagrama de
cuerpo aislado se le ha afiadido una indicacién sobre el vector aceleracién en el caso en que el
ascensor sube (a) o baja (b). Otra vez se ha elegido la direccién positiva de las coordenadas hacia
abajo. La segunda ley de Newton implica que

P+T =ma
mg —|T| =ma
T =mlg—a).

Hay que notar que la primera ecuacién es vectorial, pero a partir de la segunda se trabaja con
las componentes de los vectores en el sistema de coordenadas elegido. Si bien g es una canti-

dad positiva cuyo valor estimado de 9,8 m/s® y | T'| es siempre positivo, la componente a de la
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Figura 8.8: Diagrama de cuerpo aislado de un ascensor que (a) sube o (b) baja, con aceleracién
d.

aceleracion serd negativa o positiva, segin el ascensor esté acelerado hacia arriba o hacia abajo,
respectivamente. El mayor valor de |f| se dard cuando a sea negativo, es decir, cuando el ascen-
sor se acelere hacia arriba, lo cual estd de acuerdo con lo que se puede intuir. Por otro lado, puede
verse que si el ascensor es acelerado hacia abajo con la aceleracién de la gravedad (es decir, cae),
la tensién se anula.

8.4.2 Fuerzas de contacto

Si apoyamos un cuerpo de masa m sobre una superficie horizontal como se muestra en la
figura 8.9, el cuerpo tiene peso y estd en reposo, de manera que tiene que haber una fuerza mis
que equilibre la accién de P. Esa fuerza est4 provista por la superficie de apoyo y la denomi-
namos fuerza normal N o reaccién del plano, o fuerza de contacto. Una forma de pensar el
problema es que un cuerpo o sistema de cuerpos denominado «vinculo» limita el movimiento
de la particula que se desea estudiar; en ese marco, las fuerzas de contacto son también llamadas
fuerzas de vinculo.

El vinculo (plano de apoyo) ejerce una fuerza perpendicular a la superficie, que en este caso
particular es igual al peso del cuerpo. Notemos que si la fuerza fuera menor, entonces el cuerpo
se hundirfa en la mesa y si fuera mayor serfa expulsado. Por otra parte si el vinculo fuera capaz
de ejercer fuerzas paralelas a la superficie, entonces tales fuerzas podrian acelerar (o frenar) el
cuerpo. En sintesis, mientras el vinculo existe, provee la fuerza necesaria para que se cumplan las
leyes de Newton.

Ejemplo

Veamos el caso de la figura 8.10(a) en que al cuerpo apoyado sobre una superficie lisa se le
aplica una fuerza que, expresada en el sistema de coordenadas de la figura es F=F 2l + Fyj.
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Figura 8.9: Fuerza de contacto.

Mientras que P= —mgjy N= NJj.

L

"=y
e>h
T

I
P P
(a) (b)

Figura 8.10: Fuerza de contacto. (a) La fuerza aplicada F tiene componente hacia arriba. (b) La

fuerza aplicada F' tiene componente hacia abajo.

El cuerpo sometido a la accién de estas fuerzas no estd en equilibrio ya que, aunque la suma
de las componentes verticales de las fuerzas sea nula, una sola de las fuerzas tiene proyeccién
sobre el ¢je horizontal (no hay otra fuerza que la equilibre). Por lo tanto el cuerpo solo podrd
moverse en la direccién horizontal, es decir que el vector aceleracién solo tendrd una compo-
nente no nula en esta direccidn. Se cumple la segunda ley de Newton:

> F;=P+N+F=mi,
7
que en COmpOnenteS queda:

en x: F,= ma, = a,=2=;
eny: N—-mg+F,= 0 = N=mg-—F,,
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donde vemos que solo la componente horizontal de F' es causante de la aceleracién. La fuerza

normal es menor o igual que el peso del cuerpo; su mddulo serfa igual al peso solo en el caso en

que F}, = 0. Cabe notar que

si F,, = mg, entonces el vinculo no ejercerfa accién alguna, es decir, N = 0;

si Fyy > myg la ecuacién previa sugiere que N < 0, pero esto es un contrasentido porque
solo el vinculo es capaz de evitar que el cuerpo se hunda en su seno, pero no es capaz de
atraer el cuerpo hacia si. Fisicamente, lo que ocurre es que el cuerpo ya no estd en contacto
con el piso. Porlo tanto hay que escribir nuevamente las ecuaciones precedentes teniendo
en cuenta que la normal serd nula (si no hay contacto, no hay fuerzas de contacto) y la
aceleracién tendrd componentes en las direcciones e y.

en x: F, = mazéaz:%;
. F’/
eny: —-mg+F,= ma, = ay=%—g.

Un caso similar es el que se representa en la figura 8.10(b) en que ahorala fuerza Fes aplicada

hacia abajo. Como ya es costumbre, para analizar esta situacién seguimos los siguientes pasos:

Identificar el o los cuerpos cuyo movimiento (o equilibrio) se quiere estudiar.
Reconocer cudles son las fuerzas que acttian sobre €.
Dibujar el diagrama de cuerpo aislado, como el de la figura 8.10(b).

Escribir la ecuacién de la segunda ley de Newton en forma vectorial.

Y FE=P+N+F=mi.

Elegir el sistema de coordenadas que resulte conveniente. En este caso, en el sistema x, y
de la figura 8.10, la fuerza F' tiene componentes F, > 0y Fy, < 0. Con esta eleccién,
los vectores de la ecuacién anterior quedan: P = —mgj, N = NJ, F = F,i + F,)y
a = ai.

Escribir la segunda ley de Newton en componentes.

enz: F,= ma = a=1%x;

eny: N-—mg+Fy 0 = N=mg-—F,.

Resolver, es decir, encontrar las cantidades incégnitas en términos de las cantidades co-
nocidas. En este caso estamos analizando cémo es la fuerza de vinculo y la aceleracién que
adquiere el cuerpo.

Se ha encontrado que N = mg — F);, pero como Fy, < Oes F}, = —|Fy |; entonces, en
este caso, N = mg + | F| es siempre positiva y no puede ser cero. La fuerza de vinculo solo
puede crecer con la fuerza aplicada hasta que eventualmente la superficie o el objeto no logren
soportar las fuerzas aplicadas sobre ellos, lo cual no estd previsto en las hipétesis de trabajo.
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Plano inclinado

Consideremos ahora un cuerpo que se desliza sobre una superficie plana y lisa que forma
un 4ngulo o con la horizontal. En este caso la segunda ley de Newton para el cuerpo queda
expresada como N+ P =ma.

Figura 8.11: Fuerza de contacto en un plano inclinado.

En la figura 8.11 se muestra el diagrama de cuerpo aislado correspondiente (marcado con
un 4valo) y se propone un sistema de coordenadas cuyo eje x es paralelo al plano. En consisten-
cia con esta eleccién, el movimiento del cuerpo serd unidimensional en la direccién del eje x y
podemos escribir:

N =Nj; P=mgsenat—mgcosa] y a=agl
con lo que las ecuaciones de movimiento quedan

en x : mgsena = MmMa, = Gy = §Sen« ;
eny: N —mgcosa = 0 = N =mgcosa .

Vemos que si el dngulo « crece, la fuerza de vinculo decrece hasta hacerse 0 cuando ov = 7/2.
Resumiendo:

* Las fuerzas de vinculo son siempre normales al vinculo y apuntan hacia fuera de él.

* dependen de las fuerzas aplicadas.

* son aplicadas por objetos que limitan las posibilidades de movimiento (paredes, rieles,
superficies, piso, etc.).

8.4.3 Fuerza centripeta

Este tipo de fuerza puede ser ejercida por cualquier tipo de mecanismo, por lo cual no debe
entenderse este apartado como la descripcién de una fuerza més en cuanto al agente que la pro-
duce, sino en cuanto al tipo de movimiento con el que se relaciona; en particular, el movimiento
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circular, cuya cinemdtica ya fue tratada en detalle en el capitulo 5. Analicemos el caso de una bo-
lita de masa m girando con velocidad de médulo uniforme en el interior de una cacerola de radio
p. En otras palabras, estamos en presencia de un movimiento circular uniforme de radio p. Sa-
bemos que la velocidad ¥, tangente a la trayectoria, cambia de direccién; entonces debe existir
una aceleracién. Como solo cambia la direccién pero no el médulo de ¥, la aceleracién debe
ser perpendicular a la velocidad en todo instante (si no imponemos que el médulo de la veloci-
dad sea constante, entonces habrfa también una componente tangencial de la aceleracién). En
el movimiento circular llamamos aceleracién centripeta a la aceleracién normal a la trayectoria:

v 2
p = 0. = — =Wwp

P
Si hay aceleracién, debe haber una fuerza tal que ma. = F¢ y que llamamos fuerza centripeta
por ser paralela a la aceleracién centripeta:

2
_ v
Fe=—-m—i,,

donde 1, es el versor que apunta en la direccién del radio de la circunferencia de radio p con
sentido saliente (centrifugo). Ahoranos preguntamos ¢cudl es el agente que produce esta fuerza?
La tnica respuesta posible es que la pared evita que la bolita se salga de su trayectoria circular,
obligando al cuerpo a que constantemente se desvie de una trayectoria rectilinea. Es decir que
la pared de la cacerola ejerce una fuerza de vinculo N, 1 que limita el movimiento en el plano
horizontal, entonces ﬁc = Nh, como puede verse en la figura 8.12 (a). Pero esta no es la tinica
accién que ejerce la cacerola: también evita que la bolita se mueva en el eje vertical oponiéndose
a la fuerza peso mediante una fuerza de vinculo vertical Nv. En consecuencia, para describir
las fuerzas que actdan en una direccién perpendicular a 4, debemos agregar una dimensién
al sistema de coordenadas: la direccién vertical 2. Un sistema adecuado para representar este
problema es uno que tenga los versores @, y i, = k. El diagrama de cuerpo aislado de la figura
8.12(b), muestra un corte vertical de la cacerola donde se han representado todas las fuerzas
que actian sobre la bolita, suponiendo que no hay rozamiento. Como no hay aceleracién en la
direccién vertical, entonces debe cumplirse que N, = —13, es decir, N,, = mg.

Un caso parecido es el de un cuerpo apoyado sobre una superficie lisa y horizontal, que
gira alrededor de un punto fijo al cual estd ligado por un hilo o cuerda inextensible. La tnica
diferencia con el ejemplo anterior es que ahora la fuerza centripeta responsable del cambio de
direccién del cuerpo es la tensién de la cuerda.

2

Fc = = —m;ﬁp .

—

En este caso la cuerda es el vinculo que limita el movimiento de la bolita y la tensién T es la
fuerza de vinculo correspondiente.

8.4.4 Aplicacion combinada de varias fuerzas de vinculo
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Figura 8.12: Fuerza centripeta sobre una bolita. (a) Vista desde arriba; (b) corte lateral.

Veamos cémo tratar algunos casos que involucran uno o mds cuerpos ligados entre si por
cuerdas e interactuando con la superficie de apoyo.

Ejemplo 1

Dado el sistema de cuerpos en equilibrio de la figura 8.13, nos preguntamos cémo depende
la tensién fl del peso delos cuerpos A y B. Los cuerpos de masas m 4 y m g estdn ligados por un
hilo. La masa m 4 estd ademds atada a la pared, mientras que m g cuelga del hilo quelauneam 4
a través de una polea sin masa ni rozamiento. Suponemos que no hay rozamiento en ninguna
superficie. Describimos las fuerzas que acttian sobre m 4 usando un sistema de coordenadas en
el que x es horizontal con el sentido positivo hacia la derecha del dibujo e y es vertical con el
sentido positivo hacia arriba. La figura 8.13 muestra el diagrama de cuerpo aislado de cada uno
de los cuerpos interactuantes. Nétese que cada cuerpo debe tener su diagrama de cuerpo aislado
por separado.

Sobre m 4 acttian las fuerzas fl = |T1 |2, TQ = \TQ |2, Py = —magly Ny = \NA |7.
Y sobre mp acttian las fuerzas T'y = \T/ 17y Pp = —mpgJ. Como los cuerpos estin en
equilibrio, se cumplen las siguientes condiciones:

f1+f2+NA+ﬁA:O y f/2+]33:0.

Escribimos a continuacién las ecuaciones correspondientes a cada uno de los cuerpos en las
componentes & € ¥

ena: |Bo|—|Ti|= 0 = |Ti|=|T3;
eny: |]YA|_mAg: 0 = UYA|:mA97
T3] —mpg= 0 = |T'3] =mpyg.

Pero por las propiedades de las cuerdas inextensibles que hemos visto, |T72| = |T5|. Entonces
odemos escribir |17 | = mpg, por lo tanto:
p p

fl = —mBgi.
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Figura 8.13: Sistema descripto en el ejemplo 1.

A veces resulta cdmodo, para referirse al médulo de un vector | A|, escribir simplemente A;
con esta notacién resumida, las ecuaciones anteriores se escriben de forma mds compacta:

en T : T —T1= 0 :>T1:T2;
eny: Na—mag= 0 = Ny=mag,
T, —mpg= 0 = T5=mpg;

ero debe recordarse que T3, 15, T4 v N 4 denotan los médulos de los vectores correspondien-
p q 2y p
tes.

Ejemplo 2

En el ejemplo de la figura 8.14(a), un cuerpo apoyado sobre una superficie rigida y lisa es
acelerado por la accién de una fuerza horizontal. Las fuerzas que acttian sobre el cuerpo son
T =IT|i,P = mgjy N = |N|j. La ecuacién vectorial de movimiento del cuerpo es

g F,=T+P+N=ma.
i
Para escribir las ecuaciones en componentes utilizaremos la notacién simplificada introdu-
cida al final del ejemplo anterior:

enz: T= ma ;
eny: N—mg= 0 = N=mg.

Por otra parte, segtin la tercera ley de Newton, F=_-T y debido a las propiedades de las cuer-

das, T = —T", con lo cual, resulta que F' = md, es decir que la cuerda transmite la fuerza
ejercida por la mano, como ya habfamos discutido.
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Figura 8.14: Sistemas descriptos en los ejemplos 2 (a) y 3 (b).
Ejemplo 3

Analicemos las fuerzas en el sistema de cuerpos de masas 1m1 y mo de la figura 8.14(b), que
se mueve bajo la accién de la fuerza externa F'. Suponemos conocidas F', m; y ma, de modo
que las incégnitas son T, T a, y az. Las ecuaciones para m; son

T+ P +N, =mi ;
enx: T =ma ;
eny: Ny —mig =0 = Ny =mig.

Y para ms,

f/+ﬁ2+ﬁg+ﬁ :mza'g;
enz: F—-T =msay ;
eny: Ny —maog =0 = Ny =mag .

En el eje vertical no hay movimiento de ninguna de las masas, asi que las ecuaciones en la coor-
denada y no aportan informacién relevante en este caso. Nos centramos pues con lo que ocurre
segin la componente x, es decir, T = mya1 y F' — T" = mgaas, pero también sabemos que
T = T’ ysiel hilo es inextensible, los dos cuerpos necesariamente se mueven solidarios y en-
tonces las aceleraciones son las mismas: a1 = az = a. Con esto, las ecuaciones quedan

T =ma; F—T =msa.

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas (1" y a), cuyas soluciones pueden obte-

nerse ficilmente: P P
mi
= - . T =

; _—
my + mo my + ma

223



Ejemplo 4

Las masas m; y mo estin apoyadas sobre una superficie horizontal, en contacto entre si y
se aplica sobre una de ellas una fuerza F paralela a la superficie y en el sentido de la otra masa,
como se muestra en la figura 8.15.

i ()
- m; —
F a
v
X
- (b)
A Nl
] d d
ﬁ' — —_—
> =
F21
=5
Py

Figura 8.15: Sistema descripto en el ejemplo 4. Esquema general (a) y diagrama de cuerpo aislado

de cada cuerpo (b).

Sabemos por experiencia que ambos Cuerpos se moverdn juntos, como si estuvieran pega-
dos. Por lo tanto, podremos tratarlo como el problema equivalente de un tnico cuerpo de masa
m = my + Mg, de manera que la ecuacién de movimiento correspondiente en el sistema de
coordenadas de la figura es

—

F

F = (mq +my)d = a=—
( 1 2) m1+m27

ya que las ecuaciones referidas a las fuerzas verticales no aportan al movimiento (el sistema de
cuerpos no se hunde en la superficie de apoyo ni se eleva sobre ella). También podemos estudiar
cada masa por separado, usando en el diagrama de cuerpo aislado de la figura 8.15(b). Si ana-
lizamos el movimiento de la masa my vemos que tiene la aceleracién expresada en la ecuacién
(8.4.4), por lo tanto, sobre ella hay aplicada una fuerza neta igual a

ma

1

F12 :mgc‘i: E—
mi +m2

En esta expresién se puede notar que el médulo de la fuerza aplicada sobre la masa mg es menor
que |F|, ya que se cumple que ma/(mq 4+ m2) < 1. En la direccién x la masa mg solamente
estd en contacto con la masa my, por lo tanto la fuerza F'15 debe estar aplicada por m;.
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Sobre la masa ™ actta directamente la fuerza F , pero esta no puede ser la tnica fuerza
horizontal aplicada, ya que si lo fuera, el cuerpo tendria una aceleracién a@ = F /mz, lo cual
es incorrecto segiin ecuacién (8.4.4). Llamemos F 21 a la fuerza que ¢jerce el bloque 2 sobre
el bloque 1. De acuerdo a esto y tal como se muestra en el diagrama de cuerpo aislado, en la
direcciéon horizontal la ecuacién de movimiento es

F + Fy1 = mia
Entonces,
= N = mlF = mgF =
Frpi=md—F=—"—-—-"F=———=—F5,
my + ma mi + me

es decir, se cumple la tercera ley de Newton. No debemos caer en el error de decir que estas
fuerzas se anulan y que podria no tenérselas en cuenta, ya que F 12 estd aplicada al cuerpo 2 y
F 21 al cuerpo 1. Estas fuerzas de contacto podrian medirse si colocdramos un resorte u otro
dispositivo sensible a la compresién entre ambas masas.

En este tltimo ejemplo hemos tratado un mismo problema de dos maneras. Cuando con-
sideramos el sistema como un tnico bloque obtuvimos la aceleracién correcta sin necesidad de
considerar las fuerzas de contacto entre ambos bloques ya que en esta descripcién estas son fuer-
zas internas. En cambio, cuando consideramos cada masa por separado, las fuerzas de contacto
son fuerzas externas. Entonces, de estos ejemplos vemos que

* Solo las fuerzas exteriores al sistema observado son las que producen aceleracién y por lo
tanto, son las nicas que deben tenerse en cuenta al escribir las ecuaciones de Newton.

* La fuerza que un cuerpo le ejerce a otro es igual en médulo y direccién pero de sentido
opuesto a la que el otro cuerpo le ejerce al primero, tal como vimos al presentar la tercera
ley de Newton.

8.5 Fuerzas de rozamiento

Hemos experimentado que en el caso en que se ejerce fuerza sobre un cuerpo apoyado sobre
una superficie horizontal, se logra, con mayor o menor esfuerzo, que el cuerpo se mueva (ver
figura 8.1). Primero el cuerpo estd quieto ¥, si se incrementa la fuerza aplicada por encima de
cierto valor, empieza a moverse. En términos de la segunda ley de Newton, podemos decir que
como el cuerpo no se mueve aun cuando lo empujamos con una fuerza F , debe existir otra

fuerza, que llamaremos f , que estd contrarrestando el efecto de la primera:
P+N+F+f.=0.
Segtin se muestra en la figura 8.16, como en la direccién vertical no hay aceleracién, sabemos
que el peso y la fuerza normal del plano de apoyo se cancelan mutamente. Esto nos habilita a

omitir estas dos fuerzas, de manera que debe cumplirse:

F+fe=0 = fe=—F.
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Figura 8.16: Fuerza de rozamiento estitico.

La fuerza f; se denomina fuerza de rozamiento estdtico. Es importante notar que la magnitud
de esta fuerza depende de la fuerza externa F aplicada; en particular, podemos ver en la ecua-
cién anterior que f; tiene igual médulo que F y sentido opuesto. La experiencia indica que
al aumentar la intensidad de la fuerza F aplicada, eventualmente se logra que comience el mo-
vimiento; deducimos entonces que el médulo de la fuerza de rozamiento estdtico solo puede
crecer acompafiando el aumento de la fuerza aplicada hasta un cierto valor méximo | fe maz|-
Se comprueba experimentalmente que, como se indicaen la ﬁgura 8.17,

| fo maa| = p1e| NI - (8.8)
A
|femax|
Ifal
beN |ﬁ|

Figura 8.17: Fuerzas de rozamiento estdtico y dindmico.

Es decir, la mdxima fuerza de rozamiento estdtico posible entre un cuerpo y una superficie
es proporcional al médulo de la fuerza normal que ejerce la superficie sobre el cuerpo, aunque
claramente no tiene la misma direccién que N. La constante de proporcionalidad fi. se deno-
mina coeficiente de rozamiento estdtico y depende de las caracteristicas de las dos superficies en
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contacto. Si la fuerza aplicada supera el valor | f; maa > €l cuerpo finalmente se pone en movi-
miento. En esta situacién, si dejamos de aplicar la fuerza F , la experiencia nos dice que en un
experimento real el mévil comenzard a disminuir la velocidad hasta detenerse, tanto més répi-
damente cuanto mds rugosas sean las superficies en contacto. Esto nos dice que hay involucrada
otra fuerza que llamaremos ﬁi o fuerza de rozamiento dindmico. Esta fuerza siempre se opone
al movimiento, siendo paralela a la velocidad del cuerpo y de sentido contrario. Por la segunda
ley de Newton se tiene que

F+ fg=md.
En cuanto al médulo de fg, se comprueba que en general, se puede aproximar por un valor
constante (ver figura 8.17) y que es proporcional a la fuerza normal. Entonces, podemos escribir

fa=—pa|No (8.9)

donde el coeficiente de proporcionalidad p4 es el llamado coeficiente de rozamiento dind-
mico y ¥ es el versor velocidad. En las ecuaciones (8.8) y (8.9), puede verse que los coeficientes
Lte ¥ 1tq son adimensionales. Ademds se cumple que la fuerza de roce dindmico es menor que
la fuerza de roce estdtico méximo, como puede verse en la figura 8.17. El valor que tienen las
cantidades L y f14 es caracteristico de las superficies y por lo general se cumple que

pe <1 y pd < fe -
A continuacién sintetizamos las caracteristicas principales de las fuerzas de rozamiento:
* hay rozamiento estdtico solo si actda una fuerza externa
* solo hay rozamiento dindmico si hay movimiento relativo entre dos superficies

* la fuerza de rozamiento dindmico tiene la misma direccién y sentido opuesto a la veloci-

dad
* el rozamiento estdtico alcanza un valor médximo que es proporcional a la fuerza normal.

* la fuerza de rozamiento dindmico es aproximadamente constante y también es propor-
cional a la fuerza normal (con un factor menor de proporcionalidad)

8.6 Fuerza gravitatoria

La fuerza que la Tierra ejerce sobre los cuerpos, llamada fuerza gravitatoria, tiene caracte-
risticas algo diferentes de las que tratamos hasta ahora, pues no es necesario el contacto directo
entre el cuerpo y la Tierra para que exista interaccién entre ellos. Hay otras fuerzas que com-
parten esta caracteristica; tal es el caso de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza: la
nuclear débil, la nuclear fuerte, la electromagnética y la gravitatoria, ya mencionada, que es la
mds débil. Para que exista fuerza gravitatoria debe haber dos masas, y no necesariamente la Tie-
rra o un planeta debe ser una de ellas; sin embargo, como la interaccidn gravitatoria es débil, sus
efectos solo son ficilmente apreciables cuando estd involucrada una masa grande. La interaccién
gravitatoria entre masas pequeias es dificil de medir o detectar; sin embargo existe. Este punto
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fue demostrado por el fisico britdnico Henry Cavendish en 1797°.

8.6.1 Marco historico

Cada civilizacién en cada regién geogréfica ha desarrollado modelos para explicar el movi-
miento de los cuerpos celestes. Las ideas existentes en Europa hacia el siglo X VI, para describir
el movimiento de la Luna, los planetas y estrellas eran, bisicamente los siguientes:

* Modelo geocéntrico. Todos los cuerpos celestes giran alrededor de la Tierra, que no tiene
movimiento de traslacién ni de rotacién. Esta antigua idea, que viene de la civilizacién
griega (Aristteles, 384 a.C.—322 a.C.), tenfa, al menos, mayor asidero féctico que otras
que involucraban causas incomprobables.

Claudio Ptolomeo de Alejandria (c. 100—c. 170) perfecciond el sistema geocéntrico de
Aristételes basado en esferas simples, reemplazédndolo por otro sistema geocéntrico segtin
el cuallos planetas giran en torno a una esfera pequena (epiciclo) que a su vez giraen torno
auna mayor (deferente), centrada en un punto cercano ala Tierra. Elmodelo geocéntrico
aristotélico o ptolemaico estuvo vigente durante casi veinte siglos y su aceptacién estd
ligada al desarrollo de la filosoffa durante ese periodo.

* Modelo heliocéntrico: los planetas, incluida la Tierra, giran alrededor del Sol. Esta teorfa,
inicialmente enunciada por Aristarco de Samos (310 a. C.—c. 230 a. C) pasé desapercibi-
da o fue descartada durante unos dieciocho siglos, hasta que fue retomada y perfecciona-
da por Nicolds Copérnico (1473-1543). En esta ltima versién, puede resumirse en los
siguiente puntos:

1. Los movimientos celestes son uniformes, eternos y czrculares o compuestos de diver-
sos ciclos (epiciclos)’ .
2. El centro del universo se encuentra cerca del Sol.

3. Orbitando alrededor del Sol, en orden, se encuentran Mercurio, Venus, la Tierra,
la Luna, Marte, Jupiter y Saturno (atin no se conocfan Urano y Neptuno.)

4. Las estrellas son objetos distantes que permanecen fijos y por lo tanto no orbitan

alrededor del Sol.

S. La Tierra tiene tres movimientos: la rotacién diaria, la revolucién anual, y /z incli-
nacion anual de su eje.

6. El movimiento retrégrado de los planetas es explicado por el movimiento de la Tie-
rra.

7. Ladistancia de la Tierra al Sol es pequefia comparada con la distancia a las estrellas.

©Véase una versién moderna de este experimento en https://www.youtube.com/watch?v=11sLusnVZwM (consul-
tada en 2024)

7En cursiva se destacan las afirmaciones erréneas de la teorfa copernicana. Algunas no subrayadas no son exactas,
pero se pueden considerar correctas haciendo una interpretacién laxa. Por ejemplo, los movimientos de los cuerpos ce-
lestes no son eternos, pero son practicamente inmutables en una escala de tiempo compatible con la historia del hombre.
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Esta visién fue muy resistida por razones filoséficas y religiosas y porque no explicaba to-
das las observaciones. Si bien hoy sabemos que este modelo no es correcto, al menos pro-
vey6 un marco de referencia inercial desde el cual describir un problema de movimiento.
Por otro lado, se parece mucho mds a la realidad que el modelo ptolemaico.

El siguiente gran aporte para resolver el problema del movimiento de los astros vino a través
del sustento experimental que proveyé el astrénomo danés Tycho Brahe (1546-1601), recolec-
tando datos sistemdticos y precisos. La calidad de los datos astronémicos que recogié llega al
limite de lo que es accesible al ojo humano sin instrumentos épticos. Su gran labor observacio-
nal, le permitié desechar algunos modelos existentes e incluso lleg6 a afirmar que los cielos no
son «inmutables» (como habfa enunciado Aristételes) como consecuencia de su estudio de la
aparicién en el cielo de una estrella nueva o «nova» en 1572. Se sabe ahora que ese hecho fue
la explosién de una supernova (estrella muy masiva que, al no poder desarrollar mds reacciones
nucleares, se enfrfa, colapsa por su propia gravedad y luego se expande subitamente).

El astrénomo y matemdtico alemdn Johannes Kepler (1571-1630) heredé de Brahe la co-
leccién mds abundante y precisa de datos planetarios. Con los datos sobre la érbita de Marte
abandoné el postulado de la circularidad de las 6rbitas y pudo enunciar tres leyes que recon-
ciliaban los datos de Brahe con el modelo heliocéntrico. Adoptando el marco de referencia de
Copérnico, presentd la informacién cinemdtica del movimiento de algunos planetas en una for-
ma sencilla:

1. Los planetas giran en Srbitas elipticas, con el Sol situado en uno de los focos de la elipse.

2. Lalinea recta que une al planeta con el Sol, barre dreas iguales en tiempos iguales.

3. La razén entre el cuadrado de los periodos de rotacién alrededor del Sol de dos planetas
cualesquiera es igual al cubo de las razones de sus distancias mdximas al Sol: %2 = cte.

Paralelamente, las observaciones de Galileo, usando el telescopio, proveyeron més datos pre-
cisos y sistemdticos. Finalmente, Isaac Newton concibe una teorfa segtin la cual el movimiento
de los astros puede explicarse a través de una tnica ley, que maravillosamente es la misma que
explica la caida de los cuerpos hacia el suelo.

8.6.2 Ley de gravitacion universal

Estudiando las fuerzas que rigen el movimiento de los cuerpos y considerando la eviden-
cia experimental astronémica de esos tiempos, Newton dedujo que la fuerza entre dos cuerpos
cualesquiera (en particular cuerpos celestes) yace sobre la linea que los une, es atractiva, es inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia que separa los cuerpos y directamente propor-
cional a la masa de ellos. De esta manera, propuso la expresién matemadtica, que ahora se conoce
como ley de gravitacién universal

Mm

F=G=;

(8.10)

donde la cantidad G es una constante, denominada constante de gravitacién universal —se lla-
man constantes universales a las constantes fundamentales de la fisica, las cuales se asume que
toman el mismo valor a lo largo del tiempo y en todo el universo—.

El gedlogo John Michell disefié una balanza de torsién y, luego de su muerte en 1793,
su dispositivo fue heredado por Henry Cavendish (1731-1810) quien lo utiliz6 para medir la
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densidad de la Tierra (5,448 g cm™2). Si se utiliza esta cantidad, se obtiene un valor de G =
6,74 x 10711 m3 kg’1 s72 que difiere en menos del 1 % del valor actualmente recomendado
de G = 6,67384 x 107" m3 kg™! s72 (Committee on Data for Science and Technology,
2010).

El dispositivo utilizado por Cavendish (ver figura 8.18) consiste en una barra con esferas
masivas en sus extemos. El conjunto se cuelga de un hilo, constituyendo un péndulo de torsidn,
y queda en estado de equilibrio. Al acercar otras esferas masivas, se produce una fuerza de atrac-
cién entre estas ultimas esferas y las que estdn fijas a la barra, provocando el movimiento del
péndulo. Midiendo el periodo del péndulo se puede deducir la fuerza que actda sobre él, lo que
permite calcular la constante de gravitacién.

Figura 8.18: Balanza de Cavendish.

8.6.3 Masa inercial y masa gravitatoria

Segtin la ecuacién (8.10), debido a la interaccidn gravitatoria con la masa M, sobre la masa
m se ejerce una fuerza que estd representada por el vector Fenla figura 8.19, que estd dirigi-
da sobre la recta que une ambas masas. Las masas m y M involucradas en la ecuacién (8.10)
se llaman masas gravitatorias. Debe notarse que, en principio, la masa gravitatoria (que, por
esta vez, denotaremos con my) no tiene por qué ser lo mismo que la masa inercial (que, por
esta, vez denotaremos con m;) definida en la seccién 8.1.2. En efecto, segin la ecuacién (8.10),
mg = Fr?/(MyG), mientras que de acuerdo a la segunda ley de Newton, m; = F/a.La
masa gravitatoria es una propiedad de los cuerpos que compete exclusivamente a la interaccién
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Figura 8.19: Atraccidn gravitatoria.

gravitatoria con otro cuerpo; por otro lado, la masa inercial es una propiedad mucho mds ge-
neral, ya que afecta el movimiento de los cuerpos independientemente del tipo de fuerza que
se le aphque Por ejemplo, si sobre un cuerpo de masa inercial m; un resorte aplica una fuer-
aF , el cuerpo adquiere una aceleracién @ - F /m;; si sobre ese mismo cuerpo la Tierra
ejerce su influencia gravitatoria, la aceleracién experimentada por el cuerpo serd, en médulo,
a=F/m; = GMym,/(m;r?).

Sin embargo, hasta donde la precisién de los experimentos ha permitido, se ha observado
experimentalmente que mg = m;. Esta sorprendente relacién nos exime de distinguir entre
ambas magnitudes y, por lo tanto, a partir de ahora designaremos indistintamente cualquiera
de ellas simplemente como «masa».

8.6.4 Tiro vertical a gran altura

Consideremos ahora el movimiento de un cuerpo de masa m bajo la accién de la fuerza
gravitatoria de la Tierra, dada por la ecuacién (8.10). En primer lugar haremos la suposicién de
que la Tierra es un sistema inercial, es decir, no consideraremos el movimiento de rotacién ni la
traslacién en su érbita®. Elegimos un sistema de coordenadas polares con origen en el centro de
la Tierra, como se muestra en la figura 8.20.

En ese sistema,

F=-6—"a,, (8.11)

donde 1 se mide desde el centro de la Tierra hasta la posicién del cuerpo, My es la masa de la
Tierray 4, es el versor radial. Para estimar cudl es el valor de M, analicemos que el peso de un
cuerpo sobre la superficie terrestre es

P =mg, pero también P = GmMyr/R%,
y como Ry = 6400 km = 6,4 X 105 m yg=98 m/s? , entonces

gR3

My = TT ~ 6 x 10*'kg . (8.12)

Este valor coincide con el valor actualmente aceptado (5, 97223 & 0,00008) x 10?4 kg.

8Dadas las velocidades de rotacién y traslacién involucradas, resulta que la aproximacién efectuada es muy buena
para el andlisis que sigue.
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Figura 8.20: Tiro vertical a gran altura.

Delaecuacién (8.11) y la segunda ley de Newton puede escribirse la ecuacién de movimien-

to para el cuerpo de masa m:
d2 r M T
dt T
Encontrar la funcién posicién de la masa m, 7(t), presenta cierta dificultad porque se debe
resolver una ecuacién diferencial en que la derivada segunda de la funcién que se desea encontrar
es inversamente proporcional al cuadrado de esa funcién. Entonces utilizaremos la siguiente

estrategia: recordemos que el primer miembro de la ecuacién (8.13) se puede escribir como

a2 " dt drdt dre dr

d*r  dv  dvdr dv d (1,
=—— 507 ) -

También en el segundo miembro dela ecuacién (8.13) podemos reemplazar — %2 por d (l ) s

dr \r
entonces queda:
4 (L) d (Gatr
dr \ 2 T dr r ’
d (1, d (GMrY\
d<2>_d< - >—°7

d (1, GMp\
dr<2”_ ; >—0

2 _ GMr
r
Multiplicando por la masa, obtenemos una magnitud que sigue siendo constante y que tiene

o bien,

es decir,

Esta tltima ecuacién indica que la cantidad %v es una constante de movimiento.

unidades de energfa:

E=-mv"— ——. (8.14)
2 r

El término que involucra la velocidad es la energia cinética E, mientras que el otro término,
que depende de la posicidn, es la energfa potencial E,. Es importante notar que si 7 — 00
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entonces F, — 0ysir — 0entonces 2, — —o0. A partir de la ecuacién (8.14) es posible
despejar el médulo de la velocidad en funcién de la posicion:

v(r) = +4/ 2E + LGMT ,
m r

donde el signo + indica que el cuerpo se va alejando y el signo —, que se va acercando. Como

dr = 4y 22 4 26N 4y
m T

El siguiente paso en el procedimiento se usa frecuentemente para resolver ecuaciones diferen-
ciales; se llama «separacién de variables» y consiste en llevar a cada miembro de la igualdad solo
un tipo de variables. En este caso dejaremos el tiempo ¢ de un lado y el resto de la funcién, que
contiene a la variable 7 pero no al tiempo, del otro:

dr
dt = + o
2E 2GM:
Vot

Luego podemos integrar para obtener t = £(r), y de allf eventualmente, r = (), si es que

o ﬂ i
v = 77, se puede escribir:

sabemos resolver la integral...

P / __dar

\/ 22+ 2GMr
Aunque todavia no disponemos de una expresién explicita de la funcién de movimiento, s
podemos obtener cierta informacién sobre el movimiento a partir de la expresion de la energfa.
La cantidad F de la ecuacién (8.14), como buena constante de movimiento, tiene el mismo
valor para todo tiempo. Supongamos que en el punto de partida el cuerpo estd a una distancia

7o del origen y tiene velocidad vg. Entonces la velocidad del cuerpo en una posicién genérica r
serd

1 1
v==% ’Ug — QGMT <7’0 — 7‘) . (815)

En primer lugar es posible ver es que si 7 > rg, entonces |v| < |vg|, es decir, el cuerpo va
cada vez mds lento a medida que se aleja. Otra cosa importante a considerar es que si

1 1
2G M (— ) >U§,
r

To

es decir, si
1 1 v?2

- __°o ,
r ro 2GMr
entonces el radicando es negativo y v es imaginaria. Esto significa que el mévil no puede ir més

alld de

Tméax = T oz

' 2GMr
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Esta es la méxima distancia al centro de la Tierra a la que puede llegar un proyectil lanzado ver-
ticalmente hacia arriba desde la posicién 7 con velocidad inicial vg. Otra forma de interpretar
la ecuacién (8.15) es que para llegar a una posicién 7, el proyectil debe partir con una velocidad

vy > 02, = 2GMrp <1 - 1) ,
To T
ya que si vg = Upin, entonces v = 0: el cuerpo llega hasta ahi nomds y empieza a caer. Es
posible que un cuerpo sea lanzado de tal manera que no vuelva nunca, es decir, que escape al
alcance de la fuerza gravitatoria de la Tierra? Si, solo basta con hacer 7 — 00 en la ecuacién
(8.15) y despejar la velocidad inicial necesaria para alcanzar la posicién de retorno, es decir en la

cualv = 0:
[2G Mt
Ve = Vo = 5
7o

v, se denomina velocidad de escape. Si el objeto es lanzado desde la superficie terrestre, entonces

TOZRTY

2G M.
Ve = T V 2gRT )

Rr
donde la tltima igualdad sale de la ecuacién (8.12). Puede verse que la velocidad de escape no
depende de la masa del cuerpo lanzado, sino de la masa del planeta desde el cual se lanza.
El andlisis que acabamos de presentar es vilido para cualquier planeta. Puede comprobarse
que la velocidad de escape de la Tierra es v.=11,2 km/s = 40320 km/h y que las de los siguientes
cuerpos celestes son como se muestra en la tabla 8.1

Luna Marte Venus Jtpiter Saturno Urano Neptuno
2,38 km/s 5,027km/s 10,36km/s 59,54km/s 35,49km/s 21,3km/s 23,71km/s

Tabla 8.1: Velocidad de escape para distintos cuerpos celestes.
Analicemos por tltimo cémo varfa el peso de un cuerpo cuando este se aleja de la Tierra en

direccién radial. La dependencia del peso con la distancia al centro estd dada por:

mMT
2 )

P=G

r

mientras que si la variable es la distancia h medida desde la superficie, la expresion es

mMT

P=G———.
(RT+h)2

Como ejemplo, en la tabla 8.2 se muestra la variacién porcentual (AP) /P del peso con la dis-
tancia a la superficie de la Tierra.

Esta tabla nos muestra que la prictica del alpinismo no es un buen método para bajar de
peso. También nos sugiere que el peso de un cuerpo es «razonablemente» constante mientras
no se lo aparte «demasiado» de la superficie de la Tierra. Las palabras razonablemente y dema-
stado son deliberadamente ambiguas, para indicar que todo dependerd de la precisién con que
se pretenda describir el peso de ese cuerpo.
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h(m) (AP)/P (%)

1000 0,03
10000 0,3
30000 0,9

Tabla 8.2: Variacion porcentual (AP)/P del peso con la distancia a la superficie de la Tierra..

8.6.5 Satélite en orbita circular

Consideremos un satélite de masa m orbitando alrededor de la Tierra con una érbita circu-
lar cuyo centro coincida con el centro del planeta. La primera pregunta que surge es si es posible
tal movimiento. La respuesta es que si, siempre que se aplique sobre el satélite la fuerza necesaria
para proveer la aceleracién compatible con un movimiento circular’. Ya sabemos que la fuerza
gravitatoria ejerce una atraccién hacia el centro de la Tierra, por lo tanto esta es la fuerza centri-
peta requerida. Ademds, si la 6rbita es circular, la fuerza centripeta serd de médulo constante,
ya que la distancia r en la ecuacién (8.11) es constante, lo que nos lleva a que el movimiento
circular serd uniforme.

Sabemos que para el médulo de la aceleracién (centripeta) podemos escribir, por un lado,

_ GMr _ gR%
T2 g2

a

)

donde la tltima igualdad se cumple en virtud de la ecuacién (8.12). Por otro lado, tenemos que

a = —.
r

Igualando las tltimas dos ecuaciones podemos despejar el médulo de la velocidad del satélite:

R2
v2=7g L = UZ\/ERT.
r T

El periodo de revolucién esta dado por

T — 2mr — 2r r3/2
v \/ERT
o bien,
4 2
2 _ 772 "3
QRT

Esta tltima ecuacién no es otra cosa que la tercera ley de Kepler aplicada a este caso. La segunda,
también se cumple: es ficil ver que si el movimiento es circular y uniforme, la linea que une el
satélite con la Tierra barre dreas iguales en tiempos iguales.

Tanto en este ejemplo, como en cualquier otro que involucre la ley de atraccién gravitatoria,
hay que tener en cuenta que 7 es la distancia entre los centros de los cuerpos interactuantes (o

°Por otra parte esto no contradice la primera ley de Kepler, ya que una circunferencia es un caso particular de elipse.
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mds precisamente entre los centros de masa, cuya definicién veremos mds adelante); por este
motivo, no debe medirse desde la superficie del planeta, sino siempre desde el centro.

8.7 Fuerzas viscosas

Hemos analizado el movimiento de distintos cuerpos a los cuales se les aplica diferentes
fuerzas. En algunos casos hay una tnica fuerza aplicada sobre el cuerpo y en otros casos, mds
de una fuerza. Sin embargo, algunas de las descripciones realizadas parecen no reflejar lo que
observamos en nuestra vida cotidiana. Cuando analizamos el movimiento de cuerpos sobre los
cuales estd aplicada inicamente la fuerza peso, todos ellos adquieren la misma aceleracién (g).
Por lo tanto, si dejamos caer desde la misma altura dos cuerpos, deberfan caer juntos, es decir,

su altura con respecto al piso deberfa ser la misma para todo instante.

Consideremos ahora el siguiente experimento sencillo: tomemos dos hojas de papel, plegue-
mos una de ellas formando una pelota, y dejemos caer ambas desde la misma altura. El resultado
de nuestra observacién serd que la hoja sin plegar caerd més lentamente que aquella con la que
formamos una pelota. Esto evidencia que los dos cuerpos tuvieron diferentes aceleraciones y
por lo tanto, diferentes fuerzas aplicadas. En ambos casos actda la fuerza peso, que es igual para
ambas hojas de papel, pero ademds, debemos tener en cuenta el efecto de la atmdsfera sobre el
movimiento de los cuerpos. La tinica conclusién posible es que este efecto no es el mismo para
las dos hojas.

Hasta ahora habfamos supuesto que los cuerpos cafan en el vacio, pero no siempre es posible
despreciar el efecto del ambiente sobre el movimiento de los cuerpos, como acabamos de ver.
Cuando un cuerpo se mueve en el seno de un fluido (ya sea gaseoso o liquido), aparte de la
fuerza peso y el empuje, acttia sobre ¢l una fuerza de rozamiento debida el medio, la cual se
suele denominar «fuerza viscosa». Esta fuerza se origina en la resistencia de las moléculas del
fluido a desplazarse para dejar que el cuerpo avance. Se puede intuir que esta fuerza dependerd
de la velocidad relativa al medio, de la forma cuerpo y de las caracteristicas del fluido en el que
se mueve. En particular, las magnitudes relevantes del fluido para determinar la fuerza viscosa
son la densidad y la viscosidad, donde esta tltima estd relacionada con la resistencia que puede
oponer el fluido ala deformacién. Debido a que esta fuerza se origina por la interaccién entre el
cuerpo y todas las moléculas que se encuentran en su direccién de movimiento, solo podemos
dar una expresién fenomenoldgica de la misma. Por otra parte, no existe una tGnica expresién
para la fuerza viscosa, sino que esta depende de la velocidad que pueda alcanzar el cuerpo y de
las caracteristicas del medio.

Las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo de masa 7 que se mueve en el seno de un liquido
viscoso son el peso, el empuje y la fuerza viscosa. (ver figura 8.21)

Si el cuerpo se mueve en el seno de un liquido muy viscoso no alcanzar altas velocidades.
Para este caso particular la expresién que describe la fuerza viscosa es:

—

F,=—-Dnv=—-Dnvi, (8.16)

donde D es una constante que depende de la geometria del cuerpo (por ejemplo para una esfera
D = 6mR)yn es la viscosidad del liquido. Teniendo en cuenta que el empuje coresponde al
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Figura 8.21: Fuerzas apicadas sobre un cuerpo que se mueve en el seno de un liquido.

peso del fluido desalojado, las expresiones para las fuerzas peso y empuje son:

—

P=mgi;
E=-V.psgi,

donde m y V,. son la masa y volumen del cuerpo respectivamente, y p es la densidad del fluido.
Como en este ejemplo consideraremos que el movimiento es unidimensional, omitiremos los
versores en el desarrollo matemdtico. También, sin pérdida de generalidad, supondremos que
v(0) = 0y 2(0) = 0 (queda como ¢jercicio repetir los cdlculos suponiendo que la velocidad y
la posicién iniciales son distintas de cero).

La ecuacién de movimiento del cuerpo serd

ma =mg — Ve.prg — Dnu . (8.17)

Antes de determinar las funciones velocidad y posicién del cuerpo en funcién del tiempo ana-
licemos cualitativamente la ecuacién (8.17). En t = 0 la aceleracién del cuerpo serd
_ - Veps
a=g-— g .
m
El mévil, inicialmente en reposo, comenzard a desplazarse hacia abajo incrementando su veloci-
dad. Cuando la velocidad sea diferente de cero la aceleracién del cuerpo serd
B Vepr  Dny
a=g-—Lg——v,
m
e ird disminuyendo a medida que la velocidad aumente. En un determinado instante la acelera-
cién se anula y la velocidad toma un valor v;, denominado «velocidad limites.

V. D
g— Ly Zly =0,
m m
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despejando obtenemos:

Luego de que el cuerpo alcance la velocidad limite (v = v;) mantendrd su velocidad constante.
Escribiendo la masa del mévil en términos de su densidad (p..), la expresién de la velocidad limite

queda
gVe
_ e —pr) 8.18
vl Dn (pe — py) ( )
y para el caso particular de una esfera,
2R2%g
= — . 8.19
U 9 (pc pf) ( )

Usando esta tltima ecuacién se puede calcular, por ejemplo, la velocidad final de una gota de
lluvia. Sila viscosidad del aire fuera nula, la ecuacién (8.17) nos muestra que la aceleracién serfa
constante, con lo cual la velocidad alcanzada por las gotas serfa tan alta que en lugar de usar
paraguas, deberfamos usar casco. En otro ejemplo de aplicacién de la ecuacién (8.19), usando
valores tabulados de viscosidad y densidad, es posible obtener la velocidad limite de una esfera
de aluminio de 0,5 cm de didmetro moviéndose en glicerina a 20 °C como v; = 5,2 cm/ .10

Ahora determinaremos la funcién de movimiento del cuerpo que se mueve en el seno del
liquido. La aceleracién estd dada por

a:%:a—ﬂv, (8.20)
donde D
Pf n
a=g|1- ) 8= .
( Pe Y Ve pe

A partir de la ecuacién (8.20) podemos escribir

v dv t
/O aiﬂv—/odt.
vi 1 B
051n<1av) ,

y la expresion de la velocidad del cuerpo en funcién del tiempo es:

Integrando obtenemos

t= —% In(a — vfB)

u(t) = %(1 — e hhy.

A partir de las definiciones de oy 8y de la ecuacién (8.18) puede verse que % = v, conlo cual
la funcién velocidad puede escribirse como

v(t) = v (1 —ePh).

10R ecfprocamente, utilizando la ecuacién (8.19) y midiendo la velocidad limite de una esfera que se mueve en el seno
de un liquido de alta viscosidad es posible determinar de manera simple esta viscosidad.
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Integrando la funcién velocidad con respecto al tiempo obtenemos la funcién posicién

x(t) = /Ot v (1 —e Phydt .

Luego,
Loy k v
I — 1 —
a(t) =ut| +—e P =ut+— (e -1)
o B 0 8
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Figura 8.22: Aceleracién, velocidad y posicién en funcién del tiempo de una esfera de hierro de
1 cm de radio cayendo en glicerina.

En la figura 8.22 se muestran las funciones aceleracién, velocidad y posicién de una esfera de
hierro de 1 cm de radio cayendo en glicerina. Se ve claramente que, a medida que la aceleracién
se aproxima a cero, la velocidad va alcanzando su valor limite y la funcién de movimiento se
aproxima a un comportamiento lineal.

Cuando un cuerpo se mueve en el seno de un fluido de baja viscosidad acttian las mismas
fuerzas que se grafican en la figura 8.21. En este caso, el cuerpo puede alcanzar velocidades gran-
des, y se observa que la fuerza viscosa puede expresarse de la siguiente manera:

- 1
F, = _ichpf 27,
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donde Cy es una constante adimensional denominada coeficiente de arrastre y depende de la
forma del cuerpo y de caracteristicas del fluido, A es el drea que presenta el mévil en el plano
perpendicular a la direccién del movimiento; al igual que en el caso anterior, p¢ es la densidad
del fluido y v es la velocidad relativa del cuerpo respecto del fluido. La ecuacién de movimiento
en la coordenada x es:

1
ma =mg— V. prg — ngApf v

Por lo tanto la aceleracién del cuerpo es

- 1C A
a=g <1 - pf) — *Mvz . (8.21)
Pe 2 m

En los casos de fluidos de baja viscosidad como el que estamos tratando, generalmente la den-
sidad del fluido es mucho menor que la densidad del cuerpo, por lo tanto se puede despreciar
el empuje que ejerce el fluido en la descripcién del movimiento del cuerpo. Por simplicidad, en
los cdlculos siguientes no tendremos en cuenta el empuje del fluido; sin embargo, para aquellos
casos en que no sea posible despreciarlo, solo hay que reemplazar g por g(1 — py/pe).

De manera similar al caso anterior, la aceleracién del cuerpo ird disminuyendo a medida
que aumente su velocidad hasta anularse. En ese instante se alcanza la velocidad limite vy, cuya
expresion se obtiene igualando a cero la aceleracién en la ecuacién (8.21):

2gm
= . 8.22
v =y Cadip; (8.22)

Si dejamos caer una esfera de aluminio de 1 cm de didmetro dentro de un recipiente con agua,
su velocidad limite, teniendo en cuenta el empuje, serd de 0,68 m/s. Si considerdramos vdlido

el modelo para la fuerza viscosa correspondiente al caso de alta viscosidad dado por la ecuacién
(8.18), obtendrfamos una velocidad limite de 92,6 m/s, lo cual no se corresponde con lo obser-
vado experimentalmente.

Para un mejor andlisis del efecto de la fuerza viscosa sobre el movimiento del cuerpo deter-
minaremos cémo varfa la velocidad del cuerpo con la posicién. Sabemos que:

_dv_dvdr _ dv
“TU T dzdt dzl

Entonces podemos escribir

vd—U =g— 2, (8.23)
dz
donde 1CA
y=5—H (8.24)
m

A partir de la ecuacién (8.23) planteamos

v d x
/ vivf/ dr |
0o 9—v 0

Integrando obtenemos
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A partir de las ecuaciones (8.22) y (8.24) puede verse que 1/ g/ = vj; con lo cual, la ecuacién
anterior puede reescribirse como

Entonces, la dependencia de la velocidad con la posicién esta dada por

v(z) =vV/1—e 277,

Sianalizamos el movimiento de un paracaidista de 90 kg de masa, antes de que abra el paracaidas
y haciendo la aproximacién de que la densidad del aire es constante con la altura, podemos
estimar que si vuela cabeza abajo (Cy = 0, 7y A = 0, 25 m?) su velocidad limite serd entonces
vy =~ 87,4 m/sy la alcanzard al recorrer aproximadamente 2500 m. Sin embargo, si cae en
posicién horizontal (Cy; = 1y A = 0,9 m?) su velocidad limite es v; ~ 39,0 m/s y la
alcanzard al recorrer aproximadamente 500 m. Cuando abre el paracaidas aumenta la fuerza
viscosa (se incrementan los valores de Cg y A), lo que reduce notablemente la velocidad limite
con la que llegard a tierra.

En la figura 8.23 podemos ver el comportamiento de la velocidad de una esfera de hierro de
1 cm de radio que se deja caer en aire en funcién de la distancia recorrida. También se grafica,
para hacer un andlisis comparativo, la velocidad de caida en aire de una esfera de telgopor de alta
densidad (30 kg/m?) de idénticas dimensiones y la velocidad suponiendo caida libre.

120

Hierro
Telgopor
—a=g

100

v [m/s]

80

60
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40

20

0 200 400 600 800 1000 1200
x [m]

Figura 8.23: Velocidad en funcién de la distancia recorrida de esferas de hierro y telgopor ca-
yendo en el vacio y en aire. Inserto: se observa una ampliacién de los 10 primeros metros de
recorrido.
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Como se observa en la figura 8.23, la esfera de hierro alcanza su velocidad limite (58,0 m/s)
cuando ha recorrido aproximadamente 1200 m, mientras que una esfera de telgopor alcanza su
velocidad limite (3,6 m/s) aproximadamente a los 5 m de recorrido.

Entonces es vilido preguntarnos, éen la caida en aire de un cuerpo podemos despreciar el
efecto del fluido sobre el movimiento y considerar que su aceleracién es g2 Serd vilido conside-
rar que la aceleracién es g dependiendo del cuerpo (dimensiones y masa) y de la distancia que
estemos analizando. En el ejemplo graficado en la figura 8.23 vemos que para la esfera de hierro
se comienza a hacer evidente el efecto de la fuerza viscosa cuando el mévil ha recorrido apro-
ximadamente 5 m, mientras que en el caso de la esfera de telgopor los efectos de viscosidad se
hacen evidentes cuando ha recorrido aproximadamente 2 cm.

8.8 Fuerzas elasticas

Ya hemos mencionado que los resortes son capaces de proveer una fuerza proporcional a su
estiramiento o contraccién, |ﬁ | = k|AZ| (ley de Hooke), cuando son deformados dentro de
cierto limite de A¢ conocido como rango eldstico. Ahora analizaremos cémo es el movimiento
de un cuerpo sometido a la fuerza de un resorte.

8.8.1 Movimiento oscilatorio

Consideremos el siguiente ejemplo: un cuerpo de masa m estd fijo al extremo libre de un
resorte de constante eldstica k y el otro extremo del resorte estd fijo a una pared. Todo el conjun-
to estd colocado sobre una mesa horizontal sin rozamiento. En la figura 8.24 se esquematizan
las fuerzas aplicadas sobre una masa m unida a un resorte de longitud natural £y, en distintas
situaciones de estiramiento.

Para analizar el movimiento del cuerpo bajo la accién de la fuerza eldstica planteamos la
ecuacién de movimiento para este caso particular. Elegimos un sistema de coordenadas como el
dela figura 8.24, donde el eje x coincide con la direccidn de la fuerza del resorte; las fuerzas peso
y reaccion de la superficie estin sobre el eje 3 y su suma es idénticamente nula durante todo el
movimiento. El eje 2 resulta perpendicular al plano de la figura. Solo hay fuerzas netas sobre la
direccién x, por lo cual el movimiento serd en esta direccién. Entonces:

F,=0 y F,=0 = vy=v,=ce=0.
Conlo que solo resta resolver la ecuacién de movimiento en la direccién x, donde ocurren even-

tos mds interesantes. Como puede observarse en la figura 8.24, teniendo en cuenta que se cum-
ple la ley de Hooke, vemos que:

* sim estd en la posicién z., entonces F=0 —figura 8.24(a)-,
* sim estd en la posicién x1, entonces F= —k(z1 — x.)t, Fy > 0 -figura 8.24(b)-,

* sim estd en la posicién x2, entonces F= —k(xzy — x.)t, Fy < 0 -figura 8.24(c)-.
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Figura 8.24: Diferentes instantes en un movimiento oscilatorio arménico, (a) equilibrio, (b)
resorte comprimido, (c) resorte estirado.

De manera genérica, si el Cuerpo se encuentra en una posicion x,
F=—k(x—=x)i,

lo que indica que la fuerza del resorte siempre apunta hacia la posicién de equilibrio z..
La segunda ley de Newton nos dice que la ecuacién de movimiento en la tnica variable de
interés (la coordenada ) es
APz

m—y = —k(z —z.) . (8.25)

Como . es una constante, su derivada segunda es nula, de manera que podemos reescribir
convenientemente la ecuacién anterior de la siguiente manera:

Yz —x
mM = —k(x —z.) .

dt?

Si hacemos un cambio de variables, llamando v = & — x. podemos escribir:

d>u
mﬁ = —ku 5
o bien, ,
d“u k
— + —u=0. 8.26
dt? + mu (8.26)

Debemos notar que el cambio de variables efectuado implica un cambio a un sistema de
coordenadas u cuyo origen coincide con la posicidn de equilibrio del resorte. La ecuacién dife-
rencial de segundo grado resultante tiene un término lineal en la variable u, por lo tanto su solu-
cién no serd trivial como en el caso del tiro vertical con aceleracién constante ni tan complicado
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como el caso de la atraccién gravitatoria dependiente de la distancia. La funcién de movimiento
que es solucién de esta ecuacién debe ser tal que si se la deriva dos veces respecto del tiempo, se
vuelva a obtener la misma funcién pero multiplicada por un factor constante —k /m.

Una funcién que cumple con esta condicién es f(t) = sen(wt), donde w es una constante,

ya que

d &?
d—]; = w cos(wt) = de = —w?sen(wt) = cte. f(t) .

Para encontrar la constante w debemos sustituir la funcién f(¢) en la ecuacién (8.26):

d? k k k
0= Hf + Ef = —w?sen(wt) + - sen(wt) = <—w2 + m) sen(wt) .
Para que el dltimo término se anule para todo tiempo es necesario que w = 0, con lo cual

u(t) = 0y no hay movimiento, o bien, debe cumplirse que
k
—w?+ = =0,
m

es decir, w = y/k/m. Entonces, una solucién para la ecuacién (8.26) es sen(+/k/m t). Como
puede verse, cos(y/k/m t) también es solucidn de la ecuacién (8.26); ya que esta es una ecua-
cién lineal, es ficil convencerse de que cualquier combinacién lineal de ambas soluciones tam-
bién serd solucidn. Esto puede verificarse directamente sustituyendo una combinacién lineal
arbitraria en la ecuacién (8.26). Luego, la solucién mds general es

u(t) = Asen(y/k/mt) + Bcos(\/k/mt) .
Volviendo al sistema de coordenadas inicial:
z(t) = x. + Asen(y/k/mt) + Bcos(r/k/mt) .

Por simplicidad, adoptaremos un sistema de coordenadas con origen en la posicién de equi-
librio del extremo libre del resorte, es decir, que en definitiva:

x(t) = Asen(\/k/mt) + Bcos(v/ k/mt) . (8.27)

Como vemos, la solucién dada en la ecuacién (8.27) tiene dos constantes a determinar ya
que responde a una ecuacién diferencial de segundo grado, de manera que para encontrar com-
pletamente la funcién de movimiento x(t) es necesario conocer informacién adicional (como
ocurre siempre en la integracién de las ecuaciones de movimiento). Supongamos que, para un
caso particular se tienen las siguientes condiciones iniciales: parat = 0,z = xgyv = vo.
Haciendo ¢t = 0 en la ecuacién (8.27) vemos que

xo=x(0) =B = B=ux.

Derivando la funcién de movimiento podemos escribir:

o(t) = k/m [Acos( k/mt) — B sen( k/mt)}
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Ahora hacemos ¢ = 0 en esta tltima expresion:

vg =v(0) = k/mA = A = m/k:%.
Entonces, la solucién de este caso particular queda:

z(t) = % sen(wt) + xo cos(wt) ,
w

conw = +/k/m.

Consideremos ahora otra forma de escribir la solucién de este tipo de movimiento, que a
veces resulta conveniente. Para ello, retomemos la expresién de la funcién de movimiento dada
en la ecuacién (8.27) sustituyendo las constantes A y B de manera conveniente:

A =z, cos(¢o) y B = x,,sen(¢yg) . (8.28)
Reemplazando en la solucién de la funcién de movimiento queda:
2(t) = xym cos(¢o) sen(wt) + , sen (¢g) cos(wt) .

Recordando que sen(a + 3) = sen(c) cos(8) + sen(f) cos(v), la expresién anterior puede
escribirse como:

x(t) = Tm sen(wt + ¢o) - (8.29)

Esta es la misma funcién que la dada en la ecuacién (8.27), pero escrita en términos de otras
constantes: &, y ¢o. En ambos casos tenemos dos constantes a determinar a partir de las condi-
ciones iniciales. La ecuacién (8.28) muestra como se expresan las constantes A y B en funcién
de %y, ¥ Po; las Gltimas en funcién de las primeras se expresan de la siguiente forma:

B
Ty = \/A2+B2 y tg(¢0):* .

A

La ecuacién (8.29) nos dice que:

* El movimiento es sinusoidal. Es decir, responde a una funcién periédica; por este mo-
tivo al movimiento de una masa enganchada a un resorte se lo denomina movimiento
oscilatorio arménico.

* x(t) toma valores entre —Zy, y T, por lo tanto la constante ., estd relacionada con los
valores extremos de la variable, por lo que se la llama amplitud mdxima.

* la constante ¢ se llama fase inicial; es el argumento de la funcién seno parat = 0. Es
decir, para t = 0 la posicién es £(0) = x,, sen (¢o).

Repitamos el célculo del ejemplo anterior con esta nueva expresién. Ahora las condiciones
parat = 0: z = x y v(0) = g se traducen en la funcién de movimiento como

x(0) = xo = @, sen (¢o) ,
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y en la funcién velocidad:

dx
o = Wom cos(wt + ¢g) = v(0) = vy = Wy, cos(Po) -

Las expresiones encontradas para 2o y vg en términos de Z,,, y ¢o constituyen un sistema de
dos ecuaciones con dos incégnitas (este tltimo par de pardmetros) fécil de resolver:

To = Ty SEN (¢0) o Vo 2 . B wxo
Vo = Wy, cos(Pp) } = Im= V x5+ (Z) P tg(do) = v

Resta todavia considerar el significado del pardmetro w. Supongamos que para un dado
tiempo t' el argumento del seno de la ecuacién (8.29) es wt’ + ¢y = c. Como la funcién seno
es periddica de periodo 2, existe un tiempo 1" para el cual se verifica que el seno evaluado en
t' 4 T es igual al seno evaluado en t/, es decir,

Wt +T) + ¢g = .+ 27 .

Escrito de otra forma vemos que

[e%

——
a+2r = wt' + ¢g+wl = a+wl .

Por lo tanto,
wT =27 .

Entonces, transcurrido un tiempo 7', la funcién de movimiento vuelve a repetir sus valores:

21 m
T=—=2 — .
w 7T\/k

El tiempo T se denomina perfodo del movimiento y fisicamente representa el minimo tiempo
que debe transcurrir para que el cuerpo pase por la misma posicién con la misma velocidad.
La cantidad f = 1/T es la frecuencia con que oscila el cuerpo; su valor numérico coinci-
de con el ndmero de periodos que realiza el movimiento en la unidad de tiempo. La cantidad
w = \/k/m = 21 /T es proporcional a la frecuencia f y se denomina frecuencia angular de
oscilacién. Cabe notar que la frecuencia depende de la constante de resorte k y de la masa m del
cuerpo, pero no depende de la amplitud x,,, ni de las condiciones iniciales del movimiento.

Energia del oscilador arménico

Recordemos la ecuacién de movimiento del oscilador arménico, ecuacién (8.25), con el
origen de coordenadas en la pared:

d2/
mﬁf = —k(z —z.),
o bien: J
d—: = —k(x — z.)

246



Repitiendo algunos «pases mégicos» ya utilizados anteriormente:
d (1 ,\ d |1 9
m% (2'0 > = 7]{3% |:2(IE — l’e) :| ,
d (1 d [1 9
% <2mv ) = —% |:2]€(Z‘ — .’176) :|

A1 , 1 ]
dx{zmv +2k(a:—xe)]—0,

es decir,

Entonces,

lo que nos dice que el término entre paréntesis es una constante de movimiento, nuestra cono-
cida energfa; como siempre, el término que depende de la velocidad es la energia cinética y el
que depende de la posicién es la energfa potencial:

E= 1mv2 + 1k(x —z.)%. (8.30)
2 2
Se puede ver que el término de energfa potencial eldstica tiene una expresién diferente de la
que obtuvimos en el caso de la fuerza gravitatoria. Las energfas correspondientes a los distintos
tipos de interaccién que hemos tratado pueden verse en la tabla 8.3. Claramente, la energfa
cinética es siempre la misma y lo que varfa es la energfa potencial, que es caracteristica de cada
tipo de fuerza.

Fuerza Energfa Tipo de fuerza
mg imv? +mgz sig= —gk

mg %mv2 —mgz sig =gk Gravitatoria cerca de la sup. de la Tierra

— GT;M Uy, %va - % Gravitatoria de largo alcance

—k(z —z)i  gmo? + Jk(z — zc)? Eldstica causada por un resorte

Tabla 8.3: Expresiones para la energfa para distintos tipos de fuerza

Una manera alternativa de llegar a la funcién de movimiento de un cuerpo enganchado a
un resorte, a partir del concepto de energfa, puede verse en el apéndice A. Todo lo analizado en
esta seccion ignora el efecto de las fuerzas viscosas estudiadas en la seccién 8.7; en el apéndice
A.1 se desarrolla el problema teniendo en cuenta esta situacion.

8.8.2 Movimiento oscilatorio bajo accion de una fuerza constante

Analizaremos ahora el caso de una masa m suspendida de un resorte de constante & y lon-
gitud natural xy, como se indica en la figura 8.25. Como ya es usual, elegimos un sistema de
coordenadas, planteamos la ecuacién de movimiento y la resolvemos para obtener las funciones
de movimiento.
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Figura 8.25: Movimiento oscilatorio bajo la accién del peso.

Las fuerzas que actiian sobre la masa m son: su peso P = mgi y la fuerza del resorte
F = —k(x — x0)3%, de manera que la segunda ley de Newton para este caso toma la expresién
mgi — k(x — x9)i = ma . (8.31)

¢Cudl es la posiciéon de equilibrio de la masa colgada? No tiene por qué ser la misma que
la longitud natural del resorte. Llamemos . a la posicién de equilibrio y ¢ a la posicién del
resorte sin carga (longitud natural), como indica la figura. Dado que en el equilibrio se cumple
F+ mg = 0y esto es equivalente a

—k(ze —xp) +mg =0, (8.32)

entonces, T, = mg/k + x¢. Siel cuerpo estd en cualquier otra posicién, ya no estard en equi-
librio. La ecuacién de movimiento que satisface la posicién  de la masa m es la dada en la

ecuacion (8.31) de manera vectorial:
d’x
—k(z — x0) = Mo |
mg — k(x — xo) m—s

Si dentro del paréntesis del miembro izquierdo sumamos y restamos ., no modificamos la
igualdad, por lo tanto resulta

d2
mg—k(w—xe—xo—&—me):mﬁf,
d?z
—k(z —x,) — k(z, — =m— .
(x — ) — k(ze — o) + Mg ms
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Usando la ecuacién (8.32) podemos escribir:

2
—k(x —z.) = m% . (8.33)

En la ecuacién(8.33) se ve que la ecuacién de movimiento para la masa colgada del resorte
tiene la misma forma que la de la masa unida al extremo de un resorte que se mueve sobre una
superficie horizontal, como puede verificarse en la ecuacién de movimiento del restorte, ecua-
cién (8.25), solo que ahora la posicién x. no es la longitud natural del resorte, sino la nueva
posicién de equilibrio de la masa suspendida. Segtin se desarroll6 en la seccién 8.8.1, la funcién
de movimiento que satisface esta ecuacion es de la forma

u(t) = x(t) — xe = Asen (wt) + B cos(wt) o u(t) = xm sen (wt + ¢p) ,

donde w = y/k/m. La funcién de movimiento que resulta es idéntica a la del caso anterior,
salvo que ahora la masa oscila alrededor de una nueva posicién de equilibrio. El movimiento
tiene el mismo perfodo y frecuencia que el caso anterior, porque ninguna de estas magnitudes
depende de dénde estd la posicidn de equilibrio. En cuanto a la energfa, dado que la ecuacién es
la misma, podremos identificar nuevamente una constante de movimiento cuya expresion serd
igual a la del resorte horizontal; segtin la ecuacién (8.30):

E= 1mv2 + 1k(x —x.)?.
2 2

Solo que ahora x. no es més xo, sino mg/k + x¢. El segundo término, correspondiente a la

energfa potencial, no incluye explicitamente un término para la energfa potencial gravitatoria

del tipo mg, en el sistema de coordenadas usado. Sin embargo, si sustituimos el valor de .

tenemos

1
FE = 57’7’“]2"‘ 51{3(1'_ @ _-1‘0)2 )

es decir )
1 1
E= 5m1}2 + §k(x — 20)? — mgz + mgzo + % .

Los dos tltimos términos son constantes, con lo cual, puesto que E es una constante de movi-
miento, la magnitud

1 1
E' = imv2 + gk(:c —x0)% — mgx

también lo es, y también representa la energfa mecdnica del sistema. En la tltima expresién para
la energfa aparecen explicitamente los términos eldstico y gravitatorio.

Ejemplo: cuerpo enganchado a un resorte sobre un plano inclinado

Consideremos el sistema de la figura 8.26, en el cual un cuerpo de masa m estd enganchado
a un resorte de constante k y longitud natural £g, y el sistema oscila sobre un plano inclinado
en un dngulo & respecto de la horizontal. En primer lugar encontraremos la coordenada z de
equilibrio; para ello planteamos el sistema en equilibrio:

P+N+F=0 con ﬁ:—k(m—fo)i.
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Figura 8.26: Cuerpo enganchado a un resorte sobre un plano inclinado.

En la componente :

mgsen(d) — k(x — £p) =0.

Despejando la coordenada de equilibrio z = . de esta ecuacién tenemos:
wo =Ly + % sen(0) . (8.34)

Ahora planteamos la ecuacién de movimiento (fuera del equilibrio):

Pz

mgsen(d) — k(x — ) = mos -

Esta tltima ecuacion puede reescribirse como

&Pz

—k x—éo—@sen(ﬁ) =moy

k
Si consideramos la expresién para x. dada en ecuacién (8.34) obtenemos una expresién que ya

conocemos:
d%z
de? -

Esta es la ecuacién (8.33), que como vimos, conduce a la solucién

—k(r—xze)=m

u(t) = x(t) — xe = Ty sen (Wt + @p) .

En este caso, igual que en el anterior, w sigue siendo /k/m y el tnico cambio es desde dénde
se mide la coordenada: en este caso, desde un valor x. dado por la ecuacién (8.34).
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8.8.3 Propiedades elasticas de los solidos

Consideremos un arreglo ordenado de pequefias masas m en tres dimensiones (supuestas
todas iguales por simplicidad) unidas mediante resortes que pueden ser paralelos a la direccién
x, Y 0 2 (que también supondremos todos iguales). La figura 8.27 muestra una representacién
en dos dimensiones de tal arreglo. Al aplicar una fuerza sobre este arreglo, va a producirse una
deformacién que involucra, en principio, a todas las masas porque todas estdn ligadas: son cuer-
pos interactuantes. Este tipo de construccién es un modelo adecuado para representar algunas
caracteristicas de los sélidos. En este modelo microsc6pico, las masas m representan los 4tomos
y las barras que los unen actdan como resortes y son las fuerzas interatdmicas que mantienen
ligado al sélido. De esta manera, podemos esperar que un sélido sufra deformaciones en res-
puesta a la aplicacién de una fuerza externa. Si se aplica una fuerza en alguna de las direcciones
2,y o z, por ejemplo la direccién z, capaz de apartar al 4tomo j-¢simo en una cantidad Az, la
fuerza restitutriz capaz de devolver el dtomo a su lugar serd FJ = —kAx;. Algo similar pasar4
si la fuerza es aplicada en otra direccién. Si pensamos en fuerzas y deformaciones macroscépicas

Figura 8.27: Modelo microscépico de un sélido eldstico.

que se pueden medir en el laboratorio, es 1égico prever que el comportamiento tendré relacién
con el modelo microscdpico (si es que este es un buen modelo). Si consideramos una barra de
longitud L y seccién transversal A a la cual le aplicamos una fuerza F en la direccién longitu-
dinal, podriamos esperar observar una pequefia variacién AL proporcional a la magnitud dela
fuerza aplicada; es decir, serfa esperable una relacién tipo

F o< AL .

Ahora bien, podemos pensar esta barra como una gran cantidad de resortes en serie a lo largo
de la longitud y en paralelo cubriendo toda la seccién transversal. Teniendo en cuenta que la
constante equivalente de resortes en paralelo aumenta, pues se suman las constantes, y que la
constante equivalente de resortes en serie disminuye, pues se suman las inversas, para una dada
fuerza, la variacién de L aumentard si el «resorte» es blando, es decir, si la longitud es larga, y
disminuird si el «resorte» es duro, es decir, si el drea es grande. Entonces podemos escribir:

A
F=YZAL,
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donde la constante de proporcionalidad Y se llama médulo de Young y efectivamente vemos
que para una dada fuerza F', la variacién de L aumenta con L y disminuye con A. La expresién
dada en ecuacién (8.8.3) se observa experimentalmente, lo que habla bien del modelo micros-
cdpico supuesto. En la tabla 8.4 se muestran los médulos de Young para algunos materiales
frecuentemente utilizados en la industria.

La fuerza por unidad de drea 0 = F'/ A, recibe el nombre de tensién, mientras que la va-
riacidn relativa de la longitud de la barra ¢ = AL/L se denomina deformacién. Con estas
definiciones, la expresién anterior se escribe

c=Ye

3

que indica que la tensién y la deformacién son proporcionales. Esta relacién vale tanto para
valores positivos como negativos de la tensidn, es decir tanto para fuerzas de traccién como de
compresion.

Material Y [x10°N/m?] || Material Y[x10°N/m?]
Niquel 205 Vidrio 70
Acero 200 Aluminio 70
Hierro forjado 190 Hormigén 23
Cobre 110 Plomo 16
Hierro fundido 100 Hueso 16
Bronce 90 Goma 15

Oro 81 Poliestireno 3

Plata 80 Caucho 0,001

Tabla 8.4: Médulos de Young de varios sélidos.

8.9 Pendulo ideal o matematico

Analicemos ahora otro movimiento particular: el que realiza una masa puntual suspendida
de un hilo, cerca de la superficie de la Tierra. Esto es, la masa puntual estd bajo la accién de
la gravedad (constante) y estd sostenida por un hilo de longitud /, sin masa e inextensible. En
el movimiento pendular, la trayectoria del cuerpo suspendido serd un arco de circunferencia
contenida en un plano vertical. En la figura (8.28) se muestran las fuerzas que actdan sobre el
péndulo de masa m, el vector velocidad que es tangente a la trayectoria y el vector aceleracion.

La segunda ley de Newton para este problema se expresa como

P+T=ma.

Elegimos un sistema de coordenadas polares con origen en el punto de suspensién del hilo,
en el cual consideramos que el dngulo 6 es positivo cuando crece en sentido antihorario. Estd
claro que de las dos coordenadas, solo la coordenada angular 6 es relevante, ya que p = ¢ = cte.
En este sistema las fuerzas son

—

P = mgcos(0)u, —mgsen(0)ug y T = —|T|d, .
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Figura 8.28: Péndulo ideal.

Mientras que a la aceleracién podemos escribirla en sus componentes normal y tangencial:

@ = ant, + agtip .

Ahora podemos analizar las ecuaciones de movimiento segtin cada coordenada.

Segtin i,

—T + mgcos(f) = may, .

Como se trata de un movimiento circular, ma,, = —mw?£. Entonces queda:
do\?
~T + mgcos() = —mw?l = —m/l (dt> .

La solucién de esta ecuacidn relacionard la funcién de movimiento 6(t) con T'.

Seguin g,

—mgsen (0) = ma, ,
donde a; es la componente tangencial de la aceleracién. Sabemos que

2
o = dt) &0

dt dae?

Entonces, la ecuacion (8.9) puede escribirse
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La solucién de esta ecuacién diferencial es una funcién tal que derivada dos veces es igual a
una constante multiplicada por el seno de esa funcién. Enseguida comprendemos que... no po-
demos encontrar la funcién de movimiento 6(t) para el péndulo ideal. Sin darnos por vencidos,
veamos qué informacién podemos extraer de este problema. Sabemos que

d?0  dw dwdf dw d (1 ,
— === —w=—( -w .
dt? dt de dt db do \ 2
Ademis,
g drg
I en(9) = = [7 9 } .
esen() 20 gcos()

Sustituyendo el primer miembro de esta dltima ecuacién por el primer miembro de la ecuacién
(8.9) y haciendo pasaje de términos,

d’0  d rg
E - @ |:Z COS(G)i| =0.

Entonces, utilizando la ecuacién (8.9) podemos escribir:
d il o g
de

El término entre corchetes es necesariamente una constante de movimiento. Si multiplicamos
ese término por me? obtenemos la energfa mecdnica del péndulo ideal:

E = %mv2 —mglcos(f) . (8.35)

Figura 8.29: Péndulo ideal en coordenadas cartesianas.

Para llegar a la ecuacién (8.35) hemos descripto el problema desde un sistema de coorde-
nadas polares. Podemos reescribir este resultado desde un sistema de coordenadas cartesiano en
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que el eje x coincida con la horizontal, el ¢je y con la vertical y tal que el origen esté en el punto
de suspensioén del péndulo, como se muestra en la figura (8.29).

Puede verse que la coordenada vertical del péndulo es, para todo tiempo y(t) = —£ cos[0(¢)].
Reemplazando esto en la ecuacién (8.35), queda

E= %va + mgy(t) .
Como vemos, la energfa potencial del péndulo coincide con la energfa potencial de la interaccién
gravitatoria cerca de la Tierra.

En principio, puede utilizarse la expresion de la energfa dada en la ecuacién (8.35) para ave-
riguar algo mds sobre el movimiento del péndulo. Si la posicién y la velocidad del péndulo son
conocidas para algin instante, puede determinarse el valor de la energfa. Luego, usando un sis-
tema de coordenadas polares como el de la figura 8.28 se puede escribir la velocidad a un tiempo
t arbitrario en funcién de F.

2

1 2F
E= gmv” = mglcos(f) = w(t) ==+4/ — + 2g/cos(0) .

Comowv =/ ‘;—Z, se cumple que dt = £ %9. Reemplazando en esta ecuacién la expresién
para v dada en la ecuacién (8.9):

%

dt =+ :
2E 4 2g0 cos(0)

La integracion de esta ecuacién para obtener el tiempo en funcién de la coordenada 8, y a partir
de alli obtener 6(¢), no puede hacerse de manera analitica y exacta, sino solo mediante métodos
numéricos. Vamos a plantear el problema del péndulo ideal en una situacién particular, para
resolverlo de manera aproximada.

8.9.1 Pequenas oscilaciones

Recordemos la ecuacién de movimiento (8.9):

d?o g
ﬁ = —z sen (9) .

Consideremos ahora que las oscilaciones del péndulo se apartan poco de la posicién de equi-
librio # = 0. Veamos a qué se puede aproximar la funcién sen(f) en este caso de pequefias
oscilaciones. Para ello manipulemos su derivada:

dsen () = ds%g(e)da — cos(0)d6 .

Para 6 cerca de 0, cos(6) ~ 1, con lo cual podemos hacer la siguiente aproximacién:

dsen (6) = df .
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0(°) | 0(rad) sen(6) dif. relativa cos(f) 1-cos(f)
0,1 | 0,0017453293 | 0,00174532836 5x 1077 0,9999985 2x 1076
0,5 | 0,0087266 0,00872654 7 %1076 0,999962 4x107°
1 0,0174533 0,0174524 5x107° 0,99985 2 x 1074
2 | 0,034907 0,034899 2x1074 0,99939 6 x 1074
s | 0,08727 0,08716 1x1073 0,9962 4x1073
10 | 0,1745 0,1736 5x 1073 0,985 1,5 x 1072
20 | 0,3491 0,3420 2 x 1072 (2%) | 0,940 6 x 1072 (6%)
30 | 0,524 0,500 5x 1072 (5%) | 0,87 0,13 (13%)
40 | 0,698 0,643 8 x 1072 (8%) | 0,77 0,23 (23%)
50 | 0,873 0,766 0,12 (12%) 0,64 0, 36 (36%)

Tabla 8.5: La aproximacién de dngulos 6 pequefios.

Luego, en esta aproximacién sen(#) ~ 6, y la ecuacién de movimiento queda

d? g
—m =50 (8.36)
dt 12

Esta ecuacién es igual a la de oscilador arménico, cuya solucién ya conocemos, de mane-
ra que la funcién de movimiento del péndulo en la aproximacién de oscilaciones de pequefia

amplitud queda
0(t) = Opnas sen (wt + ¢g)

donde la frecuencia angular esw = \/g/¢, y Omaa y o son constantes a determinar a partir de
las condiciones iniciales. El perfodo de oscilacién es

es decir,

T = 27r\/z . (8.37)
g

Debemos notar que el periodo es independiente de la amplitud (en esta aproximacién) y
tampoco depende de la masa del péndulo. El periodo solo depende de la longitud del péndulo y
de la gravedad del lugar. En relacién a cudndo podemos considerar que la aproximacién realiza-
da es «buenax», podriamos decir que con un 6,4, de hasta 40° la aproximacién estd dentro del
10%. Para mis detalles véase la Tabla 8.5. La calidad de la aproximacién efectuada se manifies-
ta en la duracién del periodo de oscilacién: a medida que aumenta 0,4, el periodo se aparta
mis del expresado en la ecuacién (8.37). En la Tabla 8.6 se muestra la relacién entre el periodo
exacto T, obtenido mediante resolucién numérica de la ecuacién de movimiento sin hacer la
aproximacion de pequenas oscilaciones, ecuacién (8.9), y el valor aproximado 1" que obtiene
resolviendo la ecuacidn, ecuacién (8.36), para distintos valores de 0,44 -

Notese que el error cometido al hacer la aproximacién para un éngulo bastante grande (50°)
es solo del 5%; sin embargo, por un efecto acumulativo, al cabo de unos pocos periodos, la coor-
denada predicha por la ecuacién aproximada comienza a apartarse de manera importante de la
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emda: (o) Tea:/T
1 1,0000
4 1,0000
5 1,0005
10 1,002
15 1,004
20 1,007
30 1,017
40 1,031
50 1,049

Tabla 8.6: Relacién entre el periodo exacto Tt y los perfodos aproximados 1" para distintos

valores de 0,44

solucién exacta. Para mayor informacién sobre el problema de grandes oscilaciones, ver el apén-

dice B.
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CAPITULO 9
MOMENTO LINEAL Y MOMENTO ANGULAR

9.1 Momento lineal

9.1.1 Momento lineal de una particula

Consideremos una particula sometida a la accién de muchas fuerzas. La segunda ley de

E FZ:mE
i

Si expresamos el segundo miembro en términos de la velocidad, la ecuacién anterior puede

Newton nos dice:

escribirse como

q dv  d(mv)
F=m—=—""2"
Z LT dt

Definimos la cantidad entre paréntesis como p’ = m, de manera que en términos de este nuevo
vector, la segunda ley de Newton se escribe:

- dp
> Fi=—. 1
— ' dt (o-1)

El vector p'serd, en general, una funcién del tiempo caracteristica de la particula en cuestién y
recibe muchos nombres: momento lineal, impulso lineal, cantidad de movimiento, momento e
impetu. Las unidades del momento lineal estdn dadas por [p] = [m][v], es decir:

k
enMKS [p] = ng yencgs [p] = gem

S

9.1.2 Interaccion entre dos particulas

Consideremos ahora un sistema de dos masas puntuales interactuantes «aisladox, es decir,
un sistema sobre el cual no se ejerce ninguna fuerza exterior. Por ejemplo, dos masas m; y mo
unidas por un resorte sin masa, como muestra la figura 9.1.

En la figura 9.1, las fuerzas de interaccion se han dibujado cuando el resorte estd estirado,
pero esta situacién ird cambiando con el tiempo. La tercera ley de Newton nos asegura que
ﬁgl = —ﬁlg. Combinando esta relacién con la segunda ley:

mld'l + mgag =0.

La tltima ecuacién puede escribirse en términos de la velocidad:

% (m1171 + m2772) =0 5
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Figura 9.1: Sistema aislado de dos masas interactuantes.

es decir, p

p (Pr+p2) =0,

donde 7 y p2 son los momentos de las particulas. Vamos a definir el vector momento de un
sistema de particulas como la suma vectorial de los momentos de cada una de ellas, asi como
la masa de un sistema es la suma de las masas de todas sus partes. En este caso de dos masas
puntuales tenemos que P= 1+ Pa, donde con P nos referimos al momento total del sistema
de particulas. Entonces podemos escribir:

@ =0. (9.2)
dt

Por lo tanto, para un sistema de dos particulas interactuantes, sobre el que no acttan fuerzas
exteriores, el momento lineal total es una cantidad que se conserva. Esto nos dice que si cono-
cemos las velocidades ¥/ y U2 en algtn instante g, el momento total P = m1U10 + Malag
tendrd siempre ese valor, aunque las velocidades individuales cambien a lo largo del tiempo.
Cabe destacar que no importa qué tipo de interaccidn existe entre ambas masas puntuales, ya
que en ningiin momento hemos usado el hecho de que estdn unidas por un resorte.

Podemos pensar que el sistema estd caracterizado por un vector momento P= D1+ P2y
por una sola masa M = my + Mg, como si se tratara de una tnica particula. Surge entonces
una pregunta: {cémo se mueve esa particula ficticia? En primer lugar, sabemos que para una
Unica particula p' = m, con lo cual, ¥ = p/m. Siguiendo este razonamiento, en nuestro caso,
podemos pensar que la velocidad «del sistema» estard dada por

VCM = 7’”“’(71 + mat . (9.3)
mi + Mo
El subindice C'M se refiere a «centro de masa», que es el nombre del punto ficticio que repre-
senta a todo el sistema que se mueve con VC - Para encontrar la posicién del centro de masa
solo hay que integrar su velocidad:

ma fﬁldt"F mo f’l?gdt
mi + Mo

)

ToM = /VCA[dt =

es decir,

. miT1 + Mot
fomMy = —————— . (9.4)
mq + mo

Si el sistema estd aislado P=cte., es decir, puede representarse por una tinica particula cuya posi-
cién estd dada por el vector posicién del centro de masa 77 de la ecuacidn (9.4), que se mueve
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con velocidad Vi s constante, dada por la ecuacién (9.3). Si elegimos un sistema de coordena-
das que se mueva con velocidad ‘70 M (podemos hacerlo sin problemas, ya que se trata de un
sistema inercial), entonces en ese sistema la velocidad del centro de masa es nula y la posicién,
constante.

9.1.3 Sistemas de muchas particulas

Consideremos ahora un sistema de varias masas puntuales interactuantes aislado de la in-
fluencia de toda fuerza exterior. La figura 9.2 muestra un ejemplo con cuatro particulas, pero
podrian ser muchas mis. Sobre cada particula acttian varias fuerzas que sumadas dan la fuerza

Figura 9.2: Sistema aislado de varias masas interactuantes.

resultante sobre ella, asf:
Fy = Fy + F31 + Fy + ...

Fy = Fig+ Fog + Fiyz + ... (9.5)
Fy=Fiy+ Foy + Fag + ...

Podemos ver que para cada fuerza del tipo F;; hay una fuerza del tipo F};. Por la tercera
ley de Newton, sabemos que Fj; = —Fj;. Esto nos dice que si sumamos todas las fuerzas que
actdan sobre todas las particulas, el resultado serd nulo:

F=Y A=Y F=0.

i#]
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Pero F; = m;d;, entonces:

L~ i dpd (= dP
;miai_;mzdt_i at i ;Pz = a0

Por lo tanto, en un sistema aislado, se conserva el momento total del sistema, ya que si CfT]tD =0,

entonces P = >, Di=cte.

Si, en cambio, existen fuerzas exteriores aplicadas a una o mds particulas constituyentes del
sistema (es decir, el sistema ya no estd aislado), entonces se da una situacién como la que ilustra
la figura 9.3.

Figura 9.3: Sistema no aislado de varias masas interactuantes.

Ahora, el sistema de ecuaciones (9.5) debe incluir las fuerzas externas F'g;, cada una de las
cuales actda sobre la particula 4.

ﬁl = ﬁEl + ﬁZl + ﬁ31 + ﬁ41 + ...

ﬁz = ﬁEz + ﬁm + ﬁSQ + ﬁ42 + ...
Fy = Fps+ Fig+ Fos + Fus + ...
ﬁ4 = ﬁE4 + ﬁ14 + ﬁ24 + ﬁ34 + ...

Si separamos las fuerzas en dos categorfas: fuerzas internas y fuerzas externas, claramente

vemos que
ﬁ:ZE:ZEj+ZﬁEi§

i#£] i
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pero la suma de las fuerzas internas ) | it Fij es nula, con lo cual,

F=Y F=Y Fu.

Por otro lado, F; = m;d; = dfti y % => dfti . Esto nos dice que

. dP
> Fei=g (9.6)

es decir, la suma de las fuerzas externas aplicadas sobre un sistema de particulas es igual a la de-
rivada del vector momento lineal total del sistema. Cuando el sistema estd aislado (no se aplican
fuerzas externas) se cumple que P es una constante de movimiento. Este resultado generaliza a
un namero arbitrario de masas puntuales lo que habfamos visto para dos particulas en la ecua-
cién (9.2). En este caso general, la velocidad del centro de masa del sistema sigue estando dada
por la relacién VCM = ﬁ/M, donde M es la masa total. Entonces:

= Z m;T; N Z myTy
Vorr = &&—— Tom = H&—— .
Zi mg Y Zi mg

Estas dos ecuaciones muestran que la velocidad y la posicién del centro de masa son, respec-

(9.7)

tivamente, promedios pesados de las velocidades y posiciones de las particulas que componen
el sistema, donde los pesos son las masas correspondientes.

La aceleracién del centro de masa es la derivada del vector Voyy = P /M. Reemplazando
en la ecuacién (9.6):

> Fgi = Maca - (9.8)

Ejemplo

Determinemos la posicién del CM de un sistema simple formado por 4 masas puntuales
tales que my = mo = mg = mymy = 5m dispuestas en los vértices de un cuadrado de lado
de longitud L, como indica la figura 9.4.

Para encontrar 7'c 7, primero debemos determinar las posiciones 7; de todas las masas y la
masa total M, como sugiere la ecuacién (9.7). Utilizando un sistema de coordenadas como el
mostrado en la figura, tenemos:

’FlzLj, FQZL(’L—F]), ’FgZLi, F4:0 y M =8m.

Entonces,
o mLj+mL(i+7) +mLi+0 2mLi+ 2mLj
o M =T @m
Luego,
S, - L,
Tom = —i+ —7.
oM =ty

Vemos en la figura 9.4 que el centro de masa se ubica a la misma distancia de las masas m, y
ms3, que son iguales pero més cerca de m4 que de mo, ya que la primera masa es mayor que la
segunda.
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Figura 94 Sistema de cuatro masas puntuales.

9.1.4 Movimiento del centro de masa

Aunque el movimiento de un sistema de particulas puede ser muy complicado si se consi-
dera el comportamiento individual de cada una de ellas, el movimiento del centro de masa es
mucho mids sencillo, por tratarse de un tnico punto, que representa de alguna manera la po-
sicién «global» del sistema. Consideremos un sistema de dos carritos (supuestos) puntuales,
de masas m 4 y m p, unidos por un resorte de costante k y longitud natural ¢y, como indica la
figura 9.5.

Figura 9.5: Sistema de dos carritos unidos por un resorte.

Sobre este sistema, en particular sobre al carrito A, se aplica una fuerza F. Vamos a consi-
derar primero el movimiento del centro de masa, que serd un punto situado entre los carritos,
equidistante de ambos si las masas son iguales y mds cercano al de mayor masa en una situacién
general, como sugiere el ejemplo de la subseccién 9.1.3. Usando la segunda ley de Newton para
sistemas de particulas, expresada en la ecuacién (9.8), podemos escribir:

ZﬁEi:ﬁ:MaCM =(mA+mB)&’CM.

Sila fuerza F es constante y estd aplicada sobre la direccién del versor 2, es inmediato ver que la
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velocidad del centro de masa estard dada por
Veu = acmt + Vi

mientras que la funcién de movimiento serd
1
2 0 0

Las constantes VCQ MY a:OC a fepresentan, respectivamente, la velocidad del CM y su posicién, en
elinstantet = 0. Sus valores dependerdn dela eleccién adoptada para el sistema de coordenadas.

Ahora consideremos el movimiento de cada una de las masas por separado. Pensemos que el
sistema de coordenadas tiene su origen a la izquierda de los carritos; en ese caso, el estiramiento
(o compresién) del resorte estard dado por Al = {—{y = xp—2 4 —Lp,dondel = zp—T 4 €5
lalongitud que adopta el resorte en algtiin momento arbitrario del movimiento. Sobre el carrito
A se aplican las fuerzas F'y Fpa = kA, de manera que

d2
F+ k(g — 24 — lo) :mA%. (9.10)
Sobre el carrito B la Gnica fuerza aplicadaes Fap = —Fpa = —kA/, entonces,
dQLL'B
—k — —{y) = —_— . 9.11
(25 —2a—lo) =mp—s3 (9.11)

Para encontrar las funciones de movimiento x4 y 2 g de ambas masas es necesario resover
el sistema de dos ecuaciones diferenciales formado por las ecuaciones (9.10) y (9.11). Una es-
trategia posible es dividir la ecuacién (9.11) por mp, la ecuacién (9.10) por m 4 y restar ambas
ecuaciones:

F k x4

IR _ ) = A

— + — (e —xa —4y) gz

k d*zp
Tong BT A b)) = T
F k k d*rp  d?za  d*(zp —7a)
2 a0 = _ — _

ma (mB + mA> (v — 24 —lo) dt? dt? dt?

Definiendo una variable w = Al = g — x4 — ¥, la ecuacién anterior puede escribirse de la

siguiente forma:
F i 1 n 1 d?u
—_ k| —+ — | = —= .
ma mp ma dt?

El factor entre paréntesis puede escribirse como (m4 + mpg)/(mamp). Definiendo la masa
reducida g = mamp/(ma +mp):

2 F F
du_ _k,_E _ ko0

— . 12
dt? ] ma 1 kmA) (-12)

Esta ecuacién es parecida a la que satisface un tnico cuerpo unido a un resorte y su solucién es
también similar:

uF

u(t) = Csen (wt + ¢g) — T

, (9.13)
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lo cual puede comprobarse sustituyendo en ecuacién (9.12) (las constantes C'y ¢9 dependen
de las condiciones iniciales). La diferencia fundamental es que la variable u no corresponde a la
posicién de ninguno de los dos carritos, sino que estd relacionada a la diferencia de sus coorde-
nadas. Para obtener la posicién de cada uno, es necesario relacionar las coordenadas entre sf a
través de la posicién del centro de masa:

maTa +mMmprp (mA+mB)xCM — MATA
ToM = —— = rpg = .
ma +mp mp

Reemplazando esta expresién parazpenu = xp — x4 — o sellegaa que

u + EO
TA=TCM — ———__—mMpB,
ma +mp
donde x¢ s (t) describe un movimiento acelerado uniformemente como se indica en ecuacién
(9.9) y u(t) un movimiento oscilatorio descripto en la ecuacién (9.13).

A partir de este ejemplo se observa que es més ficil describir el movimiento del CM, por ser
un unico punto, que el de todas las particulas que componen el sistema. Esto podria complicarse
mds si la fuerza de interaccién dependiera de otra manera de las coordenadas y mucho mds atn,
si se tratara de mds masas puntuales.

915 Ejemplos de conservacion del momento lineal

En la subseccién 9.1.4 estudiamos el caso en que sobre un sistema de masas puntuales acta
una fuerza externa; ahora veremos el caso mds sencillo en que el sistema estd aislado, es decir, no
actdan fuerzas exteriores.

Ejemplo 1: conservacién del vector P

Un astronauta de masa M que flota en el espacio intergaldctico al lado de una estacién es-
pacial arroja un martillo de masa m con velocidad v,,, medida respecto de la estacién espacial.
¢Qué velocidad v, adquiere el astronauta?

Elsistema astronauta-martillo estd aislado, por lo tanto se conserva el vector momento lineal
P = M@ 4+my,. Inicialmente el astronauta y el martillo (en la mano del astronauta) flotan en
reposo con respecto a la estacién espacial, es decir, sus velocidades son nulas. Entonces podemos
escribir: B B
inicial = 0 Pf'mal = MU +muy, .

—

Como P=cte., Ua = — 1} Up.

Ejemplo 2: conservacién de una componente del vector P

Un cafién de masa M inicialmente en reposo dispara horizontalmente (en la direccién x)
una bala de masa m con velocidad vy, respecto de tierra. ;Cudl es la velocidad del cafién?

Este caso es similar al anterior, con la salvedad de que ahora el sistema cafién-bala no estd
aislado, ya que cuando la bala es disparada acttia sobre ella la fuerza peso, que es exterior al sis-
tema. Por otro lado, en todo momento también actda la fuerza peso del caiidn, pero esta es
compensada por la normal del suelo.
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Como el sistema no estd aislado, no podemos apelar a la conservacién del vector P. De todas

L, 4P
;FEi:Ea

como toda ecuacién vectorial, debe satisfacerse componente a componente; es decir, si alguna

maneras, la ecuacién (9.6)

componente de ) _, F Ei es nula, la componente correspondiente de % también lo es. Dicho
de otro modo, basta con que sea nula alguna de las componentes de la fuerza resultante exterior
aplicada para que se conserve esa componente del momento lineal. En nuestro caso, ninguna
fuerza exterior es aplicada en la direccién horizontal, razén por la cual, debe conservarse P
Luego:

Pgntes =0 Pgespues — MUC +muy |

donde «antes» hace referencia a lo que ocurre antes del disparo y «después», a lo que ocurre
«inmediatamente» después del disparo. Estd claro que v, solo tiene componente horizontal y
que v, también si es que consideramos el instante inmediatamente posterior al disparo; luego,
la bala se verd afectada por su peso e iniciard un movimiento parabélico de caida. Teniendo en
cuenta estas consideraciones, podemos despejar la velocidad del cafién:
m
Ve = ——Vp .

M

9.1.6 Relacion entre impulso y fuerza

Consideremos una tnica fuerza F' que se aplica a una masa puntual o a un sistema de par-
ticulas. Si P es el momento lineal del sistema, hemos visto que se cumple
dP

F=—.
dt

Esto nos dice que si integramos entre un instante inicial ¢q y un instante arbitrario ¢,

. t . t dﬁ . . .
J= | Fdt' = / Wdt’ = P(t) — P(ty) = AP.
t

to 0

La cantidad J tiene las mismas unidades que el momento lineal y se denomina impulso. Enton-
ces, si una fuerza actda durante un cierto perfodo sobre un sistema, producird un impulso igual
ala variacién del momento lineal del sistema. En particular, si la fuerza es constante durante ese
periodo, el impulso correspondiente serd igual al producto de la fuerza aplicada por el tiempo
durante el cual se aplica.

9.2 Colisiones

Llamamos choque o colisién al proceso de interaccién entre dos o mds cuerpos durante un
intervalo de tiempo muy corto. Lalongitud del intervalo de tiempo serd corta o larga dependien-
do de la escala de tiempo en la que estemos interesados. Por ejemplo, si el problema de estudio
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son dos galaxias que colisionan, un segundo es un tiempo extremadamente corto. En cambio, si
se trata del choque de dos bolas de billar, un segundo es mucho tiempo.

Consideraremos colisiones entre dos cuerpos aislados del resto, de manera que para estudiar
el problema se _Puede hacer uso de la conservacién del momento lineal del sistema. Si conoce-
mos el vector P «antes» del choque, podemos asegurar que «después» va a seguir valiendo lo
mismo. Acd las palabras antes y después hacen referencia a instantes «suficientemente» alejados
dela colisién propiamente dicha; es en ese contexto en el cual se considera que el choque ocurre
en un tiempo «suficientemente» corto.

9.2.1 Choque en una dimension

Sean dos particulas de masas 111 y m2 que tienen velocidades iniciales v1 y v2. Supongamos
que las particulas viajan sobre el mismo eje, que las velocidades son tales que en algin momen-
to va a haber colisién y que, después de ella, ambas seguirdn viajando sobre el mismo eje con
velocidades v] y v4.

Como el sistema es aislado, se conserva el vector P del sistema, en particular, basta hablar
de una tinica componente, que llamaremos P. Entonces, podemos escribir:

P=P = mu+movy = miv] +mavy .
Agrupando los términos correspondientes segiin cada particula:
! !
—mq(v] —v1) = mao(vy —v2) . (9.14)

La energfa del sistema no es necesariamente una magnitud que se conserve a lo largo del
movimiento, ya que no sabemos exactamente qué ocurre durante el choque propiamente di-
cho. Es conveniente estudiar la variacidn de energfa en términos de las masas y velocidades que
intervienen. Lo primero que observamos es que antes del choque la energfa I de las particulas
es solo de tipo cinético (1°), ya que no hay ninguna fuerza en juego y la energfa potencial, como
hemos visto, siempre se relaciona con alguna fuerza. Después del choque la situacién es andloga,

entonces: ) ) ) )
AE = AT = gmlv'f + imgv'zz — §m1vf — §mgv§ .
Luego,
2AT = my (v — v?) + mo (v —v3) . (9.15)

Si dividimos ambos miembros por la masa reducida 4t = mima/(mq + ms) definidaen la
seccidn 9.1.4,

2 + +
Sap =TT (v —v?) + T (V2 —v3) .
u ma my

Desarrollando la diferencia de cuadrados, la ecuacién anterior queda:

2 m ma
—AT = +1> v] —vp)(vy v +<+1> vy — vg) (v + v
1 (mg (v —vn)(v1 + 1) my (vy — v2)(vy + v2)
m
= (@ = ) (0] + o) + (0] = ) (0] + v1)
m
o (v = v) (v v2) + (v — va) (v + v2) -
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Teniendo en cuenta la ecuacién (9.14), reemplazamos 1 (v] — v1) por —(vy — v2) y

%(0'2 — vg) por —(v] — v1):

2
;AT = —(vy—v2)(vy +v1)+ (V] —v1) (V] +v1) = (v] —v1) (vyFv2) + (vy —v2) (Vg +v2) ;

%AT = —(v1 +v1)[(vy — v2) = (U1 = v1)] + (vg +v2)[—(v] —v1) + (v — va)] 5

=AT = [(vy — v2) — (v = v1)][(v + v2) = (V] +v1)] -

Si ahora ordenamos la expresién anterior de otra forma, queda:

%AT = [(wh — v) — (v — v0)][(vh — ¥} + (v — v1)]

Utilizando la expresién para la diferencia de cuadrados,

2
;AT = (vh —v})? — (v —v1)? .

La diferencia v9 — v7 es la velocidad de la masa 2 relativa a la masa 1. Entonces definimos
Up = Vg — U1 y V. = U4 — v paralas situaciones antes y después del choque, respectivamente;
con ello,
gAT =v? -2 = AT ==v?- va : (9.16)
I 2 2
La dltima ecuacién muestra que la variacién de la energfa del sistema depende cuadrética-
mente dela velocidad relativa entre las particulas después del choque. Este comportamiento estd
graficado en la figura 9.6.
Vemos que seguin sea la relacién entre las velocidades relativas antes y después del choque,
serd el signo de AE. Por lo tanto hay tres casos:

* AE < 0 corresponde a la situacién |v.| < |v,.|y se denomina choque pldstico.
* AE = 0 corresponde a la situacién |v].| = |v,| y se denomina choque eldstico.
* AE > 0 corresponde a la situacién |v].| > |v,.| y se denomina choque explosivo.

Existe un caso particular de choque pléstico que corresponde ala situacién de mdxima pér-
dida de energfa posible y ocurre cuando vl = 0, es decir, cuando después del choque las dos
masas se mueven formando un «pegote» con la misma velocidad. Este caso se llama choque
totalmente pldstico o perfectamente pldstico.

La ecuacién (9.14) expresa que si conocemos tres velocidades podemos averiguar la cuarta.
Usando la ecuacién (9.16) podriamos averiguar dos velocidades conociendo las otras dos y la
variacién de energia. En definitiva, en ambos casos hay que conocer tres magnitudes para poder
describir el movimiento de las dos masas, antes y después del choque.
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AE = AT

AT >0

AT <0 A

Figura 9.6: Variacién de la energfa en un choque unidimensional.

Choque perfectamente pldstico

En este caso, ademds de saber que se conserva P, sabemos que

/
v

/A
U1 = Uy
Usando que
/
miv1 + mave = (Mq +mag)v’,
es inmediato obtener la velocidad final en términos de las iniciales:
o = T + Moy

m1+m2

Choque elstico

Vamos a resolver el problema particular del choque eldstico en una dimensién. Supondre-
mos conocidas las masas, las velocidades iniciales y ademds sabemos que AE = 0. Como el

choque es elistico sabemos por la ecuacién (9.16) que v2 = v/2. Esta tltima relacién nos dice
que

!/ / !/ !/ . / /
lvg—vi| = |va—v1] =  wi—v] =ve—v1 (A) obien wvi—v] = —(va—wv1) (B).

Para dilucidar cudl de los dos casos, (A) o (B), es el correcto, escribiremos nuevamente la
ecuacién (9.15) para este caso en que se conserva la energfa y la ecuacién (9.14):

—my (V2 —v?) = ma(vy —v3) ; (9.17)
—my(vy — i) = ma(vy — v2) . (9.18)
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Si dividimos la primera ecuacién, factoreando las diferencias de cuadrados, por la segunda, ob-
tenemos

/ /
v, + v = vy + U2 .

Es decir:

vy — v =vh—v] = vy —v]=—(v2—wv1),

que corresponde al caso (B). Al dividir la ecuacién (9.17) por la ecuacién (9.18) deberfamos
habernos preguntado si alguno de los denominadores podria ser cero. Para que ello ocurra de-
berfan ser v] = v1 0 v5 = Vg, pero cualquiera de estas condiciones nos lleva a la otra, por la
ecuacién (9.14), y ambas significan que las masas siguieron después del choque «como sinada»,
como si se hubieran atravesado sin interactuar, lo cual no tiene mucho sentido y es precisamente
lo que reflejarfa el caso (A), que hemos descartado.

En definitiva, es posible escribir dos ecuaciones, que corresponden a la conservacién de Py
ala conservacién de la energfa:

/ ! ! /
M1V + MoV = Mav; +Mavy  y vy — V] = —(v2 —v1) .
La resolucién de estas ecuaciones es sencilla y permite obtener

, mi1 — Mo 2m2 ’ mo — My 2m1
v, = U1 + Vo y Uy = Vo + U1 -
mp + ma my + ma mi + ma my + ma

Analicemos algunos casos particulares de choque eldstico a la luz de las tltimas ecuaciones:

*mi =mg = U] =uvy y vy =wvi.Las particulas intercambian sus velocidades.

2m1

mi—ma
mi+msz

!/ __
°f02:0ym1>m2 = U1—7n1+m2

v < Uy Uy = vy > U1 .

Si la particula incidente es mds pesada, las dos salen hacia adelante.

'v2:0ym1<m2 = U/lsz

1 I __ 2m1
mi+mo U1y Vp =

P v <.

Si la particula incidente es mds liviana, rebota hacia atrds y la que estaba en reposo sale

hacia adelante.

*ve =0y mi =mg = v} =0y vy = v Puede verse que este es un caso
particular del primero.

9.2.2 Choques en dos y tres dimensiones

En este caso, la conservacién del vector P lleva a plantear la conservacién de cada compo-
nente:

/ .
mivi, + Moy, ;

P, = myviz + mavay
P, = myiviy + Mava, = myv,, + mav)
Yy = 1V1y 202y — 1Y%y 2V2y -

Suponiendo que se conocen las velocidades iniciales, las tiltimas igualdades constituyen un siste-
ma de dos ecuaciones con cuatro incégnitas: dos componentes de velocidad por cada particula.
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Si se conoce la variacién de la energfa (por ejemplo, se sabe que el choque es eldstico) entonces
se tiene una ecuacién mds:

1 1 1 1
AE = AT = Sma (v} 07 )+ 5 ma(v5, +vy) = 5ma (v, +0f, ) — 5ma(v3, +03,) -

En este caso, es necesario conocer una de las componentes finales de la velocidad de alguna de
las dos particulas para obtener las otras tres.

La situacién de un choque en tres dimensiones es andloga a la anterior, solo que en este caso,
la conservacién de P impone tres ecuaciones e incluye seis incégnitas (suponiendo conocidas
las velocidades iniciales): tres componentes de velocidad por cada particula. Suponiendo que
se conoce la variacién de la energfa, lo que aporta otra ecuacién, es necesario conocer dos de las
componentes finales de la velocidad de alguna de las dos particulas para obtener las otras cuatro.

9.3 Algunas definiciones vectoriales

9.3.1 Producto vectorial

Sabemos que dados dos vectores A y B que forman un dngulo  su producto escalar es:
A-B=AB cos(f) o bien A-B= ABy + AyBy + A.B,
donde Ay B denotan los médulos de A y B , respectivamente.

Ahora definimos la operacién «producto vectorial» A X B entre dos vectores Ay B cuyo
resultado es otro vector C' que satisface las siguientes propiedades:

* El médulo estd dado por el producto de los mdédulos y el seno del dngulo comprendido

0:

|C| = ABsen (), lo cual nos dice que el producto vectorial de vectores paralelos es
nulo.

e La direccién del vector C es perpendicular al plano formado por los vectores A y B.

* El sentido estd dado por la regla de la mano derecha ilustrada en la figura 9.7. Es decir,
el sentido es hacia donde apunta el pulgar de la mano derecha al hacer girar el vector
A hacia el vector B. Otra forma de verl_g es que. el vector C apunta hacia el sentido de
avance de una canilla que se gira desde A hacia B: hacia arriba en el ejemplo de la figura.
El producto Bx A tiene. el sentido opuesto, ya que en este caso hay que llevar (con la
mano derecha) el vector B hacia el vector A, con lo que el pulgar apuntaria hacia abajo
Entonces, BxA=-Ax B, es decir, el producto vectorial es anticonmutativo.

Se puede demostrar que el producto vectorial posee la propiedad distributiva respecto de la
suma de vectores. Para calcular el producto vectorial entre dos vectores suele ser préctico escri-
birlos en componentes y operar aplicando esta propiedad:

SiA=A,i+A)j+ Ak y B=B,i+ B,j+ B.k,

272



Figura 9.7: Regla de la mano derecha.

—

Ax B = (A + Ayj+ A.k) x (Bgi + Byj+ B.k) ;

AXB = AyB,ixXi+ Ay Byi X j+ ApBoi X k+ Ay Byj X i+ Ay Byjx j+ Ay B.jx k+
A.B.k x i+ A.Byk x j+ A.B.k x k.
Como el producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo, la expresién anterior se reduce a:
AxB = AyByixj+ Ay Bixk+AyByjxi+AyB.jxk+A,Bykxi+A,Bykxj.
Si ahora usamos la anticonmutatividad del producto vectorial,
Ax B=(A,By — AyB,)i x j+ (AuB. — A.B,)i x k + (A,B. — A.B,)j x k .

Para verificar cudnto valen los productos vectoriales entre versores podemos usar la regla de la
mano derecha y ayudarnos con el esquema de la figura 9.8.
Es ficil ver que:

ixj=k, ixk=-j yjxk=1,
con lo cual podemos escribir:
Ax B=(AyB. — A.B,)i+ (A.B, — A, B.)j + (A B, — AyB,)k . (9.19)

Otra forma mds compacta de expresar el resultado de la ecuacién (9.19) es usando el determi-
nante de una matriz:

o Pk
AxB=|4, A, A,
B, B, B.

Esta expresion conduce al mismo resultado que la ecuacién (9.19).
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Figura 9.8: Ejes cartesianos y sus versores.

9.3.2 Momento de un vector

Consideremos un vector A cuya posicidn respecto de un origen O estd indicada por el vector
70 A, como muestra la figura 9.9.

Figura 9.9: Momento de un vector A

Se define el vector momento Mo del vector A respecto del punto O, denominado centro
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de momentos, como el producto vectorial
M, o= 770 A X A.
Usando la definicién de producto vectorial

|Mo| = |A||Foalsen(8) = d|A] .

Por otro lado, el vector M, o es perpendicular al plano determinado por los vectores A YyTOA.
El momento de un vector depende del centro de momentos que se elija. Por lo tanto, siempre
que se haga mencién al momento de un vector, hay que aclarar cudl es el centro de momentos
respecto del cual ha sido calculado.

Momento de un par de vectores

Se denomina par de vectores al sistema formado por dos vectores de igual médulo, sentido
opuesto y cuyas direcciones, o rectas de accién, son paralelas entre si. En la figura 9.10 se muestra
el par de vectores Ay; As.

Figura 9.10: Par de vectores.

Se llama momento del par respecto del punto O a la suma de los momentos, respecto del
punto O, de los vectores que forman el par:

J\Zfo = Mm -H%o )

donde
M102F1><A1 y MQOZFQXAQ

son los momentos de A1 y Az respecto de O. Entonces,

—

Mozf'l><A1+T_"2><A2:7_"1XAl—FQXAlz(Fl—FQ)XAl.
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El médulo de este vector esta dado por
|Mo| = |Ay| |7 — 7| sen(8) = d| Ay . (9.20)

Es decir, el médulo del momento de un par de vectores de médulo A separados entre si por
una distancia d es igual al producto del médulo por la distancia y no depende del centro de mo-
mentos elegido.

9.4 Vectores velocidad angular y momento angular

9.4.1 Vector velocidad angular

Consideremos una particula que describe un movimiento circular. Si el sistema de coorde-
nadas tiene origen en el centro del circulo, los vectores posicién 7'y velocidad ¥ de la particula
son ortogonales en cualquier instante (siempre que no se anule la velocidad). Ademds sabemos
que la velocidad angular w estd dada por el cociente entre los médulos de los vectores velocidad y

.y . . - - o
posicién. Vamos a definir el vector velocidad angular & de manera que || = w = |7]/|7], cuya
direccidn sea perpendicular al plano del movimiento (determinado por 7y ¥), y cuyo sentido
esté dado por la regla de la mano derecha desde 7 hacia ¥/ (trasladando estos vectores de manera
que tengan un origen comun), como se indica en la figura 9.11.

Sentido de giro

Figura 9.11: Direccién del vector velocidad angular.

Vemos que con esta definicién de &J se cumple que
T=0XT, (9.21)

ya que, seglin esta expresion, || = || |7], como debe ser, y ademds, recurriendo otra vez a la
figura 9.11, puede verse que la direccién del vector ¥ también queda bien definida.
g P q q
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9.4.2 Momento angular

Momento angular de una particula

Sea una particula de masa m que se mueve con velocidad ¥, es decir tiene un momento
P = md. Se define el momento angular (o impulso angular) L de la particula con respecto al
punto O como el producto vectorial de los vectores i’y P, es decir:

L=7Fxp.

A

t~l

S
QS

>
mv
Figura 9.12: Momento angular de una particula.

La figura 9.12 muestra que el vector L en un dado instante del movimiento es perpendi-
cular al plano formado por los vectores posicidn y velocidad en ese instante. Esta observacién,
que se desprende trivialmente de la definicién de producto vectorial, tiene como consecuencia
interesante que, en el caso en que L es constante, los vectores 7 y P’ permanecen siempre en un
mismo plano, que constituye el plano del movimiento.

Segtin la definicidn vista en la seccién 9.3.2, vemos que L es el momento del vector p. Las
unidades del momento angular estin dadas por:

. kg m? MKS
D= =] o
s cgs

Analicemos la variacién temporal del momento angular:
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donde con F' se denota la suma de las fuerzas aplicadas sobre la particula y se ha hecho uso dela
relacién entre el momento de una particula y la fuerza aplicada, dada en ecuacién (9.1). Ademds,

como U/ /P,

dL .
=R EF =7, (9.22)
donde 7 es el momento de la fuerza F con respecto al punto O (el mismo centro de momentos
usado para L).
De la ecuacién (9.22) vemos que si T = 0 se cumple que
dL
=0,
dt

es decir, «si el momento de la resultante de las fuerzas exteriores es nulo, el momento angular
de una particula es una constante de movimiento». Podemos ver que, aunque la fuerza aplicada
no sea nula, el momento 7 podria serlo. Pensemos en el siguiente ejemplo: una boleadora es
mantenida en movimiento circular uniforme en el plano horizontal. Obviamente, la mano que
estd en el centro del movimiento ejerce una fuerza F # 0, de tipo central, es decir, provee la
aceleracién centripeta necesaria para torcer el vector velocidad en todo instante. En este caso, si
consideramos como centro de momentos el centro del movimiento, donde estd situada la mano,

F=iFx F=0Vt,

pues 7// F para todo tiempo. Por la ecuacién (9.22), vemos que L se conserva. Si elegimos otro
centro de momentos, 7" no es paralelo a F ,con lo cual T noseanulay L no se conserva.

Es interesante analizar el caso en que se aplica una fuerza de tal manera que su momento
T es normal al vector [_: como muestra la figura 9.13, donde se da como ejemplo la situacién
en que L//i y7//J - Envirtud de la ecuacién (9.22), en este caso la derivada temporal de Les
perpendicular al propio vector L por lo tanto, para intervalos pequefos Ll AL, es decir, el
vector momento angular gira alrededor del eje 2 en el ejemplo ilustrado en la figura.

El momento angular y la segunda ley de Kepler

Consideremos una particula de masa m que se mueve en un plano, como hemos menciona-
do que ocurre en el caso en que actia una fuerza central. Describiremos este movimiento en un
sistema de coordenadas polares. En la figura 9.14 se indica, para un dado instante, su posicién,
dada por el vector 7y su momento lineal 9, descompuesto segtin las direcciones de los versores
U, y lig, paralelos ala direccién de 7'y a la direccién de crecimiento del dngulo 6, respectivamen-
te.

El momento angular de esta particula estard dado por:

L=7xp=7x(P,+ps) = rpok (9.23)

donde £ es el versor en la direccién perpendicular al plano formado por los versores i, y
g, apuntando hacia afuera de la hoja (o pantalla). Sabemos que 7 = 7#,. Derivando podemos
obtener el vector velocidad en coordenadas polares:

U =TUp + Ty .
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Figura 9.14: Movimiento de una particula en coordenadas polares.

En la expresién anterior hemos usado la notacién que consiste en indicar la derivada temporal
agregando un punto encima de la magnitud derivada. Luego,

Vp Vo
— . ~ A A X PN
U= 7 U,+ rf Uy pues 1u, =0l .

Sabemos que la componente del momento lineal pg, que sobrevivié al producto vectorial de la
ecuacién (9.23), es muy, por lo tanto:

L = rmugk = mr20k = mriwk . (9.24)
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Analicemos ahora el movimiento de un planeta alrededor del Sol. En la figura 9.15 se ob-
serva que el drea A A barrida por la linea que une el planeta con el Sol en un tiempo At puede
aproximarse por el drea del tridngulo ABC'. Esta drea serd:

Figura 9.15: Movimiento de un planeta alrededor del Sol.

B ABr Asr  rAOr  r2A0

AA ~ = =
2 2 2 2
Si definimos la velocidad areolar de la segunda ley de Kepler como A= AA—‘?,
B r2 A6
2At

Pasando al limite para At — 0:

T2d9_r27w
2dt 2

Pero esta tltima ecuacién puede reescribirse utilizando la expresién de L de la ecuacion (9.24):

. L
A=—.
2m
La fuerza gravitatoria que el Sol ejerce sobre el planeta es siempre paralela al vector posicién
(fuerza central), porlo tanto 7 = 7 x F' = 0. Entonces, por la ecuacién (9.22), L = Lk = cte.
Esto nos dice que A es constante, como afirma la segunda ley de Kepler.
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Figura 9.16: Momento angular de un sistema de dos particulas interactuantes.

Momento angular de dos particulas

Analicemos ahora el momento angular de un sistema aislado de dos particulas interactuan-
tes como el ilustrado en la figura 9.16.

Definimos el momento angular de dos particulas como la suma de los momentos individua-

les:

L=Li+Ly=7 X Py + 7o X P .
Entonces,
dL d .., L. d. . . dfn . . dp dis . . dpp .
— = —(7 X — (1 % = —x ] X —— + —— X Ty X —— = U1 X
0 dt(l p1)+dt(2 P2) gt p1+71 dt+dt D2+T2 5 0 p1+

7L X Fop + U X o + 75 X Fia .

Como 171//51 y 172//52;

dL q _
E:Fl XF21+7?2 XF12.
Ademds, por la tercera ley de Newton, F 19 = —ﬁm, luego:
L. . -~ ., = L =
E =171 X F21 — 7o X F21 = (7’1 — 7’2) X Fgl . (925)

Puede verse claramente en la figura 9.16 que (1 — 7%2)//F51. Esto ultimo indica que para
un sistema aislado de dos particulas interactuantes

dL
— =0
dt ’

es decir, el momento angular total del sistema se conserva.
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Vemos en la ecuacién (9.25) que la derivada temporal del momento angular del sistema es
igual al momento del par de fuerzas F 12,F 21, que como vimos en la seccién 9.3.2, es indepen-
dientemente del centro de momentos elegido, con lo cual L es una constante de movimiento
para un sistema aislado de dos particulas sin importar dénde se ubique el centro de momentos.
Sin embargo, si se pone el centro de momentos en el centro de masa del sistema pueden sacarse
conclusiones interesantes. Recordemos que desde el centro de masa

. miT1 + Mot
roy=0= ——7"—"7"—
mq + mo

lo que implica que 75 = — %Fl. Por otra parte, desde el centro de masa,

—

Vo =0 = P=0=@+p = ph=-;

entonces, podemos expresar el momento angular de la particula 2 en términos de la coordenada
y el momento de la particula 1:

l

Ly=

Notemos que la tltima expresién nos dice que Lo//L;. Como L = L + Lo, concluimos que

E//El//fz. Sabemos que
« Lyes perpendicular al plano determinado por 7 y p7 ;
* L es perpendicular al plano determinado por 7% y s ;
* Li//Ly .

Estas tres afirmaciones llevan a asegurar que, si el sistema se describe desde el centro de masa,
el plano determinado por 7 y P y el plano determinado por 75 y P2 son en realidad un Gnico
plano; dicho de otra manera, los cuatro vectores 771, pl, 7 Y pg estdn en un mismo plano, en
el cual se produce el movimiento. Por otro lado, como L// Lq// L el vector L es perpendicular
al plano de movimiento. Ahora bien, L es un vector constante a lo largo del movimiento, en
particular su direccién es siempre la misma. De aqui es posible concluir que el movimiento se
realiza en un plano para todo tiempo, y las dos particulas nunca se salen de él. Esto es un hecho
fisico que, si bien fue deducido usando el centro de masa como origen de coordenadas, no puede
depender de esa eleccién particular. Es decir, el movimiento se describe en un plano, que puede
contener al origen o no, independientemente de la eleccién de este tltimo.

Momento angular de un sistema de particulas

Por ultimo, vamos a considerar un sistema de n particulas interactuantes entre si y con el
exterior; es decir, sin pensar necesariamente en un sistema aislado. Podemos calcular el momento
angular del sistema:

L=Li+Lo+Ls+..+L,= ZL Zﬁxﬁi.

=1
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Entonces,
AL d (. ) ~—d . . (. . . dp
gt = it ;:1 T Xpi | = ;:1 o (s x ;) = ;:1 (Uz‘ X pi +71; X it >

Sabemos que el primer producto vectorial del dltimo miembro se anula, ya que U;//pjs; en cuan-
do al segundo producto vectorial, podemos escribir:

dp; -
dt—FEz+§szv
Ve

donde Fg; es la resultante de todas las fuerzas exteriores al sistema que se aplican sobre la par-

; . n n ; .
teulaiy + > i Fji es la suma de las fuerzas que las n — 1 particulas restantes del sistema
ejercen sobre la particula 4. Sustituyendo, podemos escribir:

n

O S i Fot B | =i Pt S Ax B (9020)

i=1 j#i i=1 i=1 j#£i
Desarrollaremos el dltimo sumando en detalle:
n n — —1 - — = — - —
Zi:leqéiTiXFﬁ = T1XF21+T’1XF31+...+T’1XFn1
+ FQXF12+F2XF32—|—...—|—’F2XF712
+ 7?3XF13+F3XF23+...+F3XF7,3
+

T X Fip + o X Fop 4 o+ o X Ep_ 1) -

Sabemos, por la tercera ley de Newton, que las fuerzas del tipo F’;j son iguales y opuestas a las

fuerzas del tipo F)j;. Entonces, podemos agrupar términos de a pares convenientemente:

’I“iXFji-‘r’r‘jXFi]‘:(Ti—Tj)XFji.

Figura 9.17: Esquema considerando solo dos particulas interactuantes.

Esta tltima expresién corresponde al momento de un par de fuerzas que estdn sobre la mis-
ma recta de accidn, es decir, la distancia d que separa sus rectas de accién es nula, como muestra
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la figura 9.17. Entonces, de acuerdo a lo visto en la ecuacion (9.20), (7 — 75) x F‘N = 0 (para
cualquier valor de ¢ y de 7).
Volviendo a la ecuacién (9.26), podemos escribir:

dE n B . n B
=X FEZ:;TM . (9.27)

i=1

Es decir, la derivada del momento angular de un sistema de particulas es igual a la suma de los
momentos de las fuerzas exteriores al sistema. La ecuacién (9.27) nos recuerda a la ecuacién
(9.6). Ambos casos encierran como caso particular cantidades conservadas: en la ecuacién (9.27)
vemos que, si la resultante de los momentos de fuerzas exteriores aplicadas al sistema es nula, se
conserva el momento angular L del sistema, mientras que en el caso de la ecuacién (9.6), si la
resultante de las fuerzas exteriores aplicadas al sistema es nula, se conserva el momento lineal P
del sistema.
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CAPITULO 10
TRABAJO Y ENERGIA

10.1 Energias cinética y potencial

Hemos visto que, en algunos casos en que hay ciertas fuerzas aplicadas, es posible encontrar
una constante de movimiento que llamamos energfa mecdnica. En la tabla 8.3 presentamos las
expresiones de la energfa mecdnica correspondientes a distintos tipos de fuerza. Para estos casos,
es posible escribir £ = 1"+ V, donde la energfa cinética T' = %mv2 depende de la velocidad y
la energfa potencial V' depende de las coordenadas. Entonces, para modificar la energfa cinética
del cuerpo es necesario modificar el médulo de la velocidad. Pero, como hemos visto, para mo-
dificar el médulo de la velocidad es necesario que exista una aceleracién tangencial, y para ello
debe existir una componente tangencial de la fuerza aplicada sobre el cuerpo.

10.2 Trabajo de una fuerza

Consideremos un caso particular en el que una fuerza constante se aplica en la direccién
del desplazamiento de una masa puntual. En la figura 10.1 se muestra una fuerza F que es apli-
cada sobre un cuerpo de masa m inicialmente en la posicién xg y con una velocidad vy, cuya
direccién es la misma que la de la fuerza.

Figura 10.1: Fuerza aplicada paralelamente al desplazamiento.

A continuacién calcularemos la variacién dela energfa cinética desde la posicién inicial hasta

una posicién x1, también indicada en la figura. Para ello integramos la aceleracién a = g
v=at+uvy, 10.1)
e integramos nuevamente para obtener la posicién:
1 5
v = Sat® +vot + .. (10.2)
La variacién de la energfa cinética es
Loy I, 1 2 2
AT = 3 (t1) — 3™y = 5m [v*(t1) — 3] - (10.3)
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Despejaremos tq de la ecuacién (10.1) para expresar 21 en €érminos de v1 = v(t1):
U1 — Vo
tl = 3
a

entonces, reemplazando en ecuacién (10.2),

2 2 2 2
1 V1 — U v — Y v7 /24 v5/2 —vivg +vour — v
(o) gt 2t v o

=5 a a + 0 ;
es decir,
zl—zozw = §(vffv§):a(x17xo).
Sustituyendo en ecuacién (10.3), es posible escribir:
AT = ma(zy — x9) = F(z1 — x0) , (10.4)
o bien,
AT = FAz (10.5)

donde Az representa el desplazamiento del bloque. El segundo miembro de la ecuacién (10.5)
se denomina trabajo realizado por la fuerza aplicada y se denota con la letra .

La figura 10.2 muestra una situacién mds general, donde la fuerza constante Fse aplica en
forma oblicua a la direccién del desplazamiento.

Figura 10.2: Fuerza aplicada en forma oblicua al desplazamiento.

Si planteamos la segunda ley de Newton tenemos que
P+N+F=ma.

Interesados solamente lo que ocurre segtin el eje &, que es la direccién del desplazamiento, en-
tonces

_ Fcos(a)

= — .

La primera igualdad de la ecuacién (10.4) fue obtenida de manera independiente al valor de la
fuerza. Solo se utilizé para su deduccién el hecho de que se trata de una fuerza constante, por lo
tanto sigue siendo valida en este caso. Sustituyendo el valor encontrado para la aceleracién,

Fcos(a) =ma = a

AT = Fcos(a)(x1 —x9) = AT = Fcos(a)d . (10.6)
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Esta dltima expresién incluye la ecuacién (10.5) como caso particular con o« = 0. Vemos
que si cos(a) > 0, es decir, si la componente de la fuerza aplicada en la direccién el desplaza-
miento es positiva, el trabajo €s positivo, mientras que si cos(a) < 0, es decir, si la componente
de la fuerza aplicada en la direccién el desplazamiento es negativa, el trabajo es negativo.

Analicemos ahora el caso mds general posible, ilustrado en la figura 10.3.

mo._--""77=~ ~o
m
. /”ﬁ\ —>\ |
PR W B -
m, s ~;,\ “ m .- QZ
‘—"—); - S~o Z
/ F Foa S~~-a..m , _--® ﬁ
// \ F TR Iﬁ' e
e’ ~o 7 T~ e o2 PR
g meE; F gt
Q1 8s Tm=-o_ . -

Figura 10.3: Fuerza variable aplicada sobre una trayectoria curvilinea C.

En este caso se aplica una fuerza de médulo y direccién variable sobre una trayectoria cur-
vilinea C entre los puntos @)1 y Q2. Podemos imaginar la trayectoria como una sucesién de
pequefios tramos rectos de longitud §s como indica la figura. En virtud de la ecuacién (10.6) la
variacién de la energia cinética en cada uno de ellos estard dada por 67 = F cos(«)ds. Para la
variacién de energfa cinética entre los puntos )1 y Q)2 podemos escribir:

Pasando al limite cuando los ds; tienden a cero,

Q2
AT = / Fcos(0)ds .
Clu

La letra C en el limite inferior de la integral significa que esta debe efectuarse «a lo largo de la
curva C». Integrales de este tipo se denominan integrales de linea. Definimos ahora el vector
d5, de médulo ds y direccién dada por la direccién del versor 9, es decir, siempre tangente a la
curva y apuntando hacia la direccién de avance de la masa m. Entonces la expresién anterior
puede escribirse de manera mds compacta:

Q:
AT:/ F.dg=W. (10.7)
Clan

Es decir, el trabajo W realizado por la fuerza F aplicada sobre una masa puntual m entre los
puntos )1 y Q2 sobre la trayectoria C' es igual a la variacién de la energfa cinética de la particula
entre esos dos puntos.

Las unidades del trabajo son las mismas que las de energfa y estdn dadas por:

Nm = kgsrznz = Joule (J) MKS
2

dynecm = £5- = ergio (erg)  cgs

W] = [E] = [F]l] =
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10.2.1 Calculo del trabajo. Ejemplos

Supongamos que queremos calcular el trabajo W de una fuerza Falo largo de una trayec-
toria entre dos puntos. Para poder hacerlo necesitamos las coordenadas de los puntos de partida
Q1 y dellegada ()2, la expresién de cada componente F; de la fuerza en funcién de las coorde-
nadas x; y la ecuacién de la trayectoria C'. En el caso de una fuerza con componentes en el plano
2-y y una trayectoria sobre el mismo plano necesitaremos:

Qlwa QLya QZJM Q27y7

Fy(z,y), Fy(z,y) y laforma funcional delacurvaC: y(z).

Para resolver la integral de linea dada en ecuacién (10.7) debemos ser capaces de expresar el
vector d3 en términos de las coordenadas x e . En la figura 10.4 se muestra que A3 = Af,
es decir, es la variacién del vector posicién cuando transcurre un intervalo pequefio At. Para
obtener d§'solo hace falta hacer tender At a cero:

ds = lim AS.
At—0

7(t + Ab) AN

Figura 10.4: Vector d5.

Luego, las componentes de d5"son las componentes dz y dy del vector d7:
ds=dxi+dyj.

Entonces podemos escribir:

Q2 | (r2,y2)
W= F.dg:/ (Fa(w, )i+ Fy(2,9) ] - (dwi + dy )

ClQ1 Cl(z1,y1)
(z2,y2) (z2,92)
Cl(z1,y1) Cl(z1,y1)
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Si expresamos y como funcién de z es posible pasar de tener integrales de linea a tener inte-
grales en una sola variable:

(z2,y2) Zo
/“ awmm::/ Fylr,y(@))da

Cl(z1,y1)

1

(r2,y2) x2 dy

[ Rewi = [ By
Cl(z1,y1) T -z

Veamos cémo se hace esto en la préctica.

Ejemplo
Calcular el trabajo realizado por la fuerza F= r?yNm 37+ 2y Nm~2 jalolargo dela
curvay(z) = 222 m~! entre los puntos (z1,y1) = (—2,8)my (z2,y2) = (2,8)m.

(z2,y2) (z2,y2)

W = Fz(x,y)dx—i—/ Fy(z,y)dy
Cl(z1,91) Cl(w1,y1)

(2,8)m (2,8)m
:/ :chNm_3dx+/ zy Nm *dy
C|(—2,8)m Cl(—2,8)m

2m 2m
d
= / 2222° m I 'Nm3dx + / 2222 m™'N rnfzd—ydm
T

—2m —2m

2m 2m
:/ 2x4Nm74d9:+/ 22 Nm 34z m~tdz

—2m —2m

2m 2m
= / 22 Nm ™ *dz + / 8zt Nm *dz

—2m —2m
2m 2m
x? 4 x® 4
=2 — Nm *+8 — Nm
5 —2m 5 —2m
5 12m

Nm*=22" Nm™*=4-(2m)°Nm* = 128Nm = 128] .

10.2.2 Potencia

La ecuacién (10.7) nos dice que si una fuerza constante F' trabaja sobre una masa puntual
mientras esta se desplaza en A, el trabajo AW estard dado por

el

AW = F - A§.

Si esto ocurre durante un intervalo tiempo At, podemos escribir

AW - AF
A A
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Haciendo tender At a 0 obtenemos la «potencia» instantinea P:

dw L ds =
A A
dt dt v
Las unidades de potencia son unidades de fuerza por unidades de velocidad. En el sistema MKS:
k; kg m?
Pl =[Fllo] =N = = B2 T B — ware o vatio (w) .
s s s s

10.3 Fuerzas conservativas y no conservativas; conservacion de la ener-
Y )
gia mecanica

Estudiaremos ahora un caso muy interesante: ciertas fuerzas presentan la particularidad de
que el trabajo que realizan entre dos puntos determinados no depende de la trayectoria que une
esos puntos. Veamos dos ejemplos.

Trabajo de la fuerza peso

Consideremos el trabajo que la fuerza peso ejerce sobre un cuerpo de masa m cuando desliza

sobre la superficie de un plano inclinado entre las posiciones x; y  r, como muestra la figura
10.5.

Figura 10.5: Trabajo de la fuerza peso.

En este caso, d5' = dx?, por lo tanto,
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pero sen(a)xy — sen(o)x; = h = h; — hy > 0, donde las alturas h se miden desde la base
del plano, por ejemplo. Entonces vemos que

Wp:mg(h,;fhf):Vifo:fAV.

De esta tltima ecuacién puede decirse, por un lado, que el trabajo realizado por la fuerza peso
no depende del camino elegido, ya que el resultado solo depende de los estados inicial y final,
sea que consideremos z; y f,0 h; y by, 0 V; y V. Por otro lado, el valor del trabajo coincide
con la variacién de la energfa potencial cambiada de signo.

Trabajo de la fuerza de atraccién gravitatoria lejos de la superficie de la Tierra

Calculemos ahora el trabajo de la fuerza que actia sobre un cuerpo de masa m que se mueve
bajo la atraccién gravitatoria de un objeto de masa M, como estd esquematizado en la figura
10.6.

Figura 10.6: Trabajo de la fuerza de atraccién gravitatoria.

Q
qu:/ F,-ds.
‘ ClQ:

En este caso, Fyy = — G%m U, y d§ = dri, + rdfis. Entonces, el trabajo realizado entre

dos puntos de coordenadas (71, 01) y (2, 62) puede escribirse como

Q@ agM " GM GMm|"™
Wr, = / 2, - (driy + rdbiig) :/ =
ClQ1 r r1 r r r1

GMm GMm
] T1 .

Segtin las expresiones de energfa potencial presentadas en la tabla 8.3, podemos escribir:

Wr, = =V(r2) + V(r1) = =[V(r2) = V(r)] = AV .

g
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En este caso también vemos que el trabajo de la fuerza aplicada corresponde a la variacién de la
energfa potencial cambiada de signo y que no depende del camino elegido para llegar al punto
final.

En ambos casos estudiados, la fuerza depende de una tnica variable, digamos, u y el trabajo

W = —-AV: s
W:/ Flu)du = —[V(ug) — V()] .

Entonces, la funcién —V (u) es una primitiva de la funcién F'(u); dicho de otra forma:

Py = - (10.12)
du
Esta tltima ecuacién da la receta para obtener la energfa potencial si se conoce la fuerza,
o viceversa. Sin embargo, no siempre es posible encontrar una funcién V'(u) para una fuerza;
para que ello ocurra, en primer lugar debe poder expresarse la fuerza como funcién de la coor-
denada u y en segundo lugar, la funcién debe ser integrable. Cuando se dan estas condiciones,
y la fuerza tiene asociada una funcién energfa potencial, se dice que la fuerza es «conservativax».
Claramente, las fuerzas mencionadas en la tabla 8.3 son conservativas, ya que tienen una energfa
potencial asociada. Las fuerzas que no lo son se denominan fuerzas «no conservativas».
Por un lado hemos visto que el trabajo de las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo es igual a la
variacién de su energfa cinética: W = AT". Por otro lado, si las fuerzas aplicadas son conserva-
tivas (£), se cumple que W = —AV; entonces:

c

Wg = /Fc(u)du =AT =-AV. (10.13)

La tltima igualdad nos dice que

AT+ AV =0,

pero AE = AT + AV, por lo tanto, cuando la fuerza aplicada es conservativa, la energfa se
conserva, lo que explica el término elegido para designar este tipo de fuerzas. Aqui es impor-
tante mencionar que lo significativo de la energfa mecdnica es su variacién, y no su valor, que
dependerd del origen de coordenadas utilizado para describirla. Dicho de otra manera, no cam-
bia sustancialmente en nada medir la energfa desde un origen de coordenadas o de otro, ya que
lo que cuenta es su variacién (nula si se conserva o distinta de cero si no se conserva) entre dos
puntos de la trayectoria de un mévil.

Si una fuerza conservativa depende de mds de una coordenada, por ejemplo de las coorde-
nadas cartesianas x, 3 y 2, puede generalizarse lo explicado hasta aqui. En este caso,

—dV (x,y,2) = F, - d§ = (Feyh + Fuyj + Fe.2) - (doi + dyj + dzk)

entonces,

Fczdl' + Fcydy + Fczdz = —dV(.’E, Y, Z) .

Consideremos variaciones de una coordenada independientemente de las otras dos, por ejem-
plo, hagamos variar = dejando fijas y y 2. En este caso, los sumandos segundo y tercero del primer
miembro no contribuyen a la suma. Pasando el incremento dz dividiendo y tomando limite se
obtiene:

OV (x,y,2)

Fcz =
Jr
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En palabras: la componente z de de la fuerza F ¢ es igual a menos la «derivada parcial» de V/
respecto de la variable x. El significado de este concepto refleja justamente lo que hemos hecho:
considerar la variacién de una sola de las variables, la variable x, pensando a las otras como fi-
jas. Podrfamos haber hecho lo mismo considerando la coordenada y o la coordenada z como
variable. En general tenemos:

oV (z,y,z)
ox ’

7 __5V(x7y,Z), F=

ch:_ cy = ay

(10.14)

Un vector A dependiente de las coordenadas cartesianas x, y y z, cuyas componentes car-
tesianas pueden escribirse como las derivadas parciales de una funcién escalar B(z, y, 2) se de-
nomina «gradiente»: si

0B(z,y, 2)

0B(z,y, z)
A, =082
ox ’

Ar = -~ a_ )

oy y 0z
entonces, A es el gradiente de B(z, y, z) y se denota mediante el simbolo «nabla» (V): A=
V B. En virtud de las ecuaciones (10.14) podemos escribir:

F = -VVi(x,y,z). (10.15)

Sabemos que todas las fuerzas aplicadas a un cuerpo pueden agruparse en dos conjuntos:
las fuerzas conservativas F. ¢ y las fuerzas no conservativas ﬁnc. El trabajo de todas las fuerzas
aplicadas cuando la masa puntual se desplaza por la curva C' desde el punto Q1 al punto Q2
serd:

Q2 Q2
W:WFC+WF,LCZ/ Fc~d§—|—/ F,.-ds.
ClQ1 ClQ:
Ademis, sabemos que el trabajo de todas las fuerzas aplicadas es igual a la variacién de la energfa
cinética —ver ecuacién (10.7)— y que el trabajo de las fuerzas conservativas es menos la varia-
cién de la energfa potencial —ecuacién (10.13)—, entonces:

AT = —AV + Wy, .

Esto nos dice que

Wg, = AT + AV = AE,

es decir, el trabajo de las fuerzas no conservativas es igual a la variacién de la energfa mecénica
del sistema. Resumiendo:
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Como hemos dicho, las fuerzas conservativas dependen de las coordenadas. Una propiedad
que depende de las coordenadas, y eventualmente del tiempo, se denomina «campo». En parti-
cular, si esta propiedad es una magnitud vectorial, se denomina «campo vectorial». Un campo
de fuerzas en dos o tres dimensiones es un campo vectorial. Si existe una funcién potencial V (u)
dada por ecuacién (10.12) en el caso unidimensional, o una funcién potencial V(z, y, z) dada
por la ecuacién (10.15) en el caso tridimensional (en coordenadas cartesianas), entonces se dice
que este campo de fuerzas es conservativo.

Volvamos al ejemplo del plano inclinado de la figura 10.5. Si en vez de calcular el trabajo
de la fuerza peso desedramos calcular el trabajo de todas las fuerzas actuantes sobre el bloque,
tendrfamos:

Q zf Ty, zf
W = (P+N)~d§':/ Pwd:r:—i-/ N~d§':/ P.dx ,

ClQ1 X Zq X
pues Nes perpendicular a d5” = dxi, con lo cual la segunda integral se anula y el resultado
es el mismo que si hubiéramos calculado el trabajo de la fuerza peso solamente. Dicho de otra
manera, el trabajo de las fuerzas normales al desplazamiento es nulo; tal es el caso de las fuerzas
de reaccién debidas a superficies de apoyo.

10.3.1 Ejemplos de aplicacion de la conservacion de la energia mecanica

Movimiento de un satélite

Como vimos en la tabla 8.3, la expresién para la energfa de un objeto de masa m sometido
al campo gravitatorio de un planeta de masa M es

1 GmM 1 GmM
E=—mv? - 2 _ —muvg — mn , (10.16)
2 T 2 i)

donde vg y 7 son la velocidad y la posicién del objeto en algtn instante determinado; por ejem-
plo, sobre la superficie de la Tierra. Si despejamos la velocidad de la expresién anterior obtene-
mos el resultado de la ecuacién (8.15):

1 1 2GM
v = v?)—QGM(_): U2_U3+G77
rg r r

2GM
To
menor que cero, como puede verse en la figura 10.7. A partir de la ecuacién (10.16) vemos que

E = 0 corresponde a v% = Qf—oM = 'Ug. Entonces, podemos plantear dos casos:

esla velocidad de escape. Debemos notar que V(1) = — G’ZM es siempre

donde v, =

1. F <0, que correspondea vy < e ;

2. E > 0, que corresponde a vg > v .
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Va

Figura 10.7: Energfa potencial en el campo gravitatorio.

Sabemos que ' = E — V. Para valores muy grandes de 7, V. — 0, es decir, ' — E.
SiE < 0(vg < ve), deberfamos concluir que para valores grandes de r, T" se hace negativa,
pero esto no es posible por la definicién de T', lo cual significa que el mévil no puede alcanzar
grandes valores der, es decir, el movimiento estd acotado o ligado y puede mostrarse que consiste
en 6rbitas circulares o elipticas.

Si, en cambio, & > 0 (vg > v.), para valores grandes de 7, T’ sigue siendo positiva (o cero),
lo cual no impone ninguna restriccién. Esto nos dice que si vg > v el mévil no estd limitado
a una parte del espacio y sus trayectorias son abiertas; en particular puede mostrarse que son
hiperbdlicas o parabdlicas.

En el caso de drbitas elipticas, a partir de la ecuacién (10.16) de conservacién de la energfa
podemos ver que a mayor distancia al centro del campo de fuerzas (centro del planeta), menor
serd la velocidad. En particular, la méxima velocidad se alcanza en el punto de mdxima proximi-
dad (perigeo) y la minima velocidad, cuando el satélite estd a la mdxima distancia (apogeo).

Accién combinada de una fuerza conservativa y una reaccién de vinculo

Consideremos ahora el movimiento de una masa puntual m que puede deslizar sin roza-
miento sobre un esfera rigida de radio R bajo la accién de la gravedad (constante), tal como
muestra la figura 10.8.

Sila masa puntual parte desde el punto superior con velocidad v dirigida horizontalmente,
éen que punto se despega de la superficie? Para averiguarlo vamos a plantear la segunda ley de
Newton usando un sistema de coordenadas cartesiano con el eje ¥ en la direccion radial. Las
ecuaciones resultan:

enz, mgsen(a)=may ;

eny, N —mgcos(a)=ma, .
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Figura 10.8: Trabajo de la fuerza de atraccién gravitatoria.

De la segunda ecuacién obtenemos:

N - ——mZ.
mg cos(a) m—

El d4ngulo de despegue corresponde al instante en que se anula la reaccién normal, con lo cual

2
Vg

- 10.1
4, (10.17)

gcos(ay) =
donde el subindice d hace referencia a la situacién de «despegue. Por otro lado, como el peso
es una fuerza conservativa y la reaccién normal no trabaja, podemos afirmar que la energfa se
conserva:

1 1 1
E= 5m02 + mgh = imv2 + mgR cos(a) = émvg +mgR,

dondela altura h se mide desde el centro de la esfera. La tiltima igualdad, considerada en la situa-
cién de despegue y la ecuacién (10.17) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas:
v4y . Delaecuacién (10.17) se obtiene v3 = Rg cos(g). Sustituyendo en la otra ecuacién:

1 1
§Rg cos(ag) + gRcos(ag) = §v8 +gR.

Es decir:

v3 2
- Jr =,
3Rg 3

de donde puede sacarse el valor de a4, es decir, el 4ngulo para el cual la masa puntual deja de

3 1
59R cos(ag) = 51}8 +g9R = cos(ag) =

estar en contacto con la esfera. Debe notarse que siempre debe ser cos(ag) < 1, con lo cual
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tiene que cumplirse que vZ < Rg. Para velocidades iniciales mayores lo que sucede es que la
masa puntual nunca llega a estar en contacto con la esfera.

10.3.2 Analisis del movimiento de una particula en un potencial unidimen-
sional

Consideremos una particula moviéndose a lo largo de la coordenada 7 bajo la accién de una
fuerza que se deriva de un potencial V' (r), como se muestra en la figura 10.9.

V()

Tic Tr

Figura 10.9: Curva de potencial unidimensional.

Lo primero que debemos observar es que el movimiento se produce sobre el eje 7, y no sobre
la curva. Dicho esto, recordemos que F(r) = —% ; entonces, segun sea la pendiente de la
curva, serd el sentido de la fuerza actuante sobre el mévil. En la figura 10.9 estdn indicados estos
sentidos en varias posiciones caracteristicas; es importante notar que en los mdximos y minimos
de la curva el valor de la fuerza es nulo. Las posiciones correspondientes a las situaciones en
las que el mévil estd libre de fuerzas se denominan posiciones de equilibrio, como ya vimos.
En el caso de los minimos, es posible ver que si el mévil estd en reposo en uno de ellos y es
apartado levemente de la posicién de equilibrio, la fuerza que aparece es del sentido necesario
para que la masa puntual sea llevada nuevamente hacia la posicién de equilibrio; por ese motivo,
los minimos son posiciones de «equilibrio establex». Por otro lado, si el mévil se encuentra en
reposo en un maximo y es apartado levemente de esa posicidn, la fuerza que actta sobre él lo
aleja de la posicién de equilibrio, denominada por lo tanto, de «equilibrio inestables.

Los casos en los que la curva V (r) presenta un punto de inflexién con derivada primera nula
(no mostrados en la figura), corresponden también a situaciones de equilibrio inestable: cuando
se aparta el mévil hacia la regién donde el potencial decrece, la fuerza que surge lo alejard del
equilibrio: si, en cambio, se aparta el mévil en la direccién hacia donde V' crece, la fuerza llevard

297



el mévil a la posicién de equilibrio con velocidad no nula, de manera que «pasard de largo» y se
alejard del equilibrio definitivamente. Existe otra posibilidad, tampoco representada en la figura:
las posiciones de «equilibrio metaestable o indiferente», que se observan como mesetas a lo
largo de las cuales la pendiente de la curva V'(r) se anula. En estos casos, si un mévil en reposo
es apartado de la posicién de equilibrio sigue estando en equilibrio, por lo cual se queda donde
es colocado.

El movimiento ser4 distinto, incluso cualitativamente distinto, segtin sea el valor de la ener-
glamecdnica F. Supongamos primero que el valor de la energfa mecdnicaes E'1. Como laenergfa
cinéticaT = E — V es mayor o igual que cero, debe cumplirse siempre que £ > V, por lo
tanto, el movimiento solo es posible entre las posiciones 714 y 71p, y también para r > ri..
Es decir, si E = Ej la particula no puede moverse libremente por todo el espacio, sino que su
movimiento estd acotado: si su posicién estd alguna vez entre 14 y 715 NUNca podr:i salir de ese
intervalo, y si se cumple que 7 > 71, jamds podrd ingresar a la regién delos 7 < 7. Pensemos
que el mévil estd entre las posiciones 114 y 713, ¢qué ocurrird cuando llegue a los extremos de
ese intervalo? Podemos observar que, tanto para r = 714 como parar = 1y, £ = V, con
lo cual T' = 0, es decir, v = 0. Esto nos dice que el mévil llega, por ejemplo, a la posicién ri4
con velocidad nula, pero alli la fuerza tiene sentido positivo, como indica la figura, por lo tanto
«rebotard» hacia los 7 mayores. Otro tanto ocurrird cuando el mévil llegue a la posicién ryp:
en este caso también se anula la velocidad y la fuerza negativa actuante obliga a la particula a
regresar a posiciones con r menor. Si el mévil hubiera estado inicialmente en la regién r > ry,
alllegarar = 71, lo harfa con velocidad nula y rebotarfa hacia los 7 mayores sin volver a regresar
nunca; en cambio, si el movimiento ocurre entre 1, Y T1bs el regreso a estos puntos se repetird
mientras dure el movimiento, siendo este de caracteristica periddica. Las posiciones 714, 715 ¥
7r1c se denominan «puntos de retorno».

Pensemos ahora que el valor de la energfa mecdnica es Es. Existe un tnico punto de re-
torno, correspondiente a la posicién 2, de manera que el movimiento no es acotado: la tnica
restriccién es que el mévil no se podrd acercar al origen més alli de r = 7.
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CAPITULO 11
CUERPO RIGIDO

Entendemos por cuerpo rigido a un cuerpo cuyos puntos mantienen invariable la distancia
entre sf, sin importar las fuerzas que estén aplicadas.

Figura 11.1: Cuerpo rigido.

En la figura 11.1 vemos que la condicién de rigido equivale a plantear que la distancia |77
entre dos puntos cualesquiera es constante:

il =17 = 73] = cre.

Estrictamente hablando, no existen los cuerpos rigidos, pues todos los cuerpos se deforman
cuando se les aplican fuerzas suficientemente intensas. Consideraremos como cuerpos rigidos a
aquellos que, cuando se les aplican fuerzas, sufren deformaciones que son despreciables frente
a sus dimensiones. Otra forma de abordar el tema es pensar que trabajaremos con cuerpos ri-
gidos ideales, donde se cumple perfectamente la condicién de rigidez. Las situaciones reales se
aproximardn mejor o peor a esta abstraccién matemdtica, segin sea el caso, al igual que ocurrfa
al considerar cuerpos puntuales.

11.1 Cinematica del cuerpo rigido

11.1.1 Centro de masa

Con la definicién dada, un cuerpo rigido podria ser un sistema discreto de particulas cuyas
distancias relativas permanecen inalterables. Podrfamos también pensar que las distancias entre
ellas son tan pequefias que ocupan el espacio en forma continua: es la imagen intuitiva que
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podemos tener de un sélido (rigido), es decir, una porcién continua de materia indeformable,
como se ilustra en la figura 11.2.

Figura 11.2: Cuerpo rl'gido continuo.

Consideremos este cuerpo rigido continuo como un conjunto de celdas, cada una de las
cuales estd ubicada en la posicién 7, ocupa un volumen 6 V; y tiene una masa 61;. Parala masa
M y el volumen V totales podemos escribir:

M=>6mi y V=Y 4dV.

Por otro lado, la densidad de la celda i-ésima serd

Pi = S5V

= 5mi=pi5Vi.

Como el rigido es continuo, podemos hacer tender a cero los volimenes de las celdas, con lo

cual se obtiene:
dm

Tav

Entonces, para la masa total tenemos:

M = /dm:/ pdV (11.1)
VC

donde las integrales deben efectuarse sobre todo el volumen V7, del rigido.

o(z,y,2) = dm=pdV .

De acuerdo con la definicién de centro de masa, podemos escribir

N o N o
L D Ti0my Y i TipidV;
Fom = =55 = .

2z Om Zfil pidVi

300



Si hacemos tender 6V; a cero, las sumas se convierten en integrales:

B fVC rpdV fVc FpdV
I 2 7

Foum (11.2)

La dltima ecuacidn en realidad involucra tres ecuaciones, ya que foyr = Tom? + Yom) +
zomk, donde

Jv, wpdV Jv. ypdV Jv, zpdVv

rom = M ,  Yyom = T Yy ZzZcm = M
Ejemplos de cilculo del vector centro de masa

Prisma rectangular homogéneo
Calculemos el centro de masa del prisma homogéneo (p = cte.) de la figura 11.3:

A

\ 4

X

Figura 11.3: Prisma rectangular homogéneo.

Utilizaremos coordenadas cartesianas para resolver la integral de la ecuacién (11.2), de ma-
nera que el diferencial de volumen dV corresponde a un cubo cuyos lados son dz, dy y dz, es
decir, dV = dx dy dz. El cdlculo de la coordenada x del centro de masa estd dado por

Jy, wpdV Jy, 2dV
oM = M =p M )

pues p=cte. Reemplazando la expresién para dV en cartesianas,

c

Jy wdadydz Jy wdx fob dy [ dz ﬁajb ra
Vi M M 2 M2
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Aqui se ha reemplazado la integral triple por el producto de tres integrales simples, como ha-
rfamos con una suma sobre tres indices, que puede expresarse como el producto de tres sumas
cuidando que cada una de ellas contenga todos los términos que dependen del indice corres-
pondiente. Andlogamente,

dxdydz @ dr [P ydy (€ d b2 b b
yCM=pr“y 4 =pf0 “ Jo vy Jy Zzﬁ—ac:ﬁf\/:f;
M M M 2 M2 2
zdzdydz @z (P dy € 2d 2
ZCM=prC ! =p‘f° thdvlydz o pey
M M M 2 M2 2
Entonces,
Fom = S+ 25+ Sh
M=ot Tl Ty

Es decir, el centro de masa coincide con el centro geométrico del rigido.

Cilindro homogéneo

Calculemos el centro de masa del cilindro homogéneo (p = cte.) de radio Ry altura h dela
figura 11.4:

~ |

K<V

X

Figura 11.4: Cilindro homogéneo.

Para esta geometria las coordenadas cartesianas no resultan convenientes para barrer todo el
volumen del cilindro; para ello usaremos coordenadas cilindricas. El diferencial de volumen dV/
se ilustra en la figura 11.5. El diferencial de volumen es el volumen del cuerpo delimitado por
las lineas rojas, es decir,
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Wrde

L — dz

Figura 11.5: Diferencial de volumen en coordenadas cilindricas.

dV = rdfdrdz
Por otra parte, las coordenadas cartesianas pueden expresarse en términos de las cilindricas, de
manera que
x=rcos(d), y=rsen(d), z==z2.
Entonces,

p p 27 R h
Toy = M/ M/ / / rcos(0)rdfdrdz
/ cos(6)db / r2dr / dz .
La integral en 6 se anula, por lo tanto, zcar = 0.
p 27 R h
/ M/ / / rsen(0)rdfdrdz
/ sen(6)dd / / dz .

La integral en ¢ se anula, por lo tanto, yonr = 0.

p p p 27 R h
ZCM:M/ :M/ //zrdé)drdz:ﬁ/o dt‘)/o rdr/o zdz .

Yem =

Entonces,
o Py BERE p (@RZWh _ p VR h
M= T M 2 T M2 2
Luego,
. h-
TC]\4=§]€.

Es decir, en este caso, también el centro de masa coincide con el centro geométrico. En los cuer-
pos homogéneos el centro de masa siempre coincide con el centro geométrico. Resulta sencillo
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calcular el centro de masa de cuerpos que son combinaciones de cuerpos homogéneos de geo-
metria simple. En primer lugar, pensemos que se tiene un sistema de dos cuerpos 1y 2. Estos
cuerpos pueden pensarse como dos sistemas de Ny y N particulas con posiciones 71; y 7a;,
respectivamente: el centro de masa del sistema estard dado por

Nj+Ns - Ny . N2 =
For = Dica maTy 3y T Zi:NlJ,-l mM;T2;
M — N -
1+N2 Ni+Na N1+N2
doimr my doim My 2t My
Ny — N3 o
_ Zizl ;T + Zi:Nl+1 m;ira;
M M
le, T MQF M1TCM1+M2TCM2
= S ,-TroMm s roMmM2 = .
M M M

Entonces, el centro de masa 7ops de todo el sistema puede calcularse pensando que los
cuerpos 1y 2 estdn representados por masas puntuales M7 y My ubicadas en las posiciones
de sus respectivos centros de masa. La extensidén de este razonamiento a un ntimero arbitrario
de cuerpos es trivial. Cuando los cuerpos que componen el sistema son homogéneos y tienen
una geometrfa sencilla se puede encontrar los centros de masa de cada uno de ellos utilizando
argumentos geométricos.

Veamos el caso de un cuerpo formado por dos discos homogéneos de masas m4 y ms3 unidos
por una barra homogénea de masa my, (figura 11.6).

my ms

Figura 11.6: Cuerpo compuesto por partes con geometria sencilla.

Debajo de cada una de las partes que componen el cuerpo se indica la posicién del centro de
masa correspondiente. La posicién del centro de masa del sistema total se determina utilizando
la férmula de centro de masa aplicada a las tres masas puntuales my, mo y ms ubicadas como
se indica.

Disco homogéneo con un agujero circular

Consideremos ahora el cuerpo homogéneo de masa M de la figura 11.7
Para determinar su centro de masa, utilizaremos otro cuerpo de la misma densidad: un disco
de radio R y masa my, cuya geometria es mucho mds sencilla. Podemos pensar que este disco
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Figura 11.7: Disco homogéneo con un agujero circular.

completo estd formado por el cuerpo de la figura 11.7 y por el disco mds pequefio faltante, de
masam y radio R/2 , como se muestra en la figura 11.8.

mr

Figura 11.8: Disco homogéneo con un agujero circular.

Segtin lo que habfamos visto, el centro de masa del disco completo, 7c a7 puede calcularse
a partir de los centros de masa de sus dos partes:

MFCM +mr'cm
mr '

ToeMT =

Es ficil determinar el centro de masa del disco completo 7o s y el centro de masa del disco
pequenio 7’ ¢ pr; usando argumentos de simetria se obtiene:

fecur =0 'y rley=—-—=7.

Por lo tanto,

R
0= Mg — Zmj.
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Despejando en la tltima ecuacién la incégnita buscada, tenemos que

mR

rem = m]

Para obtener la relacién m/ M pensemos que
m=pV' 'y M=pV,

donde los volumenes V' y V' de los discos pequefio y hueco, respectivamente, son en realidad
dreas (aunque podria pensarse que son volumenes de discos de cierto espesor, pero eso no agre-
garfa nada importante a la discusién). Sabemos que

2 2
v’w(];“) _ y V=Vr-V' =aR*-n— = -7R?,

donde V7 es el volumen del disco grande completo. Por lo tanto,

m V' 1
M VvV 3
Entonces, finalmente se obtiene
o R,
rem = E]

11.1.2 Tipos de movimiento de un cuerpo rigido

Movimiento de traslacién
En un movimiento de traslacién pura todos los puntos del rigido se mueven con la mis-
ma velocidad; en el caso de la figura 11.9, () = ¥j. Es decir, existe un «campo vectorial de

velocidades», ya que cada punto del rigido tiene asignada una velocidad, que es igual a 7.

Figura 11.9: Movimiento de traslacién de un cuerpo rigido.

306



Movimiento de rotacién

En un movimiento de rotacién pura todos los puntos del cuerpo rigido giran alrededor de
un eje fijo. En la figura 11.10 se muestra un ejemplo en el cual la velocidad angular estd dada por
el vector &, que coincide con ese eje, como vimos en la seccién 9.4.1 (ver figura 9.11). Si cortamos
el rigido con un plano perpendicular al vector i, los puntos del rigido pertenecientes a ese plano
giran en circunferencias concéntricas en torno al vector ¢ con velocidades tangenciales de igual
mdédulo en cada circunferencia; esta velocidad disminuye a medida que nos acercamos al eje de
rotacién. Es decir, para que se cumpla la condicién de rigidez (distancia invariable entre dos
puntos cualesquiera), todos los puntos rotan el mismo 4ngulo en un dado At. Esto significa
que todos los puntos tienen la misma velocidad angular alrededor del eje.

Figura 11.10: Movimiento de rotacién de un cuerpo rigido.

Como habfamos visto en la ecuacién (9.21), cuando definimos el vector velocidad angular,
la velocidad de cualquier punto del rigido estard dada por el producto vectorial del vector velo-
cidad angular por el vector posicién, asi, para dos puntos ubicados en las posiciones 7y 7, la
velocidad serd:

=/

I(F)=adx7 y U =0F")=adxT7

Entonces, vemos que el campo vectorial de velocidades estd determinado por el vector &J.

Movimiento de roto-traslacién

Si a un movimiento de rotacién con velocidad angular ¢J alrededor de un eje le superpone-
mos un movimiento de traslacién del eje, caracterizado por el vector velocidad j, igual para
cada punto del rigido, la velocidad resultante para cada punto del rigido se calcula por adicién
de velocidades:
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(11.7)

como ilustra la figura 11.11.

Figura 11.11: Movimiento de roto-traslacién de un cuerpo rigido.

Los puntos del cuerpo rigido que estdn sobre el eje de rotacién tienen la misma velocidad:
la velocidad @, ya que en este caso 77 = 0, o bien 7 || &. Es decir: en un movimiento de roto-
traslacién, todos los puntos del rigido giran en torno a un eje de rotacién; todos los puntos del
eje, a su vez, se trasladan con la misma velocidad 7. Vamos a mostrar que el campo de velocida-
des dado porlaecuacién (11.7) satisface la condicién de rigidez del cuerpo, es decir, la invariancia
de la distancia d12 entre dos puntos arbitrarios del rigido, de posiciones 7 y 72, ilustrados en la
figura 11.12.

Para probar la condicién de rigidez entonces basta con corroborar que la derivada temporal
de d3, es nula. Podemos ver que

ddi, d
dt  dt

(Fo — 1) - (o —71)] = 2(Ua — 1) - (T2 — T1) . (11.8)

Por otro lado sabemos que

I
&l
X
ok
+
St

1=WXT1+v ¥y 2
Restando estas dos ecuaciones,

772—’[71 :CUX(’FQ_FI).
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Vo

Figura 11.12: Condicién de rigidez en un movimiento de roto-traslacién.

Esta expresion nos dice que (U2 — ¥ ) L (2 — 71 ), pero entonces el producto escalar del tercer
miembro de ecuacién (11.8) se anula, con lo cual se demuestra que la distancia entre dos puntos
cualesquiera del rigido es constante, como debe ser.

La roto-traslacién es la forma mds general de movimiento de un cuerpo rigido; cualquier
expresion parala velocidad que no fuese reductible a la ecuacién (11.7) no nos habria conducido
a la condicién de rigidez. Es interesante notar que a pesar de esta gran generalidad, basta solo
dos vectores: (J y Uy, para describir la velocidad de cada punto del rigido. Es decir, la restriccién
impuesta por la condicién de rigidez es tal que con solo seis funciones del tiempo: tres para @ y
tres para ¥p, podemos describir las velocidades de cualquier punto del rigido, de hecho infinitos
puntos, para todo tiempo y con ello, la posicién de cada punto en funcién del tiempo.

Veamos ahora la relacién existente entre las velocidades de dos puntos que estin sobre una
recta paralela al eje de rotacién. Consideremos la velocidad de dos puntos O’ y J (sobre una
recta paralela al eje de rotacién), como indica la figura 11.13:

—

vor =W X Foro + Vo y =0 XTj0+ 1y .

Restando miembro a miembro,
Uy — Vo =& x (70 — Tor0) ,

pero ;0 — Toro = T'jor esun vector paralelo a &, con lo cual el producto vectorial se anulay
queda demostrado que Uy = ¥pr. Como estos son puntos arbitrarios de cualquier recta paralela
al eje de rotacién, podemos afirmar que en cualquier recta paralela al eje todos los puntos se
mueven con la misma velocidad. Entonces, cualquier recta paralela al eje de rotacién podria ser
tomada como eje de rotacién.

Consideremos el rigido dela figura 11.14, que rota alrededor de un eje que pasa por el punto
O con velocidad angular &. La velocidad de traslacién de este eje O es .
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Figura 11.14: Velocidad referida a distintos ejes de rotacién.

Podemos referir el movimiento a otro eje, paralelo al anterior; por ejemplo al eje que pasa por
O’ indicado en la figura. La velocidad de traslacién de este eje tendrd algtin valor ¥/, ¢ Cudl serd
la velocidad angular de rotacién @’ en torno a este nuevo eje? Para responder a esta pregunta
debemos tener en cuenta que la velocidad de un dado punto P del rigido respecto del sistema de
referencia considerado es la misma, independientemente del eje de rotacién elegido. Si referimos
el movimiento al eje que pasa por O,

Up =W X Tpo + 0o . (11.9)
Si el ¢je elegido es el que pasa por o/,

—

Tp =&’ X Fpor + Ty - (11.10)
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Ademis,
Tpo = Tpo’ + T0'0 -
Reemplazando en ecuacién (11.9),

Up = W X (Fpo/ + 770/0) + Uy =& X Tpo +W X oo+ Vo, (11.11)
pero la velocidad del punto O, que es la velocidad del eje correspondiente, ¥'(), puede expresarse
como la composicién de una rotacién alrededor del eje O con velocidad angular & mds una
traslacidn de este eje con velocidad ¥y, de manera que

UBZ@XFO/o—i—ﬁO.

Reemplazando esta expresién en ecuacién (11.11),
17PZLUXFPOI+176.

Comparando esta tltima ecuacién con la ecuacién (11.10) es inmediato concluir que & = &”.
Esto nos dice que si un cuerpo rigido rota alrededor de un eje con una velocidad angular &, para
describir el movimiento de rotacién es posible elegir ese, o cualquier otro eje paralelo, siendo la
velocidad de rotacién la misma. Lo tnico que se modifica es la velocidad de traslacién del nuevo
eje elegido.

Hemos visto que, en todo sistema de particulas, el centro de masa es un punto notable den-
tro del cuerpo. Como dado un eje de rotacién podemos elegir arbitrariamente cualquier otro
¢je de rotacién mientras que sea paralelo al primero, es posible elegir uno que pase por el centro
de masa del cuerpo. En este caso particular, la expresién de la velocidad serd:

17(77) =0 XT+ VoM -

Por dltimo, si a un movimiento rotatorio puro de velocidad angular €2; le superponemos
otro movimiento rotatorio puro de velocidad angular {2, como se ve en la figura 11.15, la veloci-
dad de cualquier punto de posicién 7 puede determinarse mediante la adicién de las velocidades
de ambos movimientos:

=101+ = XF"‘QQX'F:(Ql‘i‘QQ)X’F.
Es decir, el movimiento resultante serd otro movimiento rotatorio puro con velocidad angular
Q=0 +Q,

cuyo eje de rotacion es el vector 9] y pasa por el punto de interseccién de los ejes de rotacién de
los movimientos rotatorios simples. En este ejemplo, el eje correspondlente a Ql es mévil, pues
rota alrededor del eje Qg fijo a la pared. Naturalmente, el vector Q) resultante tampoco es fijo,
sino que también rota en torno al eje fijo Qg.

11.1.3 Rodadura

Se llama rodadura al movimiento que describen los puntos situados sobre el perimetro de
una rueda que rueda sin deslizar sobre una superficie plana. La condicién de rodadura implica
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Figura 11.15: Movimiento rotatorio compuesto.

entonces que un punto situado sobre el borde de la rueda no tiene una velocidad horizontal
en el momento en que toca el suelo, de lo contrario habrfa deslizamiento. Puede verse que los
puntos del borde de la rueda describen una trayectoria llamada cicloide, que se muestra en la
figura 11.16.

0 2nR 4nR

Figura 11.16: Trayectoria de un punto del borde de una rueda que rueda sin deslizar.

Podemos considerar que el movimiento de cualquier punto de la rueda es la composicién
de un movimiento de traslacién de su eje O, que se desplaza con velocidad 7 y una rotacién
aldededor de este eje con velocidad angular &, tal como estd esquematizado en la figura 11.17.

La velocidad del punto A entonces serfa

A=W X T4+ Tp;
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Figura 11.17: Rodadura. Rotacién alrededor del eje O.

pero sabemos que T4 = 0, con lo cual
Vg = —W X T4 .

Vemos entonces, que cuando hay rodadura la velocidad angular y la velocidad de traslacién estin
ligadas por la ecuacién anterior; es decir, |tiy| = || R, donde R es el radio de la rueda. Por otro
lado, podemos pensar que el movimiento es una rotacién alrededor de un eje paralelo al anterior,
pero que pasa por el punto de contacto (ver figura 11.18).

Figura 11.18: Rodadura. Rotacién alrededor del eje instantineo que estd en contacto con el
suelo.

En este caso, la velocidad de traslacién del eje es cero ya que no hay deslizamiento. Entonces,

ala velocidad del centro de masa podemos expresarla como

Toym =W X Fopu =@ X (—74) = =& X T4 =T . (11.12)
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Es decir, describiendo el movimiento como una rotacién pura alrededor del eje «instan-
tineo» de rotacién que pasa por el punto de contacto con el suelo, se obtiene para el punto
O, la velocidad de traslacién ¥ del movimiento roto-traslatorio considerado inicialmente. El
término instantdneo, aplicado a este eje de rotacion que pasa por el punto de contacto, sefiala
que solo permanecerd un instante en contacto con la superficie plana; al siguiente instante esta-
14 situado mds arriba. En particular, puede verse a partir de la figura 11.16 que dicho eje tiene
instantdneamente velocidad nula, pero estd acelerado hacia arriba.

11.1.4 Aceleracion de los puntos de un cuerpo rTgido

Consideremos el cuerpo rigido de la figura 11.19. A partir de ahora, los vectores posicién
medidos desde un sistema inercial () serdn denotados por R, mientras que los medidos desde el
eje de rotacidn, se indicardn con 7.

Figura 11.19: Aceleracién de los puntos de un cuerpo rigido.

El cuerpo rigido describe un movimiento de roto-traslacién compuesto por la traslacién del
eje que pasa por O con velocidad U medida respecto de un referencial ) y la rotacién alrede-
dor de este eje con velocidad angular ¢d. Un punto cualquiera del sélido, cuyo vector posicién

respecto de @) es ﬁ, tendrd una velocidad ¥ = %1? dada por
T=0XT+ 17, (11.13)

donde 7 es el vector posicion del punto medido desde un punto O del eje de rotacidén.
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Para determinar la aceleracién del punto en cuestidn es necesario derivar el vector velocidad:

L du d("’x"—i—"’) d&ix_,_i__,xdf'_i_dﬁo
a=—=—(w r (Y - 7 T w N T
dt — dt 00Tt dt ' dt
Llamando 7 al vector aceleracién angular y @y a la aceleracién de traslacion del eje,
P P D X dr iy
a= P+ X — +dgp.
Y dt 0

Como puede verse en la figura 11.19, R= ﬁo + 7% por lo tanto, 77 = R— éo y
ar Lﬁ déo — 5

T = G — S = U — tp; entonces podemos reescribir la tltima ecuacién:
A=FXT+dx (V- 1) +dp -

— — —

Pero, por la ecuacién (11.13), U — Ty = & X 7, con lo cual la aceleracién queda:
G=7X7F+&x (JxT)+do. (11.14)

El tltimo término del vector aceleracién corresponde a la aceleracién con que se traslada el
eje de rotacién, mientras que los dos primeros son aceleraciones debidas al movimiento de rota-
cidén; estudiemos el significado de estos primeros términos. El movimiento de cualquier punto
del rigido es un movimiento circular, superpuesto eventualmente a un movimiento de trasla-
cién. En el caso particular en el que el eje de rotacién no cambia su direccidn, el vector velocidad
angular tampoco lo hace: ¥ = % es paralelo a & y el significado de los dos primeros términos
de la ecuacién (11.14) se ilustra en la figura 11.20.

Figura 11.20: Aceleracién de un rigido cuyo eje de rotacién se mantiene paralelo a si mismo.

En primer lugar, vemos que J x 7" apunta en la direccidn tangente al movimiento y ademds
sumddulo es YR, donde R es el radio del circulo descripto por el punto estudiado. Por lo tanto,
el primer término de la ecuacién (11.14) es la aceleracién tangencial.

Por otro lado, @ x (& x 7) apunta hacia el eje de rotacién y su médulo es w? R; esto nos
dice que el segundo término de la ecuacién (11.14) es la aceleracién normal. Resumiendo, en
este caso particular:

AXF=d, y GX(@XF)=d,.
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Relacion entre las aceleraciones en la condicién de rodadura

Como habfamos visto, cuando un disco o un cilindro rueda sin deslizar, significa que el
punto que estd en contacto con el piso (punto A en la figura 11.18) tiene velocidad nula con
respecto a él. Si escribimos la primera parte de la ecuacién (11.12)

ﬁoZQXFO

y derivamos respecto del tiempo para obtener la aceleracién del punto O, es decir, el centro de
masa, jjhabremos caido en una trampa!!

Pensemos con cuidado cudl es la expresién de la velocidad del punto O considerando una
rotacién alrededor del punto A:

o =0 XTo+Ta .

Podriamos decir que T4 = 0, ya que se trata de un eje instantdneo de rotacién pura y que se
trata de un punto de la rueda que no desliza respecto del suelo y entonces su velocidad tiene que
ser la misma que la del suelo, es decir, nula. Eso es todo cierto, pero solamente en un instante
particular: cuando el punto A toca el suelo. Antes de eso el punto A desciende hacia el suelo y
después, asciende desde el suelo, como se puede apreciar en la figura 11.16. Ahora queda claro
cudl es la trampa en la que estuvimos a punto de caer: primero evaluar la funcién velocidad en un
instante particular y luego derivar. Sabemos que eso no debe hacerse porque cualquier funcién
evaluada en un valor particular se convierte en una constante y su derivada es cero. En lugar de
eso escribiremos

. R d,, . do . _ dro dvx . L

Aoy = Ao = —(BXTo+Ta) = — XFo+d X —=+—— = xTFo+I X

dt dt dt | dt otaa,

o bien,
oy =7 X TFom +@ X Top +aa -

Si analizamos esta tlltima ecuacién, podemos observar que el primer término del segundo miem-
bro tiene la direccién tangencial, es decir, la direccién del movimiento del centro de masa, mien-
tras que el segundo apunta radialmente desde el centro de masa hacia el punto de contacto (de
manera andloga a lo ilustrado en la figura 11.20). Por otro lado, sabemos que la aceleracidn del
centro de masa solo tiene componente tangencial, ya que el vinculo con el suelo impone la con-
dicién de que el centro de masa se desplace paralelo a su superficie. Entonces podemos escribir:

oy =7 X Tom y 0=& X Uop+ada .
La aceleracién del punto A resulta ser
(s = —0 X Yo,

es decir, hacia arriba, como se mostré en la figura 11.16.
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11.2 Dinamica del cuerpo rTgido

Hasta aqui, en esta unidad se ha descripto el movimiento de un cuerpo rigido; a partir de
ahora nos interesaremos en relacionar las causas (fuerzas y torques) con las variaciones que ellas
producen en el movimiento de un rigido.

11.2.1 Ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido

Puesto que los cuerpos rigidos son sistemas de particulas, valen también para ellos las ecua-
ciones (9.6) y (9.27):

dpP _ dL
- = Fg; - = TEq -
a2 e g
Sabemos que
P=3 7,
i
y en el caso de un rigido continuo, p; = dm;¥; = p;6V;¥;. Pasando al limite §V; — 0,

P= | pwdv.
Vc

Si reemplazamos la expresion para la velocidad de un rigido ¥ = & x 7 + ¥ en la ecuacién

)

/de'XFdV—F/ p o dV
Ve \%

- c

:&)’x/deV—i—Tfo/pdV.
V. Ve

c

anterior, obtenemos:

(@ X 7+ ) dV

N
S

Utilizando las ecs. (11.1) y (11.2), la tltima ecuacién queda:
P =& x Mfcp + oM = M(& X Fon + 00) ;

es decir,

P = Mo,

con lo cual corroboramos para el caso particular de un cuerpo rigido algo que ya sabfamos en
general para cualquier sistema de particulas. En relacién con la ecuacién (9.6) vale la pena re-
cordar que la aceleracién del centro de masa de un sistema de particulas, en particular de un
cuerpo rigido, depende de las fuerzas externas aplicadas, pero sin importar en qué parte del sis-
tema estdn aplicadas. Esta ecuacidn, sin embargo, solo nos da informacién sobre la traslacién
del centro de masa. Analicemos ahora la ecuacién (9.27) aplicada a un cuerpo rigido; en primer

lugar veamos cudl es la expresién del momento angular para un cuerpo rigido. Llamaremos R al
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Figura 11.21: Momento angular en un rigido que se traslada.

vector posicién de los puntos del rigido respecto de un sistema inercial @) ilustrado en la figura
11.21.
Para cualquier sistema de particulas tenemos que

i
Si el cuerpo es continuo, la expresién para el momento de un rigido queda:

EQz/ R x pdV .

Ve

Ahora vamos a reemplazar la expresién para la velocidad:

EQ:/ pR x (Ty + & x P)dV ;

c

o sea,

EQ:/ péxaodv+/ pR x (& x 7)dV . (11.15)
Ve Ve

Laecuacién (11.15) esla expresién general. Vamos a estudiar dos casos por separado: cuando hay
traslacién pura y cuando hay rotacién pura. En el primer caso, @ = 0, con lo cual la expresién
para el momento angular se reduce a

EQ:/
V.

c

péxﬁodvz/ pRdV x G = MR X ¥ -
Vc

Si el rigido se traslada sin rotar, todos sus puntos tienen la misma velocidad %, en particular
Yoy = Up; entonces,
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EQ = RCM X Moy = EO , (11.16)

donde el vector Ropr X MU se denomina momento angular orbital, Lo, independiente-
mente del tipo de movimiento que describa el rigido.

Ahora veamos qué pasa si el rigido tiene un movimiento de rotacién pura; en ese caso, la
velocidad del eje de rotacién ¥ es nula y el primer sumando de la ecuacién (11.15) se anula, de
manera que

EQZ/ pR x (& x 7)dV .

VC

Figura 11.22: Momento angular en un rigido que rota.

Introduciremos un cambio en la notacién: si el eje de rotacién pasa por el centro de masa
del rigido, al vector posicién de un punto del rigido medido desde cualquier punto del ¢je lo
denominaremos 7, pero si el eje no pasa por el centro de masa, el vector posicién medido desde
este ¢je serd llamado 7/, como en el caso de la figura 11.22; con este cambio, la expresién anterior

queda:

EQz/ pR x (& x 7)dV .

c

Podemos expresar el vector posicién de un punto del rigido medido desde el sistema ) como
el vector posicién del punto O del eje de rotacién mis el vector posicién del punto en cuestién
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medido desde ese punto O: R = Ro + 7’5 entonces podemos escribir

EQz/ p(Bo +7") x (@ x 7'y dV
V.

c

:/ pf{ox(&xf”)d\/—&—/ pr! x (@ x 7'y dV
V(j VC

= Ro x (dx/ pF'dV)+/ P! x (& x 7' dV
Ve Ve

— R x (& x M}y, +/ o X (@ x 7Y dV
=t — —/ —/ — 7/
:RoxM(werM)—i—/ pr x (@ x 7')dV
= Rp X M’UCM—I—/ p’F’ X ((EXF/)dV
VC

Vemos que el centro de masa juega un papel importante en la expresion para el momento angu-
lar. Si el rigido rota alrededor de un eje que pasa por el centro de masa, 7' = 7y o = 0, con
lo cual la expresién para el momento angular en el caso de rotacién pura queda un poco mds
simple:
LQZ/ pFX(QXﬂdVELs,
donde L g se denomina momento angular intrinseco o de espin.

Finalmente veamos cudl es la expresién del momento angular para un cuerpo que tiene un
movimiento de roto-traslacién. Podemos partir dela ecuacién (11.15) pensando que, en general,
el ¢je de rotacién no pasa por el centro de masa, con lo cual hay que sustituir 7 por 7/, segtin la
notacién utilizada. Ademds usaremos que R = Ro + 7/ (ver figura 11.22):

=

Lq

/p(ﬁo+F’)xﬁodV+/ p(Ro +7') x (& x 7')dV
Ve Ve

/pﬁoxﬁodV—F/ o7 X Ty dV +
Ve Ve

/pﬁox(@'xf’)dV—i—/ o’ X (& x ') dV
Ve Ve

= Roxﬁo/ pdV+</ pF'dV>x60+ﬁox<wx/ pf”dV)Jr
V. V. Ve

c c

/ o’ x (& x 7)dV

c

= R0X50M+MF/C«NIX50+R)0X(LUXM’F’CM)—F/ p’F’X(QXF’)dV

Ve

= MR x [Ty + (& X 7hpg)] + M7y, X T +/ P! x (@ x 7' dV
Ve

= EOxMﬁCM+MF’CMxUO+/ pr! x (G x 7")dV .
VC
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Esta es la expresion para el momento angular de un cuerpo rigido, respecto a un sistema de
coordenadas (y centro de momentos) ), cuando el movimiento puede describirse como una
rotacién alrededor de un eje que pasa por el punto O, mds la traslacién de dicho eje. Podemos
elegir cualquier eje de rotacién que sea paralelo al eje dado; si elegimos como eje de rotacién
uno paralelo al anterior y que pase por el centro de masa se simplifica la expresién del momento
angular, ya que:

— —/ — =4 =4
r=r ., ’I“CMZO y RO:RCM-

Sustituyendo en la tltima expresién se obtiene:

EQZ}%CMXMQ_}'CM-F/ pFX(QXF)dV.
Ve
Comparando con las definiciones de momento angular orbital y de espin, queda claro que, en
general, el momento angular de un rigido puede expresarse como la suma de los momentos
angulares orbital y de espin:

[_: = EO + ES’ .

El momento angular orbital es el momento angular debido al movimiento de traslacién del
cuerpo y depende del centro de momentos elegido. Este momento angular es idéntico al que
tendrfa una particula de igual masa que el rigido, ubicada en su centro de masa. El momento an-
gular intrinseco o de espin es el momento angular debido al movimiento de rotacién del cuerpo
rigido alrededor de un eje que pasa por el centro de masa. Por su definicién puede verse que tiene
en cuenta la distribucién de la masa respecto al centro de masa. El valor del momento angular
intrinseco no depende del centro de momentos elegido, ya que siempre se calcula respecto de
un eje que pasa por el centro de masa.

Volviendo a la ecuacién (9.27), podemos escribir:

dL dLo dLs ~—.
ar dat | dt _Z:TE“

Reemplazando la expresién de Lo dada en la ecuacién (11.16),

d, . dL .
@(RCM XMUCM)+7: :ZTEZ' . (11.25)

Vamos a estudiar la primera derivada:

dRow
dt
= MUcm X Vom + MRoy X dom

= Rem x Y Fpi,
A

d = .
%(RCM X MUCM) =M

dvcm
dt

X 170]\/[ +MRCM X

donde en la tltima linea se sustituyé M @c s usando la segunda ley de Newton —ecuacién
(9.6)—. Entonces, sustituyendo en ecuacién (11.25) podemos escribir,
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il
dt
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Fews ZFE#[CZS -3
Podemos despejar el término que involucra la derivada temporal de Ls:
dfts — ;?Ei — Row x zi:ﬁEi
= Zﬁi X ﬁEi —RCAI X ZﬁEi
= iél X ﬁEZ ZECMZX ﬁE‘z
= Z(E — Rewm) % Fri

%

%

Los vectores involucrados en las ecuaciones precedentes se indican en la figura 11.23.

Figura 11.23: Cuerpo rigido sometido a fuerzas externas.

Resumiendo, podemos escribir:

=S foxf = S g2 = oS Fe y G =3 el



Es decir, la derivada del momento angular orbital respecto del tiempo es el momento de la re-
sultante de todas las fuerzas exteriores como si estuvieran aplicadas sobre el centro de masa del
sistema. Por otro lado, la derivada temporal del momento angular de espin es la suma de los mo-
mentos de las fuerzas exteriores respecto de un eje que pasa por el centro de masa del sistema.
Asi, podemos relacionar el primer término con el movimiento del centro de masa y el segundo
con la rotacién del cuerpo alrededor del centro de masa.

11.2.2 Equilibrio en un cuerpo rTgido

Se dice que un cuerpo rigido estd en equilibrio si se cumplen las siguientes condiciones:
E Fgi=0 y E Tei =0,
i i

es decir: . .
dP - dL -
—_— = P g . _— = L = .
7 0 = cte y 7 0 = cte

Debe notarse que en el caso de una masa puntual, solamente la primera condicién es nece-
saria para definir el equilibrio. Veamos mediante un par de ejemplos qué ocurre si no se cumple
alguna de las dos condiciones enunciadas.

En la figura 11.24 se muestra el caso en que una tnica fuerza externa se aplica en la misma
direccién del vector posicién del centro de masa. En este caso se cumple que dﬁll’—to = 0, pues

_ . .
Roum || Fpy %s =
desde el centro de masa es nulo. Sin embargo, Prnoes constante, puesto que hay una fuerza

0, ya que el vector 7 del punto de aplicacién de la fuerza externa medido

externa aplicada y entonces el cuerpo no estd en equilibrio.

Figura 11.24: Rigido fuera del equilibrio con centro de masa acelerado.
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La figura 11.25 presenta la situacién de un par de fuerzas aplicado sobre un rigido. Como

en todo par de fuerzas, la resultante es nula, de manera que P en este caso si es constante y

dc oy = 0. Esto también nos dice, en virtud de la ecuacién (11.26), que djto = 0. Sin embargo,

:Z’r_‘;‘XﬁEizflX(—ﬁE)+FQXﬁE:(FQ—Fl)XﬁE#O.

Luego, en este caso, L s (y porlo tanto L) no es constante y el cuerpo tampoco estd en equilibrio.

Figura 11.25: Rigido fuera del equilibrio con centro de masa no acelerado.

11.2.3 Direccion del momento angular y de la velocidad angular

Si consideramos una unica particula que describe un movimiento circular alrededor del
punto O, es ficil ver que el vector L=7x P; respecto del punto O, es perpendicular al plano
del movimiento, y por lo tanto paralelo al vector ¢J. Sin embargo, no siempre el momento an-
gular de un rigido es paralelo al vector velocidad angular. Consideremos, para convencernos, el
sencillo caso de dos particulas de masas m; y my unidas por una barra rigida de masa desprecia-
ble, que giran alrededor de un eje fijo que pasa por el centro de masa del sistema, como indica la
figura 11.26.

El momento angular El de la masa m; estd dado por el producto vectorial 7 X Py y por lo
tanto es perpendicular al plano y determinado por 7 y ¥/1, mientras que Eg es _Perpendicular al
plano determmado por 72 y U2, que justamente es el mismo plano - Mis saun, Lg tiene el mismo

sentido que Ll, de manera que el momento angular del sistema L= L1 + Lg tiene también

el mismo sentido. Entonces, en este caso, L y & no son vectores paralelos, sino que forman un
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Figura 11.26: Dos masas puntuales unidas por una barra rigida: Lnoes paralelo a &.

dngulo 7/2 — v, como indicala figura 11.26. La situacién L || & solo ocurre cuando av = /2.
Esta situacién estd esquematizada en la figura 11.27.

Figura 11.27: Dos masas puntuales unidas por una barra rigida: L|a.

Queda claro que en los casos estudiados de las masas puntuales unidas a una barra rigida,
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el momento angular coincide con el momento angular de espin, pues la velocidad del centro de
masa es nula y por lo tanto el momento angular orbital también lo es. Entonces, hemos visto
que a veces Ls || &y aveces no. A continuacién calcularemos la proyeccion del vector Lgen
la direccién de ¢J para un caso general.

11.2.4 Momento de inercia

Para calcular la proyeccién de Lg en la direccién de &, multiplicaremos escalarmente Lg
por el versor en la direccién de &:

stzfs-w:/pfx(cﬁxf')dv-ob. (11.27)
Para operar con el triple producto vectorial que estd en el integrando vamos a usar un re-
sultado que el lector interesado podrd demostrar ficilmente: dados tres vectores A, By C, se
cumple que
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B),
regla conocida popularmente como «baca menos caballo». En el caso que nos ocupa,

P x (@ X ) = B F) — 7(F - &) = wlir? — 7(F - &)] .

!

Sustituyendo esta expresién en ecuacién (11.27),

Ls, = / pwlior? — #(7- O)]dV - &
V.

:/ pwlr? — (7 )2 dV |
Ve

En la figura 11.28 se muestra que la diferencia 72 — (7 - &)? es igual (por el teorema de
Pitdgoras) al cuadrado de la distancia s al eje de rotacién que pasa por el centro de masa.

Luego, podemos sustituir en la ecuacién anterior, con lo que se obtiene

st:w/ ps2dV.
V.

c

Laintegral dela dltima ecuacién se denomina «momento de inercia» respecto de un eje que
pasa por el centro de masa I (también denotado como I*), 0 «momento de inercia» baricéntrico:

IG:/ ps?dv .
\Z

c
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Figura 11.28: Proyeccién de [_:5 en la direccién de &.

Con esta tltima definicién, vemos que la componente del momento angular de espin en la di-
reccién del vector velocidad angular queda:

st = IGw . (11.28)

Vemos que el momento de inercia baricéntrico depende de cémo estd distribuida la masa
alrededor de un eje que pasa por el centro de masa. En particular, /g serd mayor cuanto mayor
sea la cantidad de masa que se distribuya lejos de ese eje. Entonces, si dos cuerpos tienen la misma
masa, el mayor valor de Iy corresponderd al cuerpo cuya masa esté més lejos del eje. También
puede verse a partir de su definicidn, que el momento de inercia es un concepto aditivo; es decir,
el momento de inercia de dos rigidos respecto de un eje de rotacién es igual a la suma de los
momentos de inercia de cada rigido respecto del mismo eje de rotacién.

Como hemos visto, el momento angular de espin no es necesariamente paralelo al vector
velocidad angular. Sin embargo, puede demostrarse que en todo cuerpo rigido existen tres di-
recciones, perpendiculares entre si, llamadas ejes principales de inercia, tales que si el cuerpo
estd rotando alrededor de alguno de esos ejes, entonces el momento angular intrinseco es para-
lelo al vector velocidad angular. Cuando un cuerpo homogéneo tiene algin eje de simetria, este
es también eje principal de inercia.

Entonces, por la ecuacién (11.28), solo si el cuerpo estd rotando alrededor de uno de estos
ejes, es decir, en el caso en que & es paralelo a un eje principal de inercia, podemos escribir una
relacién vectorial entre el momento angular de espin y la velocidad angular:

Ls=1c& . (11.29)

Los momentos de inercia baricéntricos (/g o 1*) de un rigido respecto de sus ejes principales
de inercia se denominan momentos principales de inercia.
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Si no es paralelo a un eje principal de inercia, es posible descomponerlo en las direcciones 1,
2y 3 delos ejes principales de inercia, de manera que el vector velocidad angular puede escribirse
como

W=+ o + W3,

3A

N V¥

*x —>

Figura 11.29: Velocidad angular descompuesta segtin los ejes principales de inercia.

como se muestra en la figura 11.29. Para cada una de estas tres rotaciones valdrd una relacién
vectorial del tipo (11.29), con lo cual el momento angular total resulta

Ls=IL1+ Lo+ Ls=I& + &y + I &5,

donde I3, I5 y I3 son los tres momentos principales de inercia. Queda claro que & no serd
paralelo a ES amenos que IT = I3 = I3, 0 que @ = &;, donde ¢ denota algtn eje principal
de inercia.

A pesar de que estos casos son muy particulares, son bastante frecuentes en la prictica, y
para ellos, las ecuaciones de movimiento adquieren una forma muy sencilla. Pensemos en un
rigido cuyo centro de masa no se traslada, es decir se trata de una rotacién pura, y que esta se
produce alrededor de un eje principal de inercia. En este caso,

dL dLs  d(Ic@) di

_aizi_ :72[721 _’.
Z:TE dt — dt dt Gar ~ G

Siademds el centro de masa se traslada, para estudiar la variacién del momento angular habr4
que agregar la otra ecuacidn referida al momento angular orbital:
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=

dLo = q
W :RCM X ;FEz

Comparando las ecs.(11.2.4) y (9.8),

> Fgi = Mic
i

vemos que as{ como la masa M en (9.8) representa una especie de resistencia a la aceleracién
lineal, el momento de inercia I en (11.2.4) da una idea de cudn dificil es producir una acelera-
cién angular.

Cilculo de algunos momentos de inercia

En esta seccién vamos a dar ejemplos de cdlculo del momento de inercia de cuerpos con
geometrfa sencilla. Para empezar, consideremos una masa puntual m que gira con velocidad
angular &J. De acuerdo con la definicién

I:/ ps?dV .
Ve

En este caso, en que la masa es discreta, la expresién anterior adopta la forma
I= E m;s? .
i

Vemos, entonces, que el momento de inercia respecto del eje de rotacién se reduce a I = ms?,

donde la distancia s es simplemente la distancia de la particula al eje (ver. figura 11.28). Nétese
que no se trata del momento baricéntrico del punto, que obviamente es nulo por carecer este de
dimensiones. Ahora pasemos a un rigido de verdad.

Momento de inercia de un aro

Consideremos un aro de radio R cuya masa m estd distribuida uniformemente con densi-
dad p, como muestra la figura 11.30.

El momento de inercia del aro con respecto a un eje que pasa por el punto O (centro de
masa del aro) y es perpendicular al plano del aro resulta ser

IO”‘O = / p82 dV = RQ/ pdV = RQm = Iaro = mRQ .
\% Ve

c

En este caso, p es una densidad lineal de masa y V. representa una longitud.

Momento de inercia de un disco

Ahora analicemos un disco de radio R de masa m distribuida uniformemente con densidad
p» como muestra la figura 11.31.
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Figura 11.30: Momento de inercia de un aro.

Figura 11.31: Momento de inercia de un disco.

El momento de inercia del disco con respecto a un eje que pasa por el punto O (centro de
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masa del disco) y es perpendicular al plano del disco puede calcularse como
27 R 4 2 2
R R R
Liisco = / pr2dV = p/ / r’rdfdr = p2r— = prR?*— =m— =
Ve 0 0 4 2 2
RQ
Tiisco = m? .

En este caso, p es una densidad superficial de masa y V. representa el 4rea el disco TR2.

Momento de inercia de un cilindro

El momento de inercia de un cilindro uniforme de radio R y altura h con respecto a un eje
que coincide con el eje del cilindro es andlogo al caso anterior, solo que ahora hay que agregar
una integral en la coordenada axial 2:

Iy = [, pr2dV = pfoh 02Tr OR r?rdzdf dr = ph27r%4 = pher“%2 = mR;
= I = m%z .

Momento de inercia de una esfera

Pensemos ahora en unaesfera de radio R y masam distribuida uniformemente con densidad
p que rota alrededor de un eje que pasa por su centro de masa. Para calcular el momento de
inercia correspondiente a ese eje vamos a utilizar la construccién de la figura 11.32.

Sabemos que

Lsp = / ps?dV .
Ve

En este caso consideraremos que el diferencial de volumen dV es el volumen del casquete cilin-
drico; es decir,

dV =2nsdsh .

Ademis
h=2vR2?—5s2,

con lo cual,

R
Iesf:/ ps?2ms2v/ R2 — s2ds |
0

donde la variable s se integra entre 0 y el radio de la esfera. Entonces,

R
Iss :47r,0/ 2V R2—s2ds .
0

La integral puede resolverse ficilmente haciendo la sustitucién u = R? — s2 queda como
ejercicio mostrar que el resultado de la misma es %WpRs. Por otro lado,

_m _ 3m
p= V  4xR3’
por lo tanto,

8 = 8 3Im
Tesy = — v ==
1= = B R

2
R = Iesf:ngQ.
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Figura 11.32: Momento de inercia de una esfera.

Teorema de Steiner

Consideremos un rigido que rota con velocidad angular & como se muestra en la figura
11.33. Podemos referir la rotacién a un eje paralelo a la direccién de &, pero que no pasa por
el centro de masa, sino por otro punto O. Un buen motivo para adoptar esta opcidn es que la
rotacién alrededor del nuevo eje sea una rotacién pura, como en el caso de la rueda que rueda
sin deslizar. Llamemos d a la distancia entre los dos ¢jes. El momento de inercia respecto del eje
P tendré una expresién andloga a la que habfamos encontrado para I:

Ig = / ps2dV
Ve

c

solo que habrd que reemplazar la proyeccién s del vector 7 respecto de la direccién perpendicu-
lar al eje que pasa por el centro de masa, por la proyeccién del vector 7 respecto de la direccién
perpendicular al eje que pasa por O, es decir, . Para convencerse de esto basta repetir la cons-
truccién de la definicién de momento de inercia baricéntrico, pero reemplazando en la ecuacién
(11.27) el vector 7 por el vector 7*'. Entonces,

I:/ ps?dV
V.

c

Ahora vamos a utilizar los vectores coplanares 3, §” y d, definidos como se muestra en la
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Figura 11.33: Momento de inercia respecto de un eje que no pasa por el centro de masa.
figura 11.33. La relacién entre ellos es

por lo tanto,

Reemplazando en la integral:

I:/ p(s? +d? + 25 - d)dV
Ve

c

:/ ps2dV+/ pd2dv+2/ p3-ddV
Ve Ve Ve

c

:IG+d2/ pdV+2(f~/ SpdV
Ve Jv,

:IG+d2m+2(f'/ SpdV .
Ve

La ultima integral es 5z, es decir, la componente del vector posicién del centro de masa en
la direccién perpendicular al eje, pero medida desde ese eje, por lo tanto, la integral se anula.
Entonces finalmente estamos en condiciones de escribir el teorema de Steiner:

I=1Ic+md?.

Esta expresion nos permite calcular el momento de inercia I respecto de un eje que pasa a
una distancia d del centro de masa, en términos del momento de inercia baricéntrico I, referi-
do a un eje paralelo al anterior.
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11.2.5 Momento angular respecto del eje de rotacion pura

Aprovecharemos el teorema de Steiner para describir el momento angular respecto del eje
de rotacién pura en cualquier movimiento roto-traslatorio. Sabemos que si el eje de rotacién
pura pasa por el centro de masa, entonces L= [_:S, pero ahora consideraremos el caso general
en que dicho eje no pasa necesariamente por el centro de masa. La expresién para el momento
angular de un rigido continuo respecto de un sistema inercial con origen en el punto () es

EQ:/ pR x 7dV |

c

donde los vectores estin indicados en la figura 11.22.
Reemplazando en la integral 7 por & x 7/ + v, podemos escribir:

EQ:/ pR‘x(axf')dv+/ pR x v, dV .
Ve

En el caso de una rotacién pura, la velocidad del eje v, = 0, con lo cual se anula la segunda

integral:

EQ:/ pR x (& x 7')dV .
Ve

Es posible utilizar el punto O, perteneciente al eje de rotacién como origen del sistema inercial
de coordenadas; en ese caso, O pasa a ser Q) y R coincide con 7. Sustituyendo en la tltima
ecuacion:

EQ:/ P! X (& x 7Y dV .

c

Calcularemos ahora la componente de L en la direccién del eje de rotacion:

LQMZEQ-QZ/ pF! X (& x 7 dV - & .
VC.

Usando «baca menos caballo» se obtiene:
7 x (@ x 7)) =a(F -7 -7 (7 3) = w[dﬂﬂ — 77 )] .

Sustituyendo esta expresién en ecuacién (11.2.5),

Low= [ puln™ — 77" @))dV -

c

:/ pwlor' — 77 - )] - @ dV
Ve
:/ pwlr’® — (7" Q) (7 - @) dV
Ve
:/ ol — (7' - &)%) AV .
Ve

2

En la figura 11.34 se muestra que la diferencia 7% — (7' - ©)? es igual (por el teorema de

Pitdgoras) al cuadrado de la distancia s’ al eje de rotacién que pasa por el punto Q.
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Figura 11.34: Momento angular respecto de un eje de rotacién pura.

Luego, podemos sustituir en la ecuacién anterior, con lo que se obtiene
Lo, = w/ psdv .
Ve

Laintegral dela dltima ecuacién es el momento de inercia I respecto de un eje que pasa por
el punto @, por lo tanto, vemos que la componente del momento angular L¢ en la direccién
del vector velocidad angular queda:

LQM :IQ(,U.

Finalmente, podemos concluir que cuando el eje de rotacidn es paralelo a un eje principal
de inercia y, por lo tanto, se cumple que L) es paralelo a &, entonces

Lo=153. (11.34)

Esimportante sefialar que, aunque esta expresién tiene la misma forma que la del momento
angular de espin dado en la ecuacién (11.29), no significa lo mismo. En el caso de la ecuacién
(11.34), el momento angular incluye la contribucién del momento angular de espin y la del

momento angular orbital, pues el momento de inercia I, que no es el baricéntrico, involucra
ambas componentes.

11.2.6 Sistemas de fuerzas equivalentes
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Recordemos otra vez las ecs. (9.6) y (9.27) que nos permiten estudiar la evolucién del mo-
vimiento de un cuerpo rigido.

dP q drL
—_ = Fg; - = TEi -
di ZE y di TE

Si tenemos una fuerza F aplicada sobre un punto P de un rigido, tal como muestra la figura
11.35, podremos reemplazar esta por otra fuerza igual F’ ! que esté aplicada sobre la misma recta
de accién.

Figura 11.35: Desplazamiento de una fuerza sobre su recta de accién.

En efecto, es obvio que no cambia la resultante de las fuerzas externas ) F i, queesigual a
F en ambos casos. Por otro lado, la resultante de los torques externos ) | ; TEi tampoco cambia,
ya que puede verse a partir de la figura que 7 X F =" x F'. Entonces podemos afirmar que
el desplazamiento de una fuerza sobre su recta de accién no modifica su efecto sobre el rigido.

Si en cambio, pretendemos desplazar una fuerza fuera de su recta de accién, se modifica el
efecto dindmico sobre el rigido. La figura 11.36 muestra dos situaciones. En la situacién A una
Gnica fuerza F se aplica sobre el punto P, mientras que en la situacién B se ha desplazado la
fuerza F al punto de aplicacién ) y ademis se ha agregado un par de fuerzas F 1, F, de médulo
|ﬁ | paralelas a F, es decir dos fuerzas de igual médulo y direccién, pero de sentido contrario. Es
facil ver que las dos situaciones son equivalentes, ya que si en la situacién B consideramos las
fuerzas Fo y F , vemos que tanto su resultante, como la resultante de sus torques es nula, con lo
que solamente sobrevive la fuerza F 1, lo que es idéntico a la situacién A.

Dicho de otro modo, para desplazar el punto de aplicacién de una fuerza sobre un rigido sin
que se modifique nada, es necesario compensar ese desplazamiento agregando un par de fuerzas
del mismo médulo F'y cuyo torque sea igual a F'd, donde d es la distancia del desplazamiento
realizado.

Si se aplican dos fuerzas F 1y F 5 sobre puntos P; y P», como se muestra en la figura 11.37,
sabemos que la fuerza resultante estd dada por F 1+ F 2, pero lo que no queda claro es dénde
habria que aplicar esa fuerza para que la situacién no cambie.
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Figura 11.37: Fuerza equivalente.

Es posible abordar este problema considerando que al desplazar una fuerza sobre su recta de
acci6én no se afecta en nada la situacién dindmica del rigido. En ese sentido, podemos desplazar
las fuerzas 1y F 5 sobre sus rectas de accién hasta ubicarlas en un origen comun Q. Teniendo
las dos fuerzas (ahora llamadas F by F 5 en la figura 11.37), podemos sumarlas vectorialmente
conservando el punto () como punto de aplicacién. La fuerza resultante F aplicada sobre el
punto (), es también la fuerza «equivalente» para todo efecto, ya que es obvio que la suma del
momento de las fuerzas F y F, aplicadas sobre @) respecto de cualquier punto O serd igual
al momento de F aplicada sobre @ respecto del mismo punto O.

11.2.7 Ejemplos de movimiento de cuerpo rigido
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Movimiento bajo la accién de las fuerzas gravitatorias

Sea un cuerpo rigido de masa m constituido por elementos de volumen 6 V; con masas §m;
sometido a la accidn de la gravedad en las inmediaciones de la superficie de la Tierra. Cada dm;
se verd afectado por una fuerza dm; ¢, de manera que la resultante serd:

donde con P indicamos el peso del cuerpo (el subindice G sélo sirve para no confundirse con
el momento lineal). La resultante del momento de estas fuerzas respecto de un punto () estd

dada por

FZZ(szdng)%</ pédV)XﬁZﬁcijm§=Eckfxﬁg.
. VC

?

Entonces, vemos que una inica fuerza, el peso, aplicada sobre el centro de masa, es equivalente
al sistema de fuerzas gravitatorias 6m; G aplicadas sobre todo el rigido. El punto donde debe
aplicarse la fuerza ficticia peso para reemplazar los efectos dindmicos de todas las fuerzas reales
dm; G de manera que ambas situaciones sean equivalentes se denomina centro de gravedad. Ve-
mos que el centro de gravedad coincide con el centro de masa cuando las fuerzas gravitatorias se
aplican cerca de la superficie terrestre. Esto no serd asi cuando las dimensiones del cuerpo sean
grandes comparadas con la distancia al centro de la Tierra; tal es el caso de las fuerzas gravita-
torias ejercidas sobre la Luna, ya que las fuerzas aplicadas sobre las distintas porciones dm; no
serdn iguales.

En el caso de movimiento cerca de la superficie de la Tierra, por ejemplo, cuando se lanza
un objeto al aire (despreciando el rozamiento), las ecuaciones de movimento se escriben de la
siguiente manera:

P dL -

E:PG7 E:RCMXPG-
La primera ecuacién nos dice que la aceleracién del centro de masa serd g, constante; es decir,
que el movimiento del centro de masa describird una pardbola dada por las condiciones iniciales,
tal como vimos para cuerpos puntuales. La segunda ecuacién nos muestra que

dL  dLo
dt  dt '
por la segunda ecuacién (11.26). Entonces podemos concluir que
dLs

=0
dt ’

lo que a su vez nos dice que l_:s es una constante de movimiento. Como vimos, la expresion
mds general que relaciona el momento angular de espin con la velocidad angular es la ecuacién
(11.2.4), segtin la cual, Lgnoes paralelo a &d a menos que la rotacidn se describa respecto de un
eje principal de inercia (o que el cuerpo tenga geometria esférica). O sea que para este caso, la

constante vectorial de movimiento Lg debe cumplir que

ES:E1+E2+E3:Ifﬁl+fgﬁg+1§53, (11.35)
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pero los ¢jes principales de inercia {1}, {2} y {3}, solidarios al rigido van cambiando su orienta-
cién alo largo del movimiento. Por lo tanto, pueden variar las tres componentes de &J de manera
complicada mientras el vector Ls sigue manteniéndose constante (movimiento de Poinsot).

Un caso simple de este tipo de movimiento —extremadamente particular— lo constituyen
dos masas puntuales unidas por una varilla rigida y de masa despreciable girando alrededor de
un eje principal de inercia perpendicular a la varilla (ver figura 11.38).

AY

Ry

3,2

Figura 11.38: Movimiento de dos masas puntuales unidas por una varilla rigida de masa despre-
ciable. Los ejes negros x,y,z constituyen un sistema de coordenadas inercial, fijo al laboratorio.
Los ejes grises {1}, {2} y {3}, son ejes principales de inercia y se mueven solidarios al cuerpo

rigido.

Tanto sea en una situacién en la cual no acttia ninguna fuerza sobre el sistema, como en la
situacién de caida libre (con § = —gJ), el momento angular de espin es una constante vectorial
de movimiento que tiene la expresién dada por la ecuacién (11.35). Si en un dado instante el eje
de rotacién coincide con el eje 2, que a su vez es el eje {3}, para ese instante podemos escribir

=

k =
Lszfgng,

pueswy = I7 = 05 es decir, Es =130=1I3 wk. Por lo tanto, como I_:s es una constante de
movimiento, debe cumplirse que &J = whk también lo es. Esto nos dice que la varilla continuard
girando con la misma velocidad angular, sin cambiar de orientacién. En el caso en que el cuerpo
esté afectado por la gravedad, el centro de masa ademds describird una pardbola. Es importante
recalcar que la simplicidad del movimiento se restringe a casos muy particulares.
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Golpe seco en una bola de billar

Lo que coloquialmente llamamos «golpe secox», se denomina percusién, y consiste en apli-
car una fuerza durante un tiempo extremadamente corto en comparacion con la escala de tiem-
po en que se desarrolla el movimiento. Si se aplica una fuerza F (t) sobre un punto P de un
rigido durante un intervalo At, podemos calcular el momento lineal transferido J:

] At
@:ﬁéf;@:/ Fltydr
dt 0

Para el momento angular transferido AL respecto de algin punto @ fijo a tierra podemos es-
cribir:

N At At . N At . . At N
AL / F(t)dt = / Bx F(t)dt = / Roas x F(t) dt + / P B(t) dt
0 0 0 0

=

= ECN[Xj+FXJ,

donde el término orbital es AEO = ﬁc M X J y el término de espin corresponde a
ALg=7xJ.

Ahora consideremos que un momento lineal J es transferido ripidamente a la bola de billar
de radio R y masa m mostrada en la figura 11.39. En este ejemplo no consideraremos ningtin
tipo de rozamiento entre la bola y la mesa, con lo cual se sugiere tomar con pinzas los resultados
que siguen a la hora de jugar un partido de billar.

Q

Figura 11.39: Percusién.

La transferencia de momento se producird en la direccién de avance de la bola y las fuerzas
peso y la reaccién normal de la superficie se neutralizan mutuamente ya que tienen el mismo
mdédulo, la misma direccién, la misma recta de accién y son de sentido contrario. Si considera-
mos que inicialmente la bola estaba en reposo, podemos escribir:

J
J:AP:mUCM = VcM = E
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Por otro lado, para la transferencia de momento angular de espin tenemos:

ALs=Lg—LY=Lg=T"w.

Ademis, como ES =7 x J_: es decir, Ls = dJ y el momento baricéntrico de la esfera es
I* = %mR2
_ 5Jd
YT omRe

De este resultado puede verse que si se impacta la bola a la altura de su centro (d = 0), la ve-
locidad angular es nula. Para lograr que la bola no deslice, es decir, que esté en la condicién de
rodadura debe cumplirse que

17@ZOZUCM—FLUXFQéUCM—wRZ()éUCMZWR.

Entonces podemos escribir

J 5Jd 5d
_— = 1= —.
m  2mR? k= 2R

Es decir, el punto de impacto debe estar a una distancia d del centro igual a %R. Solo pegéndole
a esa altura la bola sale «sin efecto», rodando sin deslizar. Podemos usar este ejemplo para con-
vencernos de que puede haber rodadura sin rozamiento estético.

Péndulo fisico

Sea un cuerpo rigido de masa m suspendido de un eje horizontal que pasa por el punto @,
bajo la accién de la gravedad, como muestra la figura 11.40.

Figura 11.40: Péndulo fisico.

El cuerpo efectuard un movimiento de rotacién pura alrededor del eje que pasa por Q y la
velocidad angular &J serd paralela al versor 4, perpendicular a la hoja y hacia afuera. Para describir
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el problema utilizaremos un sistema de coordenadas polares con origen en (). También @) serd
el centro de momentos. El eje soportard al objeto ejerciendo una fuerza N, cuya direccién ird
cambiando a lo largo del movimiento, de manera que

dpP - e
7
Por otro lado,
dLq . . oL ~
dt :zi:TEi:T/CMXmg-H"?vXN,

donde los vectores que tienen el supraindice ’ estdn medidos desde el punto de suspensién y
centro de momentos @, de manera que 7y, = 0y la ecuacién anterior se reduce a

dL
d—tQ = —dmg sen (@) 4 .

En el caso particular en el que @ es paralelo a un eje principal de inercia, se cumple la ecuacién
(11.34)
Lo =1pd,

donde Ig = Ig + md?. Derivando la tltima ecuacién respecto del tiempo, y teniendo en
cuenta que © corresponde a un ¢je fijo (a la pared, por ejemplo):

dLg A dw
— =Ilg— =Ig—1u = Igvau,
at ~ Qar Qa7
dondey = ‘ng‘ es la aceleracién angular. Relacionando las dos expresiones obtenidas para la
derivada del momento angular obtenemos la ecuacién de movimiento del péndulo fisico:

d*a
IQﬁ = —dmg sen (a) ,

donde d es la distancia del punto de suspensién al centro de masa.

Esta ecuacién diferencial no tiene solucién analitica y debe ser resuelta numéricamente. Sin
embargo si nos restringimos, al igual que cuando analizamos el péndulo matemdtico, al caso
en el cual el péndulo tiene oscilaciones de pequefia amplitud, podemos hacer la aproximacién
sen(a) ~ a, con lo cual,

d*a dmg «
a2 I Q '

La funcién de movimiento resultante es
a(t) = Qmaq sen (U + ¢o) ,

donde a4, representa la amplitud de la coordenada angular v, ¢g estd dado por las condicio-

nes iniciales y
dmg dmg

Q= = .
IQ Ic +md?
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Anilogamente a lo que vimos para el péndulo matemdtico, el periodo T estd dado por 27 /€,
es decir,
I + md?

T=2
T dmg

Un grifico cualitativo de esta expresién para el periodo T" en funcién de la distancia d puede
verse en lafigura 11.41. Se observa que existe un valor dela distancia entre el punto de suspensién

y el centro de masa que minimiza el perfodo del péndulo dado por dyir, = /Ia/m.

T [unidades arbitrarias]

0 d [unidades arbitrarias]

Figura 11.41: Perfodo versus distancia para un péndulo fisico.

Si el cuerpo es una masa puntual suspendida de un hilo de longitud ¢, entonces d = £y

2
T=2m/m€=2w\/?,
tmg g

como habfamos obtenido para el péndulo matematico.

Ig = me2, con lo cual,

Cilindro que rueda sin deslizar

Un cilindro de nasam y radio R rueda sin deslizar sobre un plano con dngulo de inclinacién
o como muestra la figura 11.42. Por hip6tesis el cilindro rueda sin deslizar. Vamos a considerar
como eje de rotacién la generatriz de contacto del cilindro, es decir que se trata, por un lado,
de un eje de rotacién pura, ya que el eje tiene en ese instante velocidad nula y, por otro lado, es
un eje instantdneo de rotacién, ya que va a ir cambiando su posicién a lo largo del movimiento.
Poniendo, entonces centro de momentos en @,
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Figura 11.42: Cilindro que rueda por un plano inclinado.

dLq _ - = =
W—ZTEZ‘—TCM xmg,

K3
ya que la reaccién normal N del plano y la fuerza de roce estdtico F_'; estdn aplicadas sobre el
punto Q. Si describimos el movimiento de rotacién alrededor de una direccién entrante y per-
pendicular a la hoja, teniendo en cuenta la ecuacién (11.34),

dL
Iy = d—tQ = Rmgsena .
Es decir,
R2
vy (m2 +mR2> = Rmgsena ;
o bien,
_ 29
v = SR sen Qv .

La condicién de rodadura nos dice que vg = 0:
0=7g =Ucm +&x79=0=vey —wR = vom =wR.
Entonces, derivando la ltima igualdad respecto del tiempo,
acy = YR

Luego, la aceleracién del centro de masa estard dada por

acmym = ggsena .
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Este valor es claramente menor que g sen o, correspondiente a la aceleracién de una masa pun-
tual m que desiza sin rozamiento por el mismo plano. Para obtener la fuerza de rozamiento
usamos que

macy = E Fg,=F.+N+mg.
i
En la componente en la direccién del plano tenemos
macy = —F. + mgsena ;

por lo tanto, reemplazando el valor encontrado para ac s,
2 1
F, =mgsena — mggsena = F, = gmgsena .

Ahora resolveremos nuevamente el problema del cilindro rodando sin deslizar sobre un
plano inclinado, pero utilizando otro sistema de referencia diferente al que coincidia con el eje
instantdneo de rotacién pura. Por otra parte, plantearemos la resolucidn sin intentar «adivi-
nar» los sentidos de los vectores involucrados, sino que dejaremos que estos se revelen al final,
después de resolver las ecuaciones planteadas. Es importante mencionar que no es el mismo
método que el seguido en la primera resolucién del problema del cilindro. Puede verse cémo
habfamos elegido positivo el sentido entrante hacia la hoja, de manera que la aceleracién angu-
lar resultase positiva. También vemos que habfamos pensado E e = —Fi,de tal forma que F,
fuese positivo. En la figura 11.43 se muestran las fuerzas aplicadas sobre el cilindro y el sistema
de coordenadas fijo al plano que utilizaremos para la descripcién del movimiento. El eje 2 coin-
cide con el plano inclinado, el eje ¥ es perpendicular a dicho plano y el eje 2 es perpendicular a
la hoja y su sentido, saliente de ella.

Con esa convencién, las expresiones para las fuerzas aplicadas sobre el cilindro resultan:

P= mgsenai —mgcosa ] ;
N=Nj;
F =F.i
Las ecuaciones de movimiento son:
micy =P+ N+ F, ; (11.38)
dL | W 4L
ggz&wxP+RAMWHﬁxﬂ,

donde Ropyr =242+ Rjy Ra = x4 1, siendo x 4 la coordenada del punto de contacto.
Podemos escribir la derivada temporal del momento angular en términos de sus componen-
tes orbital y de espin:

dL . L L
£Q:RMNWP+N+5%
drL L
}f:mxw+e)
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Figura 11.43: Cilindro que rueda por un plano inclinado con sistema de referencia fijo al plano.

donde 74 = —R jesla coordenada del punto de contacto medida desde el centro de masa.
Analizando la derivada del momento angular orbital con respecto al tiempo tenemos que

dL 4 Lo
d?Q:ROMX(PJrNJr e) s

d /= . . L.
%(RCMXTWIVCM):RCMX(P‘FN-F ) s
ﬁCMXmacA4=ECMX(ﬁ+N+ 2)

La tltima ecuacién es equivalente a macas = P+ N+ FL, que es la ecuacién (11.38), y por
lo tanto, no ser4 tenida en cuenta.

Como el cilindro estd rotando alrededor de un eje principal de inercia, la expresion de la
derivada del momento angular de espin con respecto al tiempo queda

Ic7 =74 x (N+F,). (11.39)

Reemplazando en las ecs.(11.38) y (11.39) las expresiones de las fuerzas y teniendo en cuenta
quedcym = acm b,

macpy i = (mgsena+ F.)i+ (N —mgcosa)j; (11.40)

Iy =—-Rjx (Nj+F.i). (11.41)
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Laecuacién (11.41) indica que la aceleracién angular solo tiene componentes en la direcciéon
delejez (Y = v k).
Escribiendo las ecs.(11.40) y (11.41) en sus componentes cartesianas, queda
x:macpy = mgsena + F ;
y: N—mgcosa=0 = N =mgcosa;
z: Igy = RF, . (11.42)
Vemos que atin tenemos tres incégnitas (ac s,y y Fe )y solo dos ecuaciones. Para poder resolver
el sistema es necesario considerar la condicién de que el cilindro rueda sin deslizar. Vimos que

cuando esto ocurre, Aoy = 7 X 7y, donde 7y, = R jes el vector posicién del centro de
masa respecto del eje de rotacién. Entonces,

=/

dom =7 X T o s
acmi=7kxRj;
acmMm = 7’YR . (11.43)

Resumiendo, el sistema de ecuaciones a resolver estd dado por las ecs. en x y z de (11.42) y
por la ecuacién (11.43):

macy = mgsena + F ;

IG'V = RF, ;
acym = —YR. (11.44)
Teniendo en cuenta que el momento de inercia del cilindro respecto asuejees I = % m R2,

la solucidn del sistema de ecuaciones (11.44) resulta:

—

2 .
acy = ggsenaz ;

- 29 3
=——senak;
7T 73R
- 1 .
F, = —gmgsenaz .

Como vemos, teniendo en cuenta las diferentes convenciones de signos utilizadas, los resultados
coinciden con los obtenidos cuando analizamos el movimiento del cilindro desde un sistema
con origen en el ¢je instantdneo de rotacién pura.

11.2.8 Energia del cuerpo rigido
Energia cinética

Puesto que la energfa cinética de una particula estd dada por T = 2mwv?, podemos definir
la energfa cinética de un sistema de particulas como

T = Z%miv? .
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Un cuerpo rigido es un sistema de particulas. Ademds, si el rigido es continuo podemos

escribir la ecuacién anterior como una integral:

1 1
T:/ fvzpdV:f/ pv2dV .
v 2 2 Jv.

c

Considerando el caso més general, es decir, un movimiento de roto-traslacién alrededor de un
eje de rotacién arbitrario (que pasa por el punto O), la velocidad es T = o + & x 7/, con lo

cual,

1
:i/ (T + @ x ') - (Fo +@ x #) dV
Ve
1
:5/ P[5 + (@ x 7')2 + 200 - (& x 7)] dV
Ve
1
—5/ p[% + (wr'sena)? + 200 - (& x 7)]dV

c

donde 7'sen @ = s es la proyeccidn del vector 7/ sobre la direccién perpendicular a @, como
habfamos visto en la figura 11.28. Entonces,
1

T:i/ plT% + (ws)? + 200 - (& x )] dV
VC

1 1
7/ pz‘;’QOdV—i—f/ p(ws)QdV—F/ pio - (@ x 7')dV
2 Ve 2 Ve \%Z

c

1 1
717%/ pdV—|—7w2/ ps2dV+ﬁo-(J5></ pr’)dv
V. 2 v V.

2

1 1
§m17% =+ 5(.0210 + 170 . (sz X chM /) ,

donde I es el momento de inercia respecto del punto O.
Vamos a analizar algunos casos particulares.

* Traslacién pura.

En este caso,w = Oy se cumple que

1 1
T = imv% = imvéM ,

ya que todo el rigido (en particular el centro de masa) se desplaza con ¥ = Up. Es decir,
hemos obtenido la misma expresién que para la masa puntual.

* Movimiento de rotacién pura alrededor de un eje que pasa por O.

En este caso, o = 0, con lo cual

T==-uwI, .
W 1o
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* Movimiento de roto-traslacién eligiendo un eje de rotacién que pase por el centro de
masa. En este caso, o = Yo, O = CM y 7y, = Fom = 0, de manera que

1 1
T = imvéM + 5]6‘0)2

En esta ultima expresion, el primer término corresponde a la energfa cinética de trasla-
cién y el segundo término, a la energfa cinética de rotacién.

11.2.9 Trabajo y energia potencial

Consideremos varias fuerzas que se aplican sobre un sistema de particulas. Vamos a definir
el trabajo que ejerce esa fuerza sobre el sistema como la suma de los trabajos ejercidos sobre todas

las particulas:
W=> W;.
i

Por otro lado, sabemos que el trabajo W; sobre la particula i es igual a la variacién de su energfa
cinética AT}, como habfamos visto en la ecuacién (10.7). Entonces, podemos escribir para un
sistema de fuerzas actuando sobre un sistema de particulas designadas con el subindice i:

W=> W,=> AT, =AT,

donde AT es la variacién de la energfa cinética de todo el sistema. Pensemos que cada particula
es desplazada en una cantidad pequefia AS5j a lo largo de su trayectoria por la accién conjunta
de las fuerzas aplicadas. Por la definicién de trabajo podemos escribir:

W=>Wi=> F-As.

En esta tltima expresién Fj es la fuerza aplicada sobre la particula 4, 0 mds generalmente, la
resultante de las fuerzas aplicadas sobre la particula ¢. Dividiendo por el intervalo de tiempo At
durante el cual se produce la variacién de las posiciones de las particulas y usando que W = AT,

AT - AS;
=F F, . .
At Z At

2

Si hacemos tender At a cero nos queda,
T _
L S R S SUSES WARED DLALES » AR Nr
i J#i i j#L

donde con F Ei se denotan las fuerzas exteriores al sistema aplicadas sobre la particula iy F;Z es
la fuerza que la particula j aphca sobre la particula 7. La tltima suma doble de ecuacién (11.45)
tendré términos de la forma F) ki - U y otros de la forma Fl - Up. Considerando estos términos
de a pares vemos que

ﬁkl - U+ ﬁlk TS ﬁkl - — ﬁkz U = ﬁkl . (’171 — 17k) , (11.46)
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ya que, por la tercera ley de Newton, Fj; = —Fjy. Pero, por tratarse de un rigido, podemos
escribir

con lo cual

Reemplazando en ecuacién (11.46):
F - (0 — U) = Fy - [@ x (7' = 7)),

pero el vector 7 ' — 7,/ estd dirigido desde el punto k hasta el punto [, es decir, tiene la direccién
de la fuerza Fj,; y porlo tanto Fy,; L [&J X (7' — 7 ")] y el producto escalar se anula. Entonces
de la ecuacién (11.45) solo sobrevive la suma que involucra las fuerzas exteriores:

T L
E:ZFEi"Uz’-

Ahora reemplazamos en esta tltima ecuacidn la expresién para la velocidad:

dr

— = > Fpi (o +@ x7) (11.47)

donde se ha elegido convenientemente un eje de rotacidn que pase por el centro de masa. La
notacién sigue siendo la que usamos habitualmente: I2; es la posicién del punto 7 vista desde
un sistema inercial y 7 es la posicién del mismo punto vista desde el centro de masa.

Antes de seguir con el desarrollo, proponemos el siguiente

Ejercicio

Dados tres vectores ff, B y c , probar que
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Usando este resultado podemos trabajar sobre la ecuacién (11.47):
dT N — o - —
;= Z'UCM Fgi + Z(w X 7i) - Fpi
? K2
= o Fri+ Y & (7 x Fi)
i %

> don - Fri+ Z@' [(Ri — Rewr) x Fil

= vcn - ZFEz +d- ZR X Fr; — RCMXFEZ)

ZUCJVJ'ZﬁEi+w (ZTEZ Reu XZFE1>
- = dL dL

ZUCM~ZFEi+w (dtdto>

. - dL
:UCM'ZFEH—W'TE

dRCM Z o+ Y. dLS

donde se ha introducido la coordenada angular 6. En base a la tiltima ecuacién podemos escribir

=

dT = dW = <Z FE> “dRcwy + dj—ts -wdb . (11.48)

Si existe una funcién potencial dependiente de las coordenadas V' tal que su variacién es
el trabajo realizado sobre el rigido cambiado de signo (como ocurria en el caso de una masa
puntual), puede escribirse

q . L
AV = —AW = _/ (ZFEZ) - dRc _/ddTS -ode . (11.49)

Cuando existe una funcién potencial definida en ecuacién (11.49), asociada a las fuerzas
aplicadas, la energfa mecdnica del rigido es la suma de la energfa cinética mds la energfa potencial

V:
1 1
E=T+V = mUCM+§IGw2+V.

En este caso, la variacién de la energfa mecdnica estard dada por:
AE=AT+AV =AW - AW =0.
Ejemplo: caida libre

Calculemos la variacién de la energfa potencial de una piedra de masa m cuando es arrojada

desde una posicién inicial R% a enelsuelo hasta una posicién final R'é v Situadaaunaaltura h.
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. . . 2B dls _
Al estudiar este caso, en la seccién 11.2.7, vimos que El Fgi = Pgyque =% =

reemplazando en la ecuacién (11.49) podemos escribir

0. Entonces,

R _ N R R _
AVZ—/ Pg~ dRCMZ—/ m(—g)j~ dRCM,

RiCM RE‘M
donde se ha elegido €l e¢je y apuntando hacia arriba. Vemos que a medida que varia la posicién
del centro de masa el producto escalar j - dRc s es igual a dyc s, con lo cual se obtiene

h
AV:/ mg dycy = mgh .
0

Si fijamos el origen de la energfa potencial en y = 0, tenemos simplemente que V' = mgh,
igual que en el caso de una masa puntual ubicada en el centro de masa del rigido.

Ejemplo: cilindro que rueda por un plano inclinado

Consideremos nuevamente el cilindro dela figura 11.42. En este caso, para calcular el trabajo
W efectuado por todas las fuerzas actuantes, dado en forma diferencial en la ecuacién (11.48)
tenemos:

_ - 2 dL 1 2 -
ZFEi =F.+N+mg=mdcy = gmgsena iy dits =1y = §mR2% sena k|

?

dondeiy k son las direcciones paralela al plano hacia abajo y entrante a la hoja, respectivamente.
Reemplazando en la ecuacién (11.48) obtenemos

P . R A
WT:/gmgsenai~ dRCM—&-/m%senak-de

2 mR,
= gmgsena droy +

Pensemos que queremos calcular el trabajo desde que el centro de masa del cilindro par-

gsena de .

te de una posicién xcpr = 0 hasta que llega a una posicién zcps = d. Esa variacién de la
coordenada  se corresponderd con un giro entre §; = 0y 05 = d/R. Entonces, en este caso,

d d/R
2
W = / gmgsena dxop —|—/ mRg
0 0

2 1
= gmgseno d—+ gngsena =

sen o df

= mgdsen o
= mgh , (11.50)

donde h es la coordenada vertical medida hacia abajo. Es decir, el trabajo que realizan todas
las fuerzas se corresponde con la variacién de energfa potencial que experimentarfa una masa
puntual, ubicada en la posicién del centro de masa del cilindro, deslizando sobre el plano. Para
que este resultado sea consistente deberfamos ser capaces de demostrar que la dnica fuerza que
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trabaja es la fuerza peso, ya que es la que estd asociada con una funcién potencial tal que su
variacién es —mgh.

Para mostrar esto pensemos en una situacién andloga a la descripta, pero enla cual el cilindro
deslice sin ningtn tipo de rozamiento. En este caso 4 = 0y w = 0, por lo tanto, el segundo
término de la ecuacién (11.48) es nulo y podemos escribir para el trabajo de la fuerza peso:

d
Wp:/ ZFEz -dRcM:/mg.dECM:/ mg sena dzons = mgh.
i 0

En el caso en que hay rozamiento, sabemos por la ecuacién (11.50), que el trabajo de todas las
fuerzas es

Wr =Wp +Wg, =mgh, (11.51)

ya que la fuerza normal no realiza trabajo porque se anula el producto escalar. Entonces, por
las ecuaciones (11.50) y (11.51), se concluye que W, = 0. Volvamos a considerar la ecuacién
(11.48); vamos a calcular el aporte de la fuerza de roce estitico sobre sus dos términos. Para el
primer término podemos escribir

L 1
/ B Roy = ~Fud = —smgh

mientras que el segundo término estd referido a la variacién de L. Como la fuerza peso estd
aplicada sobre el centro de masa, no produce ninguna variacién de Ly y, todo el efecto corres-
pondiente es debido a la fuerza de roce:

dL, 1
~wdl = I[gv0r = —mgh .
/dt w GYUf 3m9

Comparando las tltimas dos ecuaciones, se verifica que el trabajo de la fuerza de roce es nulo.

11.2.10 Giroscopo y trompo
Movimiento del giréscopo

Un girdscopo es un dispositivo como el mostrado en la figura 11.44, en el cual un volante
de momento de inercia I*, respecto de su eje de simetrfa, puede girar alrededor de dicho eje.

Los armazones circulares tienen masas pequefias comparadas con la del volante. Los tres
ejes, correspondientes a los tres armazones, son libres de cambiar su orientacién, pero su inter-
seccidn siempre se encuentra en el centro de masa del volante. Los armazones estin montados
en un dispositivo que tiene rozamiento despreciable, denominado suspensién carddnica. Con
esta configuracidn solo podrian ejercerse torques externos sobre el eje del volante, que pasa por
su centro de masa, ya que el Ginico contacto con el «exterior» esa través de este eje; sin embargo,
esto no es posible debido al rozamiento infimo de los ejes. Entonces, eligiendo el centro de masa
como centro de momentos, ya que
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Figura 11.44: Girdscopo.

podemos concluir que L=cte. Si suponemos que el centro de masa del volante no se desplaza
(producir tal desplazamiento caminando con el giréscopo en la mano, por ejemplo, solo apor-
tarfa confusién al problema), y que originalmente el volante gira alrededor de su eje, que es un
eje principal de inercia,

L=1"Ls=1I&,

pues el reposo del centro de masa asegura que el momento angular orbital es nulo. Vale decir que,
por ser Ezcte., también podemos afirmar que W=cte. y el eje del volante apuntard siempre en
la misma direccién a pesar de los intentos que se hagan de torcerlo. Sin embargo, si «hacemos
trampa» al giréscopo y ejercemos directamente una fuerza sobre el eje del volante, habremos
ejercido un torque externo sobre el volante y L no serd mds constante. Es interesante estudiar
cOmo reacciona este dispositivo en esa situacién. Para analizarlo, consideremos que el eje del
volante estd inicialmente horizontal, como indicala figura 11.45, y girando con alguna velocidad
angular &J, de manera que el valor inicial de L es distinto de cero.

Si colgamos una masa 1m, como muestra la figura, aparecerd un torque 7 en la direccién ho-
rizontal perpendicular al eje del volante. Como dL = Tdt, la variacién de L resultante serd
paralela a 7 como muestra la figura 11.46. Entonces, al variar la direccién de E, variard la direc-
cién de ¢J, es decir, la direccién del eje del volante. Para tiempos pequefios podemos pensar que

el dngulo girado d¢ = dL/L, conlo cual:

T

oo _dL T
Podt  Ldt L Igw’
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Figura 11.45: Giréscopo con una masa suspendida.

donde wy, se denomina velocidad angular de precesion. El eje del volante, entonces, en vez de
inclinarse hacia abajo como podria parecer, comienza a girar con velocidad angular w,, alrededor
de la direccidn vertical.

Figura 11.46: Precesion del giréscopo.
En realidad lo que ocurre es que la velocidad angular resultante es

Br=0@+d, .

Este vector i no tendrd entonces la direccién de un eje principal de inercia, no podemos usar
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més el hecho de que la velocidad angular es paralela al momento angular y la descripcién del
problema se complica, a menos que w, < w. Cuando esta tltima condicién no se cumple, si
bien el vector I, precesa alrededor del eje vertical, los vectores W y & (y con este dltimo, el eje
del volante) realizardn un movimiento complicado denominado «nutacién». En particular, si
el torque exterior aplicado es grande o la velocidad angular inicial w es pequefia, ocurre lo que
esperarfamos: el eje del volante se inclina hacia abajo.

Sin embargo, es posible lograr que w, < w mediante el uso de un motor eléctrico, por ejem-
plo. En este caso, el eje del volante se mantendr4 estable, particularmente si se usa el giréscopo
como se debe, es decir, sin tocar el eje del volante: si consideramos una velocidad de rotacién w
grande y un rozamiento despreciable en los ejes del girdscopo, el eje del volante se mantendrd
siempre paralelo a sf mismo. Uno de los usos de este dispositivo es para orientacidn, particular-
mente en la navegacion: en este caso, el giréscopo se denomina «girocompids». Un girocompds
es un girdscopo, cuyo eje (el eje del volante) se coloca paralelo al eje de la Tierra y es mantenido
rotando a gran velocidad mediante un motor eléctrico. Por mis que el explorador, el avién o el
barco cambien su rumbo, el ¢je del girocompds siempre se mantendrd paralelo a sf mismo, de ma-
nera que su proyeccion horizontal siempre apuntard en la direccién sur-norte, lo que convierte
al girocompds en una brajula no magnética. La proyeccién horizontal del eje del girocompés es
un punto cuando su ubicacién coincide con alguno de los polos terrestres; esto nos dice que el
dispositivo no funciona en las zonas cercanas a los polos.

Movimiento del trompo

Un trompo es un cuerpo con geometria acimutal que puede rotar alrededor de su eje apoya-
do sobre uno de sus extremos bajo la accién de la fuerza gravitatoria. Consideremos un trompo
de masa m y momento de inercia I respecto de su eje de simetria como el de la figura 11.47. El
trompo gira alrededor de dicho eje apoyado sobre el punto P, formando un dngulo o con la
horizontal.

Si efectuamos un andlisis similar al realizado con el giréscopo, vemos que

_d¢  dL 7 mghsen(90° — )

Wp = dt _Lcosadt:Lcosa_ Twcos «

donde 90° — cv es el dngulo que forman los vectores peso y posicién del centro de masa (medido
desde el punto P). Por lo tanto tenemos:

_ mgh

wp = (11.52)

Al igual que en el caso del girdscopo, esto vale siempre que w, < w, es decir, cuando w
coincide con un eje principal de inercia: el eje de simetrfa del trompo. Cuando esto no ocurre,
el movimiento de precesién se combina con el de nutacién, mucho mds dificil de describir. La
ecuacién (11.52) nos dice que en la aproximacién de precesién pura, la velocidad angular de
precesién no depende de la inclinacién del trompo.
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Figura 11.47: Movimiento del trompo.
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APENDICE A

RESOLUCION ALTERNATIVA DEL MOVIMIENTO
OSCILATORIO ARMONICO

Existe una forma alternativa de obtener la funcién de movimiento correspondiente a la
ecuacién de movimiento de un cuerpo enganchado a un resorte, diferente a como hicimos al
resolver la ecuacién diferencial (8.26). Para ello utilizaremos el concepto de energfa. Vimos que
la expresién de la energfa para un cuerpo sobre el cudl estd aplicada una fuerza eldstica es

1 1
FE = iva + 5/@952 .

Despejando la velocidad obtenemos

dx 2F k
V= — =4/ —4/1— —22.
dt m 2F
dx
2F k
VoL 2p??
Haciendo el cambio de variable u = 4/ % x e integrando, la ecuacién anterior queda
m d "
[m / _du / gt
k V1—u?
Resolviendo esta integral y escribiendo nuevamente en términos de la variable 2 tenemos

Im |k
karcsen( 2E:E> =t+C.

Despejando la expresién de x en funcién del tiempo,

x(t) =1/ % sen (\/Zt + (;50) , donde ¢ = \/ZC’ . (A1)

En el punto de mdxima elongacién (x = z,,) la energfa mecdnica es totalmente el4stica

Por lo tanto

=dt.

1
Despejando x,,, tenemos
2F
Ty = —_ .
k

Reemplazando esta expresién en la ecuacién (A.1) y denominandow = 4/ % podemos escribir

x(t) = xp, sen(wt + ¢p) .
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A.1 Movimiento oscilatorio amortiguado

Hemos visto que, si tenemos un cuerpo unido a un resorte de constante eldstica k, y lo
liberamos desde una posicién diferente a la de equilibrio, oscilard alrededor de esta posicién con
un movimiento oscilatorio denominado arménico simple. La funcién de movimiento dadaen la
ecuacion (8.29) indica que el cuerpo nunca modificard su movimiento oscilatorio. Sin embargo,
nuestra experiencia nos indica que en la prictica el cuerpo ird reduciendo la amplitud de las
oscilaciones hasta detenerse. Esto se debe a que, sobre el cuerpo, ademds de la fuerza eléstica,
existe la fuerza viscosa que el medio le ejerce, aunque despreciemos el posible rozamiento entre el
resorte y la superficie sobre la que estd apoyado. La ecuacién de movimiento del cuerpo unido a
un resorte que se mueve sobre una superficie horizontal sin rozamiento o colgado verticalmente,
serd:

ma = —k(z — z.) — Do,

donde hemos utilizado la ecuacién (8.16) para la fuerza viscosa, debido a que el cuerpo no al-
canza grandes velocidades. La ecuacién de movimiento, expresada en términos de la coordenada
T, es:

d*x dz
moe = —k(x —z.) — Dnd— .

Sillamamos v a la coordenada medida desde la posicién de equilibrio (v = = — z,), la ecuacién

(A.2) queda

(A.2)

d*u du
— = —ku—Dn— ;
7P b it
o bien,
d?u du 9
el + QQE +wou=20, (A.3)
donde
Dn 9 k
200 = — = .
« m y wO m 3

aqui, wy es la frecuencia angular a la que oscilarfa el cuerpo en el vacio y « estd relacionado
con el rozamiento del cuerpo con el fluido. Para poder determinar la funcién de movimiento
del cuerpo debemos encontrar una funcién u(t) que satisfaga la ecuacién (A.3). Proponemos
como solucién la funcién

u(t) = Ae"t | con A = cte. (A.4)
Reemplazando esta funcién en la ecuacién (A.3) resulta
Ay e 4 20 Ave" 4 wiAe’t =0 ;

Ae" (v 4+ 20y +wj) =0. (A.5)

Entonces, para que la funcién u(t) dada en la ecuacién (A.4) sea solucién de la ecuacién (A.3)
se debe satisfacer que y* + 2y + wg = 0. Las soluciones a esta ecuacién son:

7 =—a— /a2 —wk y Yo =—a+/a?—wi. (A.6)
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Como cualquiera de estas dos posibilidades para  permite encontrar una solucién de la ecua-
cién (A.3), la expresién mds general es una combinacién lineal de ambas soluciones:

u(t) = Ajet + Age™t | (A7)

dondelas constantes A; y A3 se determinan a partir de las condiciones iniciales del movimiento.
Analicemos algunos casos particulares.

2,2 Dn _ k
a)a® —wi >0 = \Vam >k
En este caso, la fuerza viscosa predomina sobre la fuerza eldstica en el movimiento del cuer-
po; las soluciones dadas en la ecuacién (A.6) son reales y la funcién de movimiento del cuerpo

u(t) _ efat (Ale—\/oﬂ—wgt + Ageﬁ/oﬂ—wgt)

En esta situacién, denominada «movimiento sobreamortiguados, el cuerpo no oscila sino que

€s:

tiende a desplazarse hacia la posicién de equilibrio. En la figura A.1 se muestra la funcién de
movimiento para el caso particular en que la masa del cuerpo es 1 kg, la constante del resorte
kE =100N/mya = 1,2 wy. La curva a corresponde a un cuerpo que parat = 0, estd despla-
zado 0,1 m de la posicién de equilibrio y es liberado a partir del reposo, mientras que la curva
b corresponde a un cuerpo que parat = 0 se encuentra en la posicién de equilibrio con una
velocidad de 2 m/s.

0.10f

0.08

0.06

u[m]

0.04 b

0.02

0.00F

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
t[s]

Figura A.1: Funcién de movimiento de un cuerpo cuyo movimiento es sobreamortiguado. a)
Liberdndolo desde fuera de la posicién de equilibrio. b) Partiendo de la posicién de equilibrio
con velocidad mayor que cero.

o)
&

N
3
3=

b)a? —wi=0 = 5
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En este caso, la fuerza viscosa y la fuerza eldstica son del mismo orden. Ahora la ecuacién de
movimiento (A.3) queda
du du
— +2a— +a’u=0. A8
az "o T (&.8)

Como la ecuacidn (A.5) tiene una dnica solucidn real, la funcién de movimiento serd
u(t) = Ale_at .

Sin embargo, es ficil comprobar que la funcién
u(t) = Agte™

también es solucion de la ecuacién (A.8). Entonces la solucién mds general es la suma de ambas
soluciones

u(t) = (A + Ast) et .

La funcién de movimiento muestra que en esta situacion, denominada «amortiguamiento cri-
tico», el cuerpo no oscila y simplemente se desplaza hasta llegar a la posicién de equilibrio de
manera similar alo que ocurre en el caso sobreamortiguado. En la figura A.2 se muestran las fun-
ciones de movimiento para el caso de amortiguamiento critico, para las mismas condiciones del
ejemplo mostrado en el caso sobreamortiguado. En la figura A.3 se muestra comparativamente

010}
008f |,
__006}
E
>
0.04}
0.02}
b
0.00 VAR
1 2 1 2 1 2
0 1 2 3
t[s]

Figura A.2: Funcién de movimiento de un cuerpo cuyo movimiento corresponde al caso de
amortiguamiento critico. a) Liberindolo desde fuera de la posicién de equilibrio. b) Partiendo
de la posicién de equilibrio.

las funciones de movimiento de los casos sobreamortiguado y critico. Cuanto mds préximo es
el valor av a wp mds rdpidamente retorna el cuerpo a la posicién de equilibrio.
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0.10f o =1,2 o2

-TT =M
0.08

0.06

u [m]

0.04

0.02

0.00f

t[s]

Figura A.3: Comparacién entre las funciones de movimiento de los casos sobreamortiguado y
critico.

2_wg <0 = 1<

En este caso las dos soluciones a la ecuacién (A.5) son nimeros complejos conjugados:

N=-—a—iywi—a? |, mm=-a+tiy/wi—a?,

y la funcién de movimiento, de acuerdo a la ecuacién (A.7), es

u(t) = e—ot (Alei,/wgazt + AQeiq/w8a2t> . (A.9)

c)o

Debido a que la coordenada del cuerpo debe ser un ntimero real, en este caso las constantes A;
y Ay son nimeros complejos. Denominando wy = 4/ wg — o2 podemos escribir la ecuacién
(A.9) como

u(t) = e=* [By cos(wit) + By sen(wit)] , (A.10)

donde
B1 = A+ A, y Bgzi(Ag—Al).

Como la ecuacién (A.10) describe la coordenada del mévil, las constantes By y By tienen que
ser necesariamente nimeros reales. Sabemos que podemos escribir

Bj cos(wit) + Basen(wit) = @y sen(wit + o) -
Entonces, la funcién de movimiento para este caso es

u(t) = xpme”* sen(wit + ¢o) -
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Ahorael cuerpo oscilard con una frecuencia angular wy y con una amplitud et que va dis-
minuyendo con el tiempo. Este caso se denomina movimiento oscilatorio «subamortiguado» .
En la figura A.4 se muestra un grifico de la funcién de movimiento, suponiendo o = 0, 5 wy,
v(0) = 0y z(0) = 0,1 m. Vemos que el fluido modifica la frecuencia angular de oscilacién

0.10

0.05

u[m]

0.00

-0.05

-0.10

t[s]

Figura A.4: Funcién de movimiento de un cuerpo con movimiento oscilatorio subamortigua-

do.

del cuerpo respecto a la que tendrfa en el vacio. En este caso el perfodo 17 serd

Una aplicacién préctica de estos conceptos es en la suspensioén de un automdvil, que estd
constituida por un resorte que tiene en su interior un amortiguador. El amortiguador, como su
nombre indica, es el encargado de amortiguar las oscilaciones del resorte. En general se intenta
que el automdvil vuelva lo antes posible a su posicién original y por lo tanto se trata de que
trabaje en el régimen de amortiguacién critica.
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APENDICE B

PERIODO DEL PENDULO EN FUNCION DE LA
AMPLITUD (GRANDES OSCILACIONES)

En la seccién 8.9 estudiamos el movimiento de un péndulo ideal y resolvimos la ecuacién
de movimiento para el caso de pequenias oscilaciones. Ahora nos abocaremos a la situacién més
general, en la que no es védlido hacer la aproximacién sen() ~ 6.

Como puede verse en la ecuacién (8.35), la energfa mecdnica de la masa del péndulo estd

dada por

1
E= Emv2 — mglcos(f) .
Como v = £df /dt podemos escribir
1, (do?
E=—_mt*|— ) —mglcos(d) = —mglcos(by) ,
2 dt
donde 6 es la mdxima amplitud angular del péndulo. Entonces podemos despejar la velocidad
angular
do 2
— =/ 29 cos(f) — cos(fp)
t 14
y escribir

| ¢ do
dt =+ — . B.1
29 \/cos(0) — cos(by) (B

Integrando a ambos lados de la igualdad podriamos encontrar la relacién entre el tiempo y la
posicién angular del péndulo. Sin embargo esta integral solo se puede resolver de manera nu-
mérica.

Utilizaremos la ecuacién (B.1) para determinar el perfodo del péndulo en funcién de la am-
plitud angular, sin tener que hacer la aproximacién de pequefias amplitudes. Integrando la ecua-
cién (B.1) en el intervalo correspondiente a un periodo, que corresponde a 4 veces el tiempo que
demora el péndulo en recorrer desde @ = 0 hasta 0 = 6,

0o
dt =4 / . (B.2)
cos(f) — cos(fp)

Como cos(f) = 1 — 2sen?(6/2) la ecuacién (B.2) queda

\/7 '
. (B.3)
sen %) / sen(6/2) i|

9611(190/2)

Haciendo el cambio de variable

[SIES

)
Ve

sen (

8=

vl

sen (
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la ecuacién (B.3) resulta

2dp
\/7/0 cos(0/2) m \/7/ \/1—52\/1_5256112 90/2) .

La integral

- [ 1 e
B 2 2,2
o /(1 —=p5%)(1 - p%?)
se denomina «integral eliptica completa de primera especie» y no tiene solucién analitica cerra-
da. Sin embargo, se puede hacer un desarrollo en serie:

- 120 (L3 U4+ 1-3-5 2v6+
2 2.4 2.4-6

n=

K(v) =3

Es decir,

Vemos que en la ecuacién (B.4) podemos identificar una integral eliptica completa de primera
especie con v = sen(6y/2). Entonces podemos escribir

ST @) 1P 60\ e
T(0) =Ty Z [22"(”')2] sen (2) ) donde Tj = 271’\/; . (B.5)

n=0

En la figura B.1 se muestra cémo varfa el periodo del péndulo con la amplitud de oscilacién. El
célculo se realizé con los 130 primeros términos de la sumatoria de la ecuacién (B.5).

En la Tabla B.1 se puede comparar el periodo del péndulo calculado por diversos métodos.
En la primera columna estdn los valores 6 y en las siguientes columnas se detallan los valores
de T'/Ty. El método 1 consiste en integrar numéricamente la integral eliptica, en el método 2
se incluyen los 130 primeros términos de la sumatoria de la ecuacién (B.5) y en el método 3 se
consideran solo los dos primeros términos. Como puede verse, es posible calcular con bastante
precisién el periodo del péndulo utilizando solo algunos términos. Si se tienen en cuenta so-
lamente dos términos de la sumatoria, para 6y = /2 la diferencia con los otros métodos de
célculo es menor que el 2%.
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T/T,

1.08
1.06
1.04

1.02

1.00 |; ,

0 20 40 60 80
0[]

Figura B.1: Amplitud del péndulo en funcién de la amplitud

Ang. Mét.1 | Mér.2 | Mée.3
1,0000 | 1,0000 | 1,0000

0
7/6(30°) | 1,0174 | 1,0174 | 1,0174
7/4(45°) | 1,0400 | 1,0400 | 1,0396
7/3(60°) | 1,0732 | 1,0732 | 1,0713
7/2(90°) | 1,1803 | 1,1803 | 1,1602

Tabla B.1: T'/T} integrando numéricamente la ecuacién eliptica (Mét. 1), tomando los 130
primeros términos de la sumatoria (Mét. 2) y tomando solo los dos primeros términos de la
sumatoria (Mét. 3).
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