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El problema de Stefan unidimensional para el liquido
sobreenfriado

Cristina Vilma Turner

1 Introduccién

El problema cldsico de Stefan unidimensional a una fase (caso fusién), consiste en
hallar la temperatura § = 6 (y,7) y lafronteralibre r = r(7) solucién del siguiente
sistema :

8, = efy,, Dcy<r(r), 0<T<my
Hr(r)r) =0, 02 r<wp :
koy(r(r),r) = —pir'(r), D <7 < 7 (1.1)

k0,(0,r) = ¥(r), 0<7<m

01,0) = 9(y) 0<y<b
r(0) = &
donde:
k esla conductividad térmica.
p es la densidad de masa.
¢ es el calor especifico.
! es el calor latente de fusion.
a = £ es la difusividad térmica.

¢ esla temperatura inicial,

¥ es el flujo de calor en el borde fijo y = 0.



Reslizando el signiente cambio de variables:

= il
z—a 4 pcb’T

z(=z,t) = '—;ﬂ[y,'r] a(t) = @

El problema (1.1) se transforma de la siguiente manera:

2 = 7, . 0<z2<st), 0<t<T
z(s(t),t) = 0, 0<t<T
z(s(t),t) = -4(t), 0<t<T (1.2)
z(0,2) = g(t), 0<t<T
22,00 = h(z), 0 <z <1
J(ﬂ} = 1
donde:
b
1) = ¥, Kz = 1é(n)
k
P = mfﬂ.

Dy = {(z,t)/0<z<s(t), 0<t<T}

Observemos que las nuevas variables independientes 2,1 y las nuevas variables
dependientes z(z,t), s(t) son adimensionales.

Ademas, la condicién de flujo sobre €l borde fijo y = 0 puede ser reemplazado
por una condiciéon de temperatura, es decir:

#0,7) = ¥p(7), 0<T <70
la cual se transforma en

2(0,t) = goft), 0<t <T
con golt) = ;?u(f]
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Diremos que el triplete (T, s, z) es una solucidn clésica de problema de frontera
libre (1 2) &1 y sdlo si.

i) T >0
ii) s € C[0,T), & € C(0,T), s(t) > Oen [0,T).

iii) La funcién z = z(z,t) es continuay acotadaen 0 < z < 5(t), 0<t < T,
la funcién z.(z,t) es acotada en dicho dominio ¥ continua en el mismo salve
un eventual nimero finito de puntos sobre la frontera parabélica; las funciones
Zee(%,t) y 2(z,t) son continuasen 0 < z < s(t), 0 <& <T.

iv) Se satisfacen las condiciones de {1.2).

El problema de Stefan ordinaric (h > 0, g < 0) ha sido ampliamente estn-
diado. La existencia de solucién estd probada para todo T y $(t) > 0.

En [1] ¥ [2] se puede encontrar bibliografia sobre el tema.

El propésito de este trabajo es analizar el problema de Stefan unidimensional
correspondiente al liquido sobreenfriado, es decir el caso A < 0, g > 0. Este
problema difiere sustancialmente del prablema de Stefan ordinario.

2 Analisis de los distintos tipos de solucién

En esta seccién y en las subsiguientes consideraremos el problema de Stefan para
el liquido sobreenfriado con una condicién de contorno en la cara fija z = 0 de
temperatura. Por lo cual se requiere que la funcién gy sea una funcién no positiva
y continua a trozos en cada intervalo (0,t) ¢ > 0 y h sea una funcién continua no
positiva en el [0,1], A(1) = 0 y h{z) Holder continuvaen z = 1.

Entonces si la solucién del problema (1.2) existe, tres diferentes tipos de com-
portamientos de la solucién (T, s,z) se observan:

{A) El problema tiene solucidn para T arbitrario.

(B) Existe una constante Tg > 0 tal que lim s(t) = 0.
=Ty

(C) Existe una constante Tg > 0 tal que lim s(t) > 0y lim $(t) = -oo.
t-+Tha - Tn



La demostracién se puede ver en [3] y [4].

Como veremos, cualguiera de estos tres casos puede ocurrir con una apropiada
eleccidn de las funciones & = A(z) ¥ g0 = go(t) en el problema (1.2).

Una manera apropiada de analizar cdales datos iniciales y de contorno (&, gg)
generan soluciones de tipo A, B y C es a través de las denominadas integrales de
energia, éstas son simplemente representaciones integrales del problema.

Por ejemplo, se puede probar facilmente que si (T, s, 2} es solucién del problema
(1.2) entonces se satisfacen las siguientes ecuaciones integrales

) = 1 +f: k(=) dz - [: £{0,7) dr - j:m 2(z,1) &= (2.3)
@ = %4-leh(z}dtv!-‘{:gu{f}df-—-[u'{q:z(=1l}d.‘l: (2.4)
"?3 = %1-2]:d'rful{uz{:,t}dm—j:mzl:z,t]zzd:l+j:h{=}=’iz

(2.5)

Las cuales se obtienen usando la identidad de Green

fL.{uI-z — zL'u) dzdr = [wt{z.u—- zuz) dr + uz dz

donde I representa el operador del calor y L* el operador del calor adjunto.

Las férmulas (2.3), (2.4) y (2.5) se obtienen tomando z solucién del problema
(l2)yu=1,u=zyu = z? respectivamente.

Otras relaciones del mismo tipo se pueden obtener usando polinomios de mayor
orden para u(z,1).

Las propiedades mds importantes del problema (1.2) son enunciadas en la si-
guiente proposicion.

Proposicién 2.1 5i (T',s,z) es solucidn del problema ((1.2), entonces:

(i) z < 0 en Dr.
(ii) 3(2) es una funcién decreciente en (0,T).

(iii) Si k'(z) > 0 y go(t) < 0, luego z(z,1) > 0 en Dr.
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(iv) Si h{(z) = ¢— 1, con ¢ = constante, para 0 < = < 1, y go{t) > c — 1 para
t > 0, entonces el problema (1.2} no tiene solucién.

Demostracién 2.1 (i), (i) y (iii) se obtienen de la aplicacion del Principio del
mdzimo.

(iv) Para cualguier solucidn (T,s,z) de problema (1.2), se satisface D < s(t) < 1
y0<t<T, ypor el principio del mdzimo resulla z(z,1) > ¢ —1 en Dy, luego
de (2.4) se obtiene

S#{)-1 ¢

A Sk N VL

2
es dectr, Eig:ﬂc < 0, lo que es una contradiccidn junte a ¢ <0 y s(t) < 1.

Observacidn:

Un resultado general de no existencia se puede ver en [5]. Una condicién sufi-
ciente de no existencia estd dada por A < —1 en el entorno izquierdo de z = 1,
independientemente del comportamiento de la temperatura de contorno g = ga(t)
en z = 0.

Proposicién 2.2 5i (T,s,z) es solucién del problema (1.2} y

h{z)

I

m{go}(l1-2) , 02 =<1 (2.6)
luego
2(z,1)

I

m{go) (1 - ) en Dr (27)

ﬂfll+m&o}]—m(§a}i¥ %+f;§n{r]dﬂr+fnx=h{=)d= D<t<T
(2.8)

donde m(go) = uéuiigr go(t).

Demostracién 2.2 (i) Definimos la funcién

W(z,t) = m{go)(z - 1) en D = {(2,8)/0<2<1,0<t<T}

comparando W con z y usando el Principio del mdzimo se obtiene (2.7). Usando
(2.4) se obtiene (£.8).
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En lo que sigue procederemos a caracterizar los casos (A), (B) y (C) dependiendo
de los valores de R(t) donde

1 ¢
RO =+ [ 2b@)ds+ [ golr)ar (29)
0 o
observamos que R(t) = go(t).
Proposicion 2.3 Se tienen las siguientes implicaciones:

(i) case(B) = R(Tg) =10

Ta 1
(5i) caso(B) = _/; 2:(0,7) dr = 1 +_£ h(z) dz
(i) caso (B) = Ejfmh z(z,T) d:dr:—-;-—./:l 2* h(z) d=

Demostracién 2.3 Debido a la Proposicidn (2.2) podemos tomar lémite para t —
Ty en (2.8), (2.4) v (2.5) y obtener las tres relaciones de arriba.

Proposicién 2.4 Asumiendo que h(z) satisface:
Eriste una constante positiva H tal que

hz) > H(1-2), 0<z<1 (2.10)
y sea (T',s,2) una solucidn del problema (1.2) tal que

s = ‘EH_] s(t) > 0.

Ademds que exisian dos constanies d € (0,s¢), zp € (0,1) tal gue Hd < z;1n2
yz(s(t)-d,t) > -z, 0<1t<T; luego

—H:]n{l—:g]]

#(t) > min [_z;- T (2.11)

Demostracién 2.4 Es del mismo tipo que la del Lema (2.4) en [3].



Corolario 2.1 Si ocurre caso (), entonces la isolerma z = —1 eziste y alcanza
la frontera ibre en t = Tg.

Proposicién 2.5 Sea (T,s,z) una solucién del problema (1.2).
5i R(Tg) = 0 y =1 < m(go) < 0, entonces la solucién pertenece al caso (B).

Demostracién 2.5 Reemplazamos R(Tp) = 0 en (2.8) de la Proposicidn (2.2),
luego obtenemos la siguiente ecuacidn:

s*(Tg) s*(Tg)

(1 + m(go)) — m(go) —5— < 0.

2
Como 1 + m(ga) 2 0 y m(go) < 0, resulta s(Ts) = 0 lo que implica caso
(B).

Proposicién 2.6 Si (T,s,z) es solucién del problema (1.2), con go € L'(0,00),h
verifica la inecuacidn (2.6) y la solucién perlenece al caso A, entonces:

R(t)>0, t>0 (2.12)
Demostracion 2.8 Usando la inecuacidn (2.§) y las hipdtesis se obtiene la si-
guienie
inecuacidn:
o{t) 1 1
- [T stz tydz <llgolh +mign) [ 2(z-Ddz =llgoll = gmis) = C,
donde C > 0.

De las inecuaciones anteriores se concluye
a(t) t)
[ estama < [7 -z < c
0 o :
Reemplazando la inecuacidn anterior en (2.5) obtenemos:

afr)
2f d-rj 2(z,r) dzdr > —C - % 1>0 (2:13)
1] L] x

Supongamos entonces que ezista un Ty tal que R(To) < 0, luego de (2.4), se
sigue que
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a(t) a(t) 2
f —z{z,t) dz > f —z z(z,t) dz = %1 - R(f)z -R(Tu) >0, t =T,
o 0
5t integramos con respecto al tiempo la dltima tnecuacidn, resulta

ffp z(z,t)dzdr < R(To)t, t > Ty

lo que contradice (2.13).

Proposicién 2.7 Si (T,s,z) es una solucién del problema (1.2) y la funcién h y
9o salisfacen las siguientes hipdtesis

(i) h = h(z) < 0 es una funcidn creciente en [0,1];

(i) go = go(t) < 0 es una funcién decreciente, t > 0;

entonces si la soluctdn pertenece al caso {C), luego R(Tc) < 0.

Demostracion 2.7 De la Proposicidn (2.1) tenemos z.(z,t) > 0 en Dp. Del
Corolario (2.1}, la isoterma z = -1 debe alcanzar la frontera libre en t = Tg,
luego el dominioc Dt queda dividido en dos regiones y z(z,t) < ~1 a la izquierda
de la tsoterma z = -1,

Reemplazando esta estimacidn en (2.4) obtenemos

s’(f&;)—l 5 fulth(’}dz +f" gn(f).gﬂfuﬂ”}m
es decir F{E—Tﬂ z R(Tg) + iﬂgi}-
B R(Ts) < o
Observacién:

Las hipétesis de la Proposicién anterior pueden ser debilitadas, ver Corolario
(2.9) en [6).
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Corolario 2.2 §¢ R(t) > 0 para todo t > 0, entonces la solucién (T,s,z)
pertenece al caso (A).

Observacién:
De la misma manera hacha en esta seccién, se pueden obtener resultados andlogos
para la fase del sélido sobrecalentado.

3  El caso g(t) = constante

En esta seccion vamos a considerar el caso en el cual la temperatura 2(0,t) es
constante para fodo tiempo, digamos go(t) = -~B, con B > 0 y temperatura
inicial A = h{z) = 0.
Observacién 1:

Recordemos que en el cambio de variables hechoen el problema (1.1) para obtener
el problema (1.2) adimensionalizado

go(t) = %‘I’{t} donde c es el calor especifico y 1 el calor latente de fusion.
Con lo cual si estamos en el caso de temperatura constante en el borde z = 0
B = %"l’g donde ¥y = constante

al coeficiente B se lo denomina nimero de Stefan,

Observacién 2:
Como consecuencia de la Proposicién {2.7) en este caso no existe solucién global,
con lo cual solamente se observar4 comportamiento del tipo caso (B) o case (C).
Mids ain, uno puede probar ficilmente que la solucién para un dade B > 0 i
existe para todo t £ T con T > 4.

Proposicién 3.1 Sea (T,s,z) una solucién del problema (1.2). Si0 < B < 1,
entonces lo solucidn pertenece al caso (B).

Demostraciéon 3.1 Usando el Principio del mdzimo se sigue 2(z,t) > —1. De la
Proposicidn (2.4) el caso (C) es excluido, luego s6lo el caso (B) es posible.



Proposicién 8.2 Sea (T,s,z) una solucion del problema (1.2) luego

2(z,1) > —B erfe (2::) , enDy (3.14)

Demostracién 3.2Se sigue del Principio del mdzimo aplicado a z(z,t) = —W(z,t),
aqui W es la solucién de la ecuacidn del calor en el primer cuadrante z >0, £ >0,
con las siguientes condiciones de contorno: W{z,0)=0, z >0 y W(0,t)= ~B,
t>0.

La solucién W(z,t) tiene la siguiente forma:

W(z,t) = —B erfc (23‘_) , z>20,t2>0

Como consecuencia de la Proposicién (3.2), se obtienen las siguientes estima-
ciones sobre B para el caso (C).

Proposicién 3.3 Sea (T, s, z) una solucién del problema (1.2). Luego, B < 3 es
una condicidn necesaria para que la solucidén pertenezca al caso (B).

Demostracién 8.3 De la Proposicidn (5.2) se deduce

2(0,1) > Wa(0,1) = (3.15)

B
Vit

Si reemplazamos la estimacidn anterior en (2.4) se obtiene

Proposicién 3.4 La frontera kibre satisface las siguienies inecuaciones:

s(t) > Vi-2Bt, ng:g%
1-28./tjx)
1-B

Vi-28¢t 1
vi—-B ' 28’

I

s(1) , IX0 0L Bl

8(1)

1
=
1A
1A



Demostracién 3.4 La primera y la 1iltima inecuacién se obtienen reemplazando
z< 0 yz > —B, respectivamente en (2.{); la segunda se obtiene reemplazando
z> —B y(5.15)en (2.8)

4 Solucion explicita

Denominaremos problema Pg al problema (1.2) para go(t) = —B, B constante
B > 0 y temperatura inicial & = h(z).
Vamos a dar una solucién explicita al problema cuando (D) < 0.

Proposicion 4.1 El triplete (T, s,z) definido por z(z,t) = ¢ (;f5) » 0 < e <

s(t)
0 <t < T, es solucion del problema Pg si y sdlo si ¢ satisface
B
= -F + —= F(n({
#0) o Fr)
donde 1 > 0 es una solucidn de lg ecuacidn
G(z) = -;—l, z >0

G(z) z exp(—z?) F(z) con F(z) = j: e dr

Mds min, en este caso lenemos

s(t) = 1;‘1—4:;’{:21]\.’5—#, 0<t=<T

T=4—‘?z

3(0)

292 <0

h(z) = Hz), 0<z <1
Demostracitn 4.1 La funcidn ¢ = ${() debe satisface la siguiente ecuacidén di-
ferencial

#"(¢) + 5(0)¢H'(¢) = 0, #(0) = =B, (1) =0
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Observaciones:
La ecuacién G{(z) = -_—.IE, z > 0, tiene soluciéa si y sdlo si,

0< B <2CGp=12= ‘Em:e.acfr‘(s:}.

5i0< B
Sil«< B

< 1, el nimero = es dnico.
< 2@ existen dos soluciones (ver Gréfico 1).
Proposicién 4.2 Si elegimos un pardmeltro 1 > 0, podemos definir la siguiente
familia de funciones:
Iz
7 (r3)
0

z(z,t) = —-2G(n) 1—-%-—-— , Dezcaft), 0cicT
s(t) = 1-4n%t, ﬂ{t(T:#
B = 2G(n)
F(nz)
hz) = -2G(n) [1— F[n)] y Dzl

que es solucién del problema de Stefan para el liguido sobreenfriado (Pp ).
Mds ain, la solucién pertenece al caso (B).

Grifico 1:

e e —— i

4.

=T A = ) YR SRR, K.

|

1
1
I
I

L8

e = = -
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