CALCULO DE LA MULTIPLICIDAD DE FACTORES IRREDUCIBLES
JORGE VARGAS

ABSTRACT. En esta nota presentamos una somera descripcién de resultados y métodos utiliza-
dos en el area de representaciones de algebras de Lie para el cdlculo de la multiplicidad de un
submédulo irreducible.

1. NOTACION

k denota un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

C,R,Q denota el cuerpo de los niimeros complejos , reales, racionales.

Z. denota el anillo de los nimeros enteros.

V7" denota un espacio vectorial de dimensién finita r sobre el cuerpo k.

U(€) denota el dlgebra universal envolvente del algebra de Lie €.

(..., ...) es un producto interno en el dual de la subalgebra de Cartan t el cual es invariante por
la accién del grupo de Weyl. Para las dlgebras cldsicas se tiene que salvo constante (X,Y) =
tra(XY).

2. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE DIMENSION FINITA

E. Cartan clasifico, salvo equivalencia, el conjunto de representaciones irreducibles de di-
mensién finita de un algebra de Lie semisimple g. Para su descripcién, es necesario el concepto
de subalgebra de Cartan y de sistemas de raices, en lugar de desarrollar una teoria general,
puntualizamos para los cuatro ejemplos de algebras de Lie clédsicas, subalgebras de Cartan de las
mismas y su sistema de raices . Para esto, fijamos un espacio vectorial V' sobre k de dimensién
finita mayor o igual a dos. Las dlgebras de Lie clasicas son:

sl(V) :={A € Endy(V) : tra(A) = 0}
Sea b una forma bilineal no degenerada en V| para b simétrica, denotamos por
s0(V,0) :={A € Endi(V) : b(Av,w) + b(v, Aw) =0, Yo,w € V}
Cuando b es antisimétrica, escribimos
sp(V,0) :={A € Endi(V) : b(Av,w) + b(v, Aw) =0, Yo,w € V'}

Estas dlgebras son simples salvo so(V,b) cuando dimV € {2,4}.

A continuacién construimos una subalgebra de Cartan para cada una de ellas y su conjunto
de raices . Esencialmente, fijada una base ordenada conveniente de V, una subalgebra de Cartan
asociada a esta base consiste de todas los operadores en el dlgebra en cuestion cuya matriz es
diagonal en la base. M4ds precisamente, fijamos una base ordenada B := {vy, - -+ , v, } del espacio
vectorial V.

Una subalgebra de Cartan t de s[(V') es el conjunto de operadores lineales cuya matriz en la
base B es diagonal y de traza nula.

Recordemos que para una forma antisimétrica no degenerada b existe una base ordenada B :=
{v1,+ -+ ,v2,} de V de modo que b se representa en dicha base por Z1gi§n a; A Qg (;—1y donde
«; es la base dual de B. Una subalgebra de Cartan t de sp(V') son los operadores en sp(V') cuya

matriz en la base B es diagonal.
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Para el caso de b simétrica solo consideramos el caso dimV par. Nuevamente, tenemos la
existencia de una base ordenada B := {vy,--- ,v2,} de V cuya base dual denotamos por «; de
modo que b = Y, .. ;- Q9 (i—1)- Se demuestra que los operadores lineales en so(V') cuya
matriz en la base V es diagonal constituyen una sualgebra de Cartan t de so(V).

Las raices de un dlgebra de Lie simple g es un conjunto finito ®(g, t) de funcionales lineales en
una subalgebra de Cartan t. Para las algebras clasicas y la subalgebra de Cartan construida en
el parrafo anterior, se demuestra,

Para sp(V) existe una base ordenada ey, - - - , e, del dual t* de modo que el conjunto de raices es

O(sp(V),t) :={e; —ej,i # j,(e; +¢€j),4,j=1,--- ,n}.
Para so(V?"t!) existe una base ordenada ey, - ,¢e, del dual t* de modo que el conjunto de
raices es

D(so(V2) t) = {(es £ ej),i # j, e, i, j=1,-- ,n}.
Para so(V?") existe una base ordenada ey, -- e, del dual t* de modo que el conjunto de
raices es

P(s0(V*"),t) = {L(e; £ ej),i # j,i,5=1,-- ,n}.

Para s[(k™) existe una base ordenada ey, - - - , e, del dual del subespacio de matrices diagonales
en k"™ de modo que el conjunto de raices es

D(sl(k"),t) = {ei —ej,0 #j.}
Lo maravilloso de la subalgebra de Cartan y las raices es que uno puedo calcular muchisi-

mas cosas utilizando el conjunto ®. Por ejemplo describir las representaciones irreducibles de
dimension finita.

Para parametrizar las clases de equivalencia de representaciones irreducibles de dimensién
finita de una &lgebra de Lie simple g fijamos una subalgebra de Cartan t y calculamos su
conjunto de raices ®(g,t). Se demuestra que existe un elemento X € t de modo que a(X) €
Quy a(X) # 0,Va € ®(g,t). En los ejemplos X = (¢1,--+ ,¢p) 1 ¢4 > -+ > ¢, > 0. Este, X
aisla

U(g,t) = {a € (g, t) : a(X) >0}

Por 1ltimo, marcamos el conjunto de pesos dominantes con respecto a . Este es,

A«
PZI{)\Et*I2( )€Z>0,VOJE\P}.

(@a) =~
Un teorema de E. Cartan afirma que el conjunto de clases de equivalencia de representaciones
irreducibles de dimension finita de g esté en correspondencia bijectiva con P. Como consecuencia
de esta biyeccién se tiene que cuando (7y, V)) corresponde a A € P, entonces

Haeq}O‘ +p, O‘)

dimVy =
T L (0, )

1
donde p= 5 .y Q.
Para realizar explicitamente la representacién V) recurrimos a una construccién algebraica que

deriva de la comologia de variedades complejas. Esta modo de realizar las representaciones
irreducibles fue obtenida formalizada por [5] . A continuacién presentamos una descripcién de
dicha construccion.

Para dlgebras de Lie s D .
Consideremos la categoria de representaciones C(s,t) cuyos objetos son las representaciones
(m, V') de del algebra de Lie s tal que para cada v € V se tiene que 7(U(t))v es un subespacio
de V' de dimensién finita. En [12], [5] se presenta una demostracién de que esta categoria es
abeliana con suficientes médulos injectivos y proyectivos.
En particular, C'(s, s) consiste de la categoria de representaciones de s que resultan de calcular
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las representaciones infinitesimales de las representaciones del cubrimiento universal del grupo
Adjunto de s.
Para la inclusién de algebras de Lie, g O ¢ O [, Zuckerman definé un funtor

FI,E : O(ga [) - C(ga E)

por la regla

Fie(V) = {v e V:dimy(subs.gen(n(U())v) < oo}
Es facil verificar que I'(¢ es un funtor exacto a izquierda y contravariante. Por consiguiente, sus
funtores derivados a derecha I'?, ¢ = 0,1, - - - estan definidos. Por medio del complejo de Koszul
y "representaciones coinducidas” se calcula los médulo I'?(V'). Para detalles, consultar [13] [4].

A continuacion, a partir de g,t, U, P,I" construimos las representaciones irreducibles de di-
mension finita de el dlgebra de Lie simple g. Al conjunto de raices ¥ se le asocia de modo
natural una subalgebra soluble maximal b de g, denominada subalgebra de Borel, para nue-
stros ejemplos, el modo estandar de seleccion de b es fijar b igual a la interseccion del algebra
de matrices triangulares superiores con g.

Fijemos A\ € t*. Como t es un algebra abeliana, A : t — k es una representacién unidimensional
ky de t. Si extendemos A a la subalgebra b definiendo A(Y') = 0 para cualquier matriz nilpotente
en b, puesto que [t, b] C [b, b] C matrices nilpotentes en b, resulta que ky es una representacién
de dlgebras de Lie. Fijamos la estructura de (g,b) bi-médulo en U(g) por multiplicacién a
izquierda por U(b) y a derecha por U(g). Sea

H(ky) := Homy ) (U(g), k»)

en el cual, multiplicacién a derecha por U(g) en la variable independiente origina una estructura
de U(g)—modulo. Denotamos por

H(k)\) = HOmU(b)<U(E), k‘)\)[f]

el subespacio de elementos w tal que la dimensién del subespacio generado por U(t)w es finita.
Este subespacio resulta un U(g)— submédulo. Es un teorema que este médulo es de dimensién
infinita. Para una demostracién [12], [8]. En la jerga de representaciones de algebras de Lie se
lo denomina el médulo producido por k). Se demuestra que H(ky) es un elemento de C(g,t).
Ademas, H(k)) es un elemento de C(g,b). Se tiene,

Teorema 1. Cuando \ € P,
Fﬂg(H(k,\)) =0para j# S :=dim(b/t),

Ty o(H(K))
es una representacion de dimension finita e irreducible de g.

Un teorema denominado, Teorema de Bott-Borel-Weil-Kostant, establece que de este modo, se
obtiene salvo equivalencia todas las representaciones irreducibles de g. Para una demostracion
consultar [5] [8].

3. FOrRMULA DE KOSTANT-HECKMAN

Sea £ un algebra de Lie simple de dimension finita sobre k fijemos una representacion (m, V')
irreducible de dimension finita de €. Ademas, fijamos una subalgebra simple [ de . Ejemplos
de pares (&, [) interesantes son (sl(k*"), sp(k*")); (sl(k™), s0(k™)); (sl(k™), sI(k"1));
(s0(k™),s0(k"1)). Los dos tltimos ejemplos se obtienen extendiendo por cero un operador
lineal en k"~ !. Por ser V un espacio de dimensién finita, la restriccién de 7 a [ posee una serie
decomposicion finita, es un teorema de E. Cartan, que en realidad, la restriccién de 7w a [ es
completamente reducible.
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El objeto de esta seccién es para cada representacién irreducible (7, W) de [ calcular su mul-
tiplicidad en la serie de Jordan-Holder de 7 restricta a [. Para esto usaremos la teoria de peso
maximo desarrollada en la seccion anterior.

Con este fin, marcamos t; C t subalgebras de Cartan de [ and € respectivamente. En ambas
subalgebras de Cartan construimos sistemas de raices positivas W1, ¥ de modo que resulten
compatibles. Para su construccion, consideramos

Oy :={aec @t t):alty) =0}
y denotemos por
qg: "=t
la aplicacién restricciéon. Por tanto, ¢(®(,t) — ®¢) es un conjunto finito de funcionales lineales
no nulas en t;. Se satisface que q(P(¢,t) — ®¢) O P(I,¢). Se demuestra que exite un vector

Xo € t; de modo que ningun elemento de ¢(®(€,t) — $y) toma el valor cero en Xy y ademas el
valor es un nimero racional. A partir de esto definimos

U, = {Oé c (I)([, tl) : OK(X()) > 0}

Escojamos un vector X; en t de modo que ninguna raiz en ¥, tomar el valor cero en X; y
ademads dicho valor es un nimero racional. El sistema de raices positivas en t que utilizamos es

U:={aePy:a(X;)>0}U{acdtt)—Py: a(Xy) > 0}.
Por 1ltimo, denotamos por A el "multiset”
A= q<‘y — (I)()) — \Ijl.

Esto es, si por ejemplo ¢(a) = ¢(f) entonces g(«) lo pensamos repetido en A. El conjunto
subyacente en A esta contenido en un semiespacio abierto, por ende la funcién de particién pa
esta bien definida. Recordemos que para p € 7,

pa(p) = H{(Na)aca 1 = Znaaa N € Z>o}-

acA
Sean ) ) )
pz:ﬁZOQ p1::§Za7 pO::§ Z Qa,
acew acevy acevYNPg
y
Dy(v) = H <(%C;>).
apgEPoNY Po;

Por la seccién anterior, (m, V') (resp. (7, W)) corresponden a A € t* (resp. p € t7) dominante
con respecto a ¥ (resp. a ¥q). La férmula de Kostant-Heckman establece

Teorema 2. La multiplicidad de (1,W) en la restriccion de (w,V') a | estd dada por

mu(A) = D e(w)Do(w(A+ p))palqwA+p) = (1 + p1))-

wEWG’H

Aqui, We g es un conjunto de representantes, convenientemente elegidos, del cociente del
grupo de Weyl de ® por el grupo de Weyl de ®,.

Demostraciones de la férmula de Kostant-Heckman se encuentran en [6], [9] [12]. La de-
mostracién en [12] es de destacar ya que solo utiliza comologia de algebras de Lie. Para pares
particulares (¢, 1) la férmula ha sido simplificada notablemente, para detalles consultar [14].
Otro caso particular aparece en [1] y referencias alli puntualizadas.

Paradan ha obtenido una demostracion de la formula de Kostant-Heckman utilizando recur-
sos de geometria simpléctica. De modo mds preciso, a (m, V') se le asocia la 6rbita codadjunta
O, por el grupo adjunto de ¢ aplicado a A. Oy posee una estructura de variedad hamiltoniana
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Ad(t)—invariante. Por tanto es una variedad simplectica hamiltoniana sobre Ad([l) cuya apli-
cacion momento es la aplicacién restringir funcionales de € a [. Usando ideas de cuantizacién
de Guillemin-Stenberg se obtiene la férmula de Kostant-Heckman [10].

4. SERIE DISCRETA DE UN GRUPO DE LIE SEMISIMPLE

Sea G un grupo de Lie semisimple conexo, denotemos por gy el algebra de Lie de Gy
por g := go ®r C su complexificaciéon. Por ejemplo, G = SO(2p,2q)o el grupo conexo de
operadores lineales en R?**2¢ que preservan una forma cuadratica de signatura (2p, 2¢), entonces
g = 50(C?729). Fijemos un subgrupo maximal compacto K de G, denotemos por €, su dlgebra
de Lie y por £ la complexificacién de €. Para el ejemplo, &€ = 50(C?) @ s0(C?7).

De ahora en més suponemos que £ contiene una subalgebra de Cartan t de g.

Fijemos un sistema de raices positivas ¥ en ®(g,t). Por consiguiente, disponemos de los
modulos H(ky) y del funtor de Zuckerman

I'e: Clg, t) — Clg, b).
Teorema 3. Cuando A es dominante integral y reqular' con respecto a V¥, entonces
F{,E(H(k)\)) =0paraj#S :=dim((bNg)/t),
Dy = T{e(H (k)

es una representacion irreducible e infinitesimalmente unitarizable de g.

Definimos como la serie discreta asociada a A igual a el médulo de Teorema 3. Para una
demostracién consultar [13].

5. FORMULA DE BLATTNER

Esta férmula es similar a la de Kostant-Heckman, la unica diferencia es ahora se calcula
la multiplicidad de de un submaddulo de dimensién finita en una representacion de dimension
infinita. Para su descripcién denotemos por W el grupo de Weyl de t in €. Debido a que t esta
contenido en £ el espacio raiz asociado a cada raiz « estda contenido en € o el ortogonal s de ¢
en g (ortogonal con respecto a la forma de Killing, en los ejemplos, con respecto a la forma
tra(XY)). Denotemos por U, el conjunto de raices en W cuyo espacio raiz estd contenido en s.

Definimos | |
pi=g D 0 pe=p—pa=g5 Y o

agW, A€V,

Sea (7, W,,) una representacién irreducible de dimensién finita de € determinada por el pardmetro
i € t° dominante e integral con respecto a V. := ¥ — ¥,. Entonces, la férmula de Blattner,
demostrada por [7] es

Teorema 4. La multiplicidad de (7,,W,) en la restriccion a € de Dy estd dada por

mu(A) == > e(w)py, (w(p+ pe) — (A + pn)).

Se dispone de otras demostraciones de dicha férmula, por ejemplo en [2], [10], [12]. Todas,
ellas muy diferentes ya que utilizan ingredientes de distintas areas. En efecto, la prueba de
[2] utiliza el lenguaje de la geometria simplectica y medidas de Liouville, la demostracién en
[10] utiliza el lenguaje de cuantizacién de Guillemin-Stenberg-Kostant, y la construida por [12]
recurre a cohomologia de algebras de Lie.

INa)>0Wacw
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6. MULTIPLICIDAD DE RESTRICCION DE SERIES DISCRETAS A SUBGRUPOS SEMISIMPLES

En los ultimos anos, Duflo y quien redacté esta nota nos hemos dedicado a dar una respuesta
a los dos problemas siguientes:

Dada una serie discreta Dy y una subalgebra semisimple h de g encontrar condiciones sufi-
cientes (en lo posible que resulten necesarias) para que la restriccion de Dy a b resulte una
represntacién admisible. Esto es, el U(g)—moddulo Dy, pensado como U(h)—moddulo es suma
de una familia numerable de U(h)—submodulos irreducibles Z;,i = 0,1,2,--- de manera que
#{i: Z; = Zs} es finito para cada s =0,1,2,--- .

. Es posible encontrar féormulas del tipo Kostant-Heckman-Blattner para la multiplicidad de
cada Z,7
Para la segunda pregunta, el siguiente muestra que una respuesta positiva es posible,

Teorema 5. Supongamos que Dy restricta a b admite una subreprentacion irreducible Z.
Entonces, Z es equivalente a una serie discreta Dy,

Para una demostracién consultar [11].

A continuacién formulamos resultados para asegurar admisibilidad de la restriccién de Dy y.
Para esto suponemos que § es el conjunto de puntos fijos de un automorfismo involutivo o
de g. Cada A € t* se extiende a un elemento de g*, tambien denotado por A, por cero en el
complemento ortogonal de t con respecto a la forma de Killing. Sea O, la érbita coadjunta de
A en g*. Esto es, Oy = Ad(go)\. Sea

p:Ox— bg
la aplicacién restriccién. Se tiene

Teorema 6. p es una aplicacidn propia si y solo si Dgy es admisible como U(h)—maodulo.

Este teorema permite aplicar técnicas elaboradas en [2] para estudiar cuales Dy, ocurren
como submédulos de la restriccion, para detalles [3].

A seguir, describimos otro criterio de facil aplicacién para asegurar admisibilidad. Para
tal fin, escogemos t; C t subalgebras de Cartan de ”"compactas” en § y g respectivamente.
En ®(g,t) fijamos un sistema de raices positivas y consideramos A regular y dominante con
respecto a V. Sea

Oy :={a € P(g,t) : a(t;) = 0}.
Denotemos por
qg:t"—
la aplicacién restriccion.
Teorema 7. Si para cada w en el grupo de Weyl W .= W (G, T) el multiset
Q(w\lln) U Q(\ch - CI)(]) - CI)(f), tl)
estd contenido en un semiespacio abierto, entonces Dy tiene restriccion admisible a b.

Debido a que existe una clasificacién de las algebras de Lie simples, aplicando este criterio
hemos encontrado ejemplos de Dy que admiten restriccion admisible a . Lamentablemente,
la condicién del critero no es necesaria, sin embargo, los ejemplos que poseemos donde no es
necesaria estan relacionados con el criterio.

En base al criterio es posible calcular la multiplicidad de los submddulos irreducibles del modo
siguiente. Por simplicidad de exposiciéon suponemos que t = t;. En este caso, la aplicacién q es
la identidad y ®y = (). Definimos para p € t*,

p\If—@(h)(M) = Jj{(noz)aE\I/—{)(h) U= Z NaQ, Mg € Zzo}-
acV—o(h)
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1
Pa/y -= 5 Z «,

Sean

Teorema 8. Supongamos que la hipotesis de Teorema 7 es vdlida. Entonces, la multiplicidad
de Dy, en la restriccion de Dy a b estd dada por

mu(A) = e(w)pu—am) (1 — wA = pgp).

weWw

Para una demostraciéon consultar [3].
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