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Capitulo 1

Ordem em sistemas de matéria
condensada

1.1 Ordem posicional e orientacional em cristais li-
quidos, microemulsdes e copolimeros de dibloco

Os liquidos e os sdlidos sao dois casos extremos de ordenetiain®s liquidos
apresentam a maxima simetria possivel do grupo espaciatlaicdes e rotacdes
arbitrarias emR?3. Os liquidos sdo maximamente desordenados, apresentam ape
nas ordem de curto alcance, mas nenhum tipo de ordem de lwagwe. Ja os
solidos cristalinos apresentam um grupo de operac6es @¢rsimuito reduzido
respeito dos liquidos: sao invariantes frente um conjuisicreto de translagfes
compativeis com a periodicidade da rede, e possivelmestéefia um conjunto
discreto de rotacdes. Apresentam ordem de longo alcarngaauto na estrutura
cristalina periodica. Daqui em diante vamos definir a ordeterhinada pela in-
variancia frente a translacdes espaciais como sendooutean posicional e a
ordem por invariancia frente a rotacbes coondem orientacional.

Entre estes dois extremos existem materiais que apresémdamm espectro
de simetrias e ordem intermediarios. O exemplo paradigm&fio o<ristais
liquidos, substancias formadas por moléculas anisométricas (seetri& esfé-
rica). Moléculas tipicas que formam cristais liquidos s@aldis tipos basicos:
alongadagmoléculas calamiticagju com forma de discfmoléculas discéticas)
Em geral, a parte interna destas moléculas é rigida e a pastme, fluida. Este
carater duplo da estrutura das moléculas da origem a idesahamadasstéri-
cas que levam a diversos tipos de ordem orientacional, jurtiéenem o carater
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Fig. 2.7.1. Some molecules forming liquid crystal phases and their phase
sequences as a function of temperature. The benzene rings give rigidity to the
molecules.

Figura 1.1: Algumas moléculas que produzem fases de erigf@idos e as tran-
sicOes de fases em funcéo da temperatura.

fluido das fases dos cristais liquidos.

e A altas temperaturas, as moléculas em um cristal liquide (@pdemos
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(e)

(d)

Fig- 2.7.3. Schematic representation of the position and orientation of
anisotropic molecules in (a) the isotropic, {b) the nematic, (c} the smectic-A,
and (d) the smectic-C phases, The direction of average molecular alignment
in all but the isotropic phase is specified by a unit vector n. The laver normal
in the smectic phases is indicated by the unit vector N. In the smectic-4
phase, m is parallel to N, whereas in the smectic-C phase, it is nol. In the text
N =e. is parallel to the z-axis. (c) and {d} also show the arrangement of
molecules in the smectic planes in the smectic-4 and -C phases, In the
smectic-C phase, the projections of molecular axes onto the plane
perpendicular to N align on average along the e-director.

Figura 1.2: llustracdo esquemaéticas das fases em crigfaidds

representar esquematicamente como elipsoides alongamos, na figura
1.2), estdo desordenadas. A desordem diz respeito tanseasscentros
de massa (desordem posicional) quanto as orientacbesxssda sime-
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tria das moléculas (desordem orientacional). Neste regiragstal liquido
apresenta uma estrutura idéntica a de um fluido isotrépidatd@de estru-

tura (em fungéo dél, Eg, l%},) apresentara tipicamente duas cascas esféricas
com raios correspondentes aos dois comprimentos casticiesi das mo-
léculas: o comprimentbe o didametra:. Em uma projecéo bidimensional,
como na figura 1.3, as esferas seréo circulos.

e Quando o liquido é resfriado abaixo de uma temperaturateaistica, apa-
rece uma primeira fase ordenada conhecida ctase nematica(N, ver
figura 1.2(b)). Em esta fase as moléculas apontam prefeieresite ao
longo de uma direcéo, especificada por um vetor unitacbamadalire-
tor. Seus centros de massa permanecem desordenados. Poatfas®,
nematica quebra a simetria orientacional mas n&o a tramstc E um
exemplo tipico de ordem orientacional. O sistema aindasepta invari-
ancia rotacional em um plano perpendicular ao diretor. Magjealquer
plano que contenha o diretor a simetria € reduzida a rotatieretas de
angulo180°. Na realidade o diretor ndo é propriamente um vetor, mas um
pseudo-vetor, ja que os dois extremos sao identificados owadentes.
Vamos ver que a ordem nematica, diferentemente da ordemétieaypor
exemplo, ndo é vetorial, mas tensorial. Na fase nemétid@oda estrutura
(ou sua projecéo em 2d) reflete a quebra de simetria orientciele pre-
serva a simetria frente a rotacdes arbitrarias em um plampepeicular ao
diretor (circulo de raio maior na figura 1.3). mas na diregéa dpresenta
invariancia de rotagao apenas por angulos de

e Uma possibilidade mais complexa de fase nemética é praalyzd mo-
léculasquirais, como o colesterol , que ndo apresentam simetria frente a
reflexdes. Estas moléculas produzem uma fase nematicd quicales-
térica, (V*). Nesta fase, as moléculas na direcdo de alinhamento giram
formando uma hélice, com um passo que é tipicamente de afgillmres
de angstroms. Por tanto as moléculas colestéricas esphlhaisivel.

e Diminuindo mais a temperatura se pode passar de uma fasdicepera
uma nova fase chamamdase esmética-A(Sm — A, ver figura 1.2(c)).
Nesta fase as moléculas se organizam em camadas bem dddeencOs
planos das camadas sdo perpendiculares aos eixos maisme®bfzulas,
e a espessura destas camadas corresponde tipicamente @oneamto/
das moléculas. Em cada camada as moléculas se encontramehestas
posicionalmente e podem fluir nos planos. As camadas comdsm a
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(e) (f)

Fig. 2.7.4. Schematic representation of X-ray scattering intensities profiles
from {a) the isotropic, (b) and (c) the nematic, (d) the smectic-4, and (e} and
{f) the smectic-C phases. All intensities profiles are cross-sections in a plane
containing the director n. The full three-dimensional profiles for (a) through
(d} are obtained by rotating the cross-sectional profiles about n. (b) and (c)
apply, respectively, to nematic phases near transitions to the smectic-4 and
smectic-C phases. The former has diffuse spots at q = tgun whereas the
latter has diffuse rings in the plane perpendicular to m very nearly centered at
q = +(2n/I)m. The smectic-4 phase has quasi-Bragg peaks at g = +qon, and
the smectic-C phase has peaks at g = +q;N where g is very nearly
2nf{lcosf) where 8 is the angle between N and n. (¢} and (f) are identical
except for alignment of axes. The full three-dimensional scattering profile for
the smectic-C phase is nol invariant with respect to rotations about n.

Figura 1.3: O fator de estrutura nos cristais liquidos

presenca de uma onda de densidade na direcao perpenduniesanas.
Por tanto existe ordem translacional ou posicional na @o@grpendicular
as camadas, ao longo dos eixos moleculares, ou paraleloetordi. A
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onda de densidade pode ser definida como:
(n(Z)) = no + 2ny, cos (qo 2), (1.1)

ondeq, = 27/l, e 0 eixoz é perpendicular aos planos. Esta onda de den-
sidade produz um fator de estrutura caracterizado por d@ws ple Bragg
simétricos emtq:

S(@) = 1{ngo)1* (27)° [6(7 — g0 €.) + 6(T+ qo é2)] (1.2)

Na realidade, flutuacdes térmicas destroem a ordem poaiaieniongo
alcance das camadas, e o fator estrutura em lugar de apredeas deltas
apresenta dois picos com leis de poténcias. Estes séo chsumnaase-picos
de Bragg, em lugar de picos de Bragg, e a ordem esmética ponasnte
se chamardem de quase-longo alcancOQLA), em lugar da ordem de
longo alcance (OLA) dos cristais.

e Em alguns cristais liquidos a fase esmética apresenta umcfoofinita
do diretor sobre o plano das camadas, o diretor esta indiregpeito da
normal as camadas. Ainda mais, a projecéo apresenta umaaldefinida,
como mostra a figura 1.2(d). Esta fase é chanfasia esmética GSm —
(). A fase esmética C possui uma simetria inferior a da fas@saA. A
direcéo da projecéo deno plano das camadas define um ebau diretor-
c. Pode haver uma transicao entre as fases esmética A e es@ébcfator
de estrutura nestas fases tem a forma genérica descritaireafi@(c) e (d).

e Quando um cristal liquido na fase esmeética A é resfriadopetks con-
sensar em uma fase cristalina, com ordem posicional de laltgace, ou
entdo pode condensar na chaméak®e esmética BNa fase esmética B o
cristal liquido apresenta ordem orientacional de longarale no plano das
camadas, com simetria rotacional de ordem 6. Uma fase cansiesetria
frente a rotacdes se charfase hexatica No fator de estrutura, esta sime-
tria se manisfesta pela presenca de arcos difusos no emtosnalores de
q = 2w /a, separados por angulos #e/6, como mostra a figura 1.4. Notar
a difereca entre os picos de Bragg de uma fase cristalina coetra he-
xagonal, na qual as moléculas se encontram sobre os vétéaasa rede
triangular no plano, e os picos difusos, ou quase-picos dgdBie uma fase
com ordem orientacional hexatica, onde as moléculas ngmatos sitios



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 7
de uma rede cristalina perfeita. O fator de estrutura de as®lexatica no
plano pode ser expandido em série de Fourier:
S(6) = Sen cos (6n0) (1.3)
ondef corresponde a um angulo no plano a partir do maximo maissaten

do fator de estrutura, por exemplo. De forma semelhantepde gefinir o
grau de ordem em uma fase hexatica atraveés da parametroeta oomn-

plexo: '

Uy = %% (1.4)
onded representa o angulo entre a linha que une dois atomos e o,g90
exemplo.

e Nos exemplos anteriores as diferentes fases surgem enstaspeariacoes
de temperatura. Nestes casos 0s cristais liquidos se ch&enatropi-
cos Em outros casos as fases podem surgir por variacdes ds pat@me-
tros, como concentragcdo de agua, 0leo ou surfactantes. $&siechamados
cristais liquidodliotropicos. Os mais comuns dentre os c.l. liotrépicos
séo formados por moléculas amfifilicas, que sdo moléculagpresentam
uma partehidrofilica, ou que gosta de agua, e uma pdnigirofGbica que
nao gosta de agua. Quando s&o postas em contato com a agiem) &n
formar estruturas que “blindam” a parte hidrofébica do atmtom a agua.
Exemplos de estas estruturas samaselasesféricas, cilindricas, miscelas
invertidas, estruturas bicamadas (como as membranaam=)é vesiculas,
como exemplificado na figura 1.5.

As diferentes estruturas as vezes estao relacionadas acetamento de
moléculas de formas diversas, como mostra a figura. Estagugas po-

dem se apresentar numa grande variedade de fases, comdicaspesme-
ticas, colunares (ver figura 1.6). Um exemplo destas esaisiio chamado
“pesadelo do encanador” (plumber’s nightmare), no qual bivemada de
moléculas lipidicas separa duas regifes idénticas cheiaguh, como se
mostra na figura 1.6.

As caudas hidrocarbonadas das moléculas anfifilicas séafdtiicas e so-
lGveis em 0Oleo, e as cabecas carregadas séo hidrofilicasseldim em
agua. Isto permite formar estados de equilibrio entre agleoecom a adi-
cao de interfaces anfifilicas: estas mesclas sdo chamadesemulsdes
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Figura 1.4: a) Estrutura cristalina hexagonal e fator deiest, b) Ordem orien-
tacional na fase hexatica e fator de estrutura

usadas em cosméticos, ceras, produtos faramcéuticose aeritas apli-
cacoes. Exemplos de fases formadas por microemulsfes Si@adas na
figura 1.7.

Oscopolimeros de diblocaséo sistemas formados por duas cadeias poliméri-
cas, cada uma das quais é formada por um tipo molecular. Egaduda concen-
tracdo e temperaturas estes sistemas apresentam segregpgatanea dos dois
tipos moleculares, com formacao de estruturas complexas tamelas, bolhas e
faixas. O controle da periodicidade destas estruturas ériante para potenciais
aplicacdes na industria de semicondutores, onde os copaiémpoderiam ser uti-
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(s
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truncated
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Co
truncated cone
or wedge globular micelles cylinder planar bilayers
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(o
truncated
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Fig. 2.7.13. Different local structures formed by Lipids: (a) micelle, (b)
inverted micelle, (c) cylindrical micelle, (d) flat bilayer, and (e} closed vesicle.
Axerage shapes of the lipid molecules favoring the various structures are also
shown. Mote that asymmetric shapes favor nonzero curvature. [Adapted
from J.N. Israellachvilli, Physics of Amphiphiles: Micelles, Vesicles and
Microemudsions (North Holland, New York, 1983511

Figura 1.5: Diferentes estruturas formadas por molécipadidas.

lizados como moldes para a posterior deposi¢ao de outr@siaiatgue poderiam
formar microcircuitos ou redes de particulas em escalasstapicas.
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F;:g. 2.7.14. P:barte diagram and schematic representation of phases of
aliphatic chains in water showing micellar solutions, lameliar (L.}, and
hexagonal columnar M, and H| phases [courtesy 5. Gruner].

F{g: 2,‘!'-'.15. Schematic representation of a surfactant surface in the triply
periodic “plumber’s nightmare™ phase [D. M. Anderson, 5. M. Gruner, and
S. Leibler, Proc, Acad. Sci. I'SA 85, 5364 (1988)]. This phase has the
symmetry of a periodic crystal.

Figura 1.6: Acima: diagrama de fases em solu¢cées miscel&iesixo: a fase
“pesadelo do encanador”.



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 11

Fig. 2.7.16. (a) A lamellar microemulsion phase with water, oil, and
surfactant layers. (b) Schematic representation of a random bicontinuous
phase in which there is a random surfactant surface separating oil and water
regions.

Figura 1.7: (a)Uma fase lamelar de microemulsdes. (b) Usalfcontinua.
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Diblock copolymar

Polar block _ Nenpolar
(PMMA) block (PS)
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Figura 1.8: Copolimeros de dibloco podem ser utilizadosacomldes em siste-
mas semicondutores. S.O.Kim et al. Nature 424, 411 (2003).
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Figura 1.9: Parte superior: imagens de SFM do copolimerB¥W&-Figuras cen-
trais: construcdo da rede de Voronoi das imagens de SFM anadstdefeitos na
estrutura. Parte inferior: transformadas de Fourier dagyéns. Tomado de R.
Segalman et al., Macromolecules 36, 3272 (2006).
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substrate |

FIG. 1. Striped patterns from lamellar (left) and cylindrical
(right) thin films: [(a) and (d)] top down scanning electron micros-
copy (SEM) of striped patterns, [(b) and (e)] cross section SEM
after PMMA removal, and [(¢) and (f)] cross section schematic of
molecular arrangement showing possible directions for parallel dif-
fusion (D,,,).

Figura 1.10: Copolimeros de dibloco formando estrutunaelares e cilindricas,
imagens de SEM, R. Ruiz et al. Phys. Rev. B 77, 054204 (2008).
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1.2 Ordem em sistemas magnéticos

Os spins em sistemas magnéticos podem apresentar uma geaiediade de es-
truturas ordenadas, tanto ou mais diversas quanto as esxdasitna ordem ato-
mica cristalina.

Os spins associados aos elétrons atbmicos interagem eatr@ves de diver-
sas forcas de interacdo. Uma das mais importantes, quegsgaanas interacoes
eletrostaticas dos elétrons, égeracao de troca que para uma par de spiﬁse
escreve na forma:

—J S-S, (1.5)

S representa o operador de spin em sistemas quanticos ourodeetoomento
dipolar magnético em sistemas classicos. Detalhes impiedalesta interacéo &
gue nao depende da orientacdo relativa dos spins com kegpestle cristalina.
Depende apenas da orientacéo relativa dos vetores de spiteracao de troca €
a responsavel principal pelo surgimentofdeomagnetismo em algumas subs-
tancias como os metais de transicdo Fe, Ni e Co. Em um sistemavcspins
em interacdo, o modelo mais bem sucedido para descreverésieas proprie-
dades dos materiais ferromagnéticos, como a transica® fasts paramagnética
e ferromagnética, correlacdes entre spins, suscepétisl magnéticas, calor es-
pecifico, etc. € onodelo de Heisenberg

H=-JY S -5 (1.6)

1,J

onde os paresi, j} correspondem a todos os pares de vizinhos proximos. O mo-
delo de Heisenberg pode ser analizado na verséo quanticpiahas variaveis
S. so operadores de spin, ou na versao classica, na q&lsam vetores. A
constante de trocd pode ser positiva ou negativa. Quando € positiva, a intera-
cdo tende a alinhar spins vizinhos, o que leva ao esadamagnético Quando
J < 0 a energia de troca € minimizada quando um spin fica antipaads seus
vizinhos proximos, isto leva ao estadotiferromagnéticocomo mostrado esque-
maticamente na figura 1.11.

Uma outra interagdo entre momentos magnéticos importaatatéracéo di-
polar, de origem classica, que tem a forma:

S S;- S, — 3(5;3' éij)(Eij - gj)’

i<j ]

(1.7)
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Fig. 2.11.1. Schematic representation of spins in (a) a paramagnetic, (b) a
ferromagnetic, (c) an antiferromagnetic, (d) a ferrimagnetic, (¢) a canted, (f)
a fan, and (g) and (h) two helical phases. With the pitch axis parallel to the
z-axis, the spins in the helical phases can be represented as

S(x) = (51 coskoz, S, sinkoz, §;) where ky is the twist wave vector. In (g) there
IS no spin component S, along the pitch axis, whereas in (h) there is.

Figura 1.11: Algumas estruturas magnéticas .

onde¢;; = 773, /r;; SA0 vetores unitarios na dire¢éo que une os sitgs Notamos
gue esta interacao € de longo alcance, decaindo com a imersdo da distan-
cia entre pares de spins. Ela também € anisotropica, depdmdi@ orientacéo
relativa dos spins com os vetores da régeA interacao dipolar é tipicamente 4
ordens de grandeza menor que a interacao de troca, e ponfanéoo fator prin-
cipal que leva ao alinhamento dos spins na fase ferromagnétio entanto, seu
carater de longo alcance produz campos magnéticos loctes feendo respon-
savel pela origem dadominios magnéticos Uma substancia ferromagnética em
auséncia de campo externo nao apresenta, pelo geral, urarakmto global dos
spins, mas um mosaico de dominios onde o0s spins apontam erardés dire-
¢Oes, como mostra a figura 1.12. Estas configuragdes sabidssgbelo sistema
para minimizar a energia magnética global.

Em alguns cristais o efeito do potencial cristalino é forteuficiente para
ser sentido pelos elétrons, produzindo a interacéo spitadtJma manifestacao
deste tipo de interacéo é a presenca de uma campo de aneawbpe 0s spins,
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ﬁgure 27 Fenw;arpagnetic domain pattern on a single crystal platelet of nickel. The domain bound-
mtes are ::Il]ade Vic.';l!)l(-_' by th:{ Bitter magnetic powder pattern technique. The divection of magneti-
zation within a domain is determined by ebserving growth or contracti in i

magnetic field. (After R, W. De Blois.) : O PR e

Figura 1.12: Dominios magnéticos

chamadaanistropia magnetocristalinaNo caso de anisotropia uniaxial de eixo
facil z, a forma mais elementar de representar sua contribuicdigétioa é:

~D3 S (1.8)

Notamos que esta anisotropia depende quadraticamenteg@oente: do spin,
e por tanto ndo distingue sentidos, apenas uma dire¢cédo agaedpsta contribui-
¢cdo energética contribui para o alinhamento dos spins egatt.

Quando estas trés formas de interacdo magnética estaotesesenultane-
amente em um sistema, podem dar lugar a uma variedade energstrdturas
magnéticas no estado fundamental, dependendo das irgdasicelativas dd,

g e D. A temperatura finita, transicdes de fases entre diferdites de ordem
magnética podem surgir. Em filmes magnéticos ultrafinos caisoaopia per-
pendicular, a competicdo entre estas interacdes prochsi¢ées de fase a tempe-
raturas finitas entre estruturas semelhantes as fasesistassdfquidos, somente
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gue neste caso as estruturas correspondem a ordem de spia ent@m posici-
onal das moléculas, como se ve na figura 1.13.

Figura 1.13: Dominios em filmes ultrafinos de Fe/Cu(001) coagmetizacao
perpendicular.

Existem diversas técnicas experimentais para detetar & ordém magné-
tica. Uma técnica classica é difragdo de néutrons, ja queitsamépossui spin
gue interage com o spin eletrénico. No entanto para podengiisr picos cor-
respondentes a estrutura de spin de picos correspondesgrsi@ra cristalina, é
necessario que o tamanho das células unitarias magnéticdadiras sejam di-
ferentes. Outras técnicas amplamente utilizadas na @dadlglisdo microscopia de
forca atbmica (AFM), microscopia de forca magnética (MF&yma variedade
de espectrometrias de espalhamento de elétrons, comoasntpia de varredura
de elétrons, que permitem obter diretamente imagens dawgstimagnética dos
atomos, como por exemplo SEMPA (Scanning electron micmyseath polari-
zation analysis), utilizada para obter as imagnes da figd 1



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 19

1.3 Simetrias e parametros de ordem

Como se pode concluir do visto até aqui, consideragfes der&tém um papel
central na matéria condensada. Os fendbmenos mais dramédacmatéria con-
densada, asansi¢cdes de fasemuitas vezes podem ser analizadas e entendidas
a partir de transformacdes das condi¢oes de simetria dorsadrente a variacdo
de parametros externos, como temperatura, pressao ou sahdfricos e magné-
ticos.

Um sistema fisico € descrito analiticamente pelo Hamétoaido mesmo. O
Hamiltoniano apresenta invariancia frente a algumas gpesade simetria, que
permitem tirar conclusbes sobre o comportamento e a estrdtusistema sob
diferentes condigbes. Em um gés ideal por exemplo, o Hamlto é invariante
frente ao grupo espacial composto por translacoes, rata&cdlexdes arbitrarias
do espaco, além de translagdes e reversao temporal. O blaiauilo de Heisen-
berg (1.6) € invariante frente a translacdes e reversaoot@inglém de rotacdes
globais dos spins respeito de um eixo arbitrario. Tipicamea altas tempera-
turas ou em sistemas diluidos, o sistema se encontra em gmddaordenada a
qual é invariante frente a operac6es do mesmo géuge invariancia do Hamil-
toniano. Em uma transicéo de fase alguma invariancia é gdabrOperadores
gue nao permanecem invariantes através de uma transicasedesfio chamados
parametros de ordem No modelo de Heisenberg, a magnetizacao:

L1 .
M:N;Si (1.9)

€ 0 parametro de ordem. A invariancia frente ao grupo de &otagnultanea
de todos os spins ef? existente no Hamiltoniano do modelo de Heisenberg, é
quebrada pard < T, ondeT, é a temperatura critica do modelo. Acimaide
(M) = 0, e abaixo del,, (M) # 0. O grupo de simetria original é reduzido
ao subgrupo de rotacdes respeito a eixos paralelﬁfs & sistema ndo é mais
invariante frente a rotagdes dos spins respeito de eix@epeéiculares alr. A
fase ordenada do modelo de Heisenberg é uma faseicoetria quebrada.

Para especificar completamente o comportamento de umariZeeada, te-
mos que saber como o parametro de ordem se transforma framnta aperacéo
do grupo de simetria. No caso do modelo de Heisenberg, o gle@metria é
0 grupo das rotagBes. Uma rotacao especifieaG pode ser representada por
uma matriz3 x 3, U;;(g), de forma que\/; — U;;(g)M, frente a uma rotacég.
No caso geral de um parametro de ordgma = 1...n, €ste ira se transformar
frente a uma representacaalimensional do grup¢: para cada operacaono
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grupo, existira uma matriz,,(g) tal queg, — T,,(g)¢,. A forma mais econod-
mica de representar um grupo de simetria é usar uma restaedeinredutivel
com a menor dimensao possivel.

A quebra de simetria em uma transicéo de fase se reflete nduestrermo-
dindmica do sistemap nimero de minimos na energia livre € igual ao nimero
de elementos do grupo de simetria associado ao parametroddaro Para ex-
plorar esta interpretacdo € importante distinguir grupgsichetriadiscretose
continuos Se o grupo de simetria for discreto entdo existirdo um narmiscreto
de fases termodinamicas equivalentes, enquanto que n@oagopo ser conti-
nuo havera uma variedade continua onde cada ponto re@eseatpossivel fase
termodinamica. O modelo de Ising € um exemplo do primeiro easmodelo de
Heisenberg pertence ao ultimo grupo.

Outra distingdo importante € entre simetii@sais ou globais Um sistema
possui uma simetria local se é invariante frente a operat@gsupo de simetria
aplicadas localmente, a uma parte do sistema. Este casomos ocemum. O Ha-
miltoniano do modelo de Heisenberg possui uma simetrigagjlgiie corresponde
a rotacdo simultanea dos spins por um angulo fixo respeitadiewer eixo. O
grupo de simetria correspondente €9 o grupo de rotacdes em trés dimensdes.

e O modelo de Ising representa um material ferromagnéticowroreixo de
anisotropia que forga os spins a apontar em um unica dirégdtamilto-
niano é:

H = —JZO’Z- of (12.10)
(i)
ondes; = +1. O grupo de simetria do parametro de ordem, a magnetizacao,
€ 0 grupo discretds.

¢ Uma generalizagcdo do modelo de Heisenberg onde o paraneetadm
temn componentes é o mode{®(n), cujo grupo de simetria continua é o
O,,. Este modelo é interessante porque se reduz ao modelo detsoaso
n = 1, ao modelo chamado XY para= 2, ao modelo de Heisenberg para
n = 3, e € exatamente soluvel no limite— oo.

e O modelo XY corresponde a um ferromagneto com um “plano”fa€l
vetor de magentizacao é forcado a estar sobre o plano. Rmsgyrupo de
simetria continua, que é@,. Outra realizacao desta simetria € na transi¢cao
liquido normal- superfluido. Neste caso, o parametro denor@e funcéo
de onda do liquido quéantico:

U =[P e (1.11)
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gue € um numero complexo e por tanto pode ser representado WOM
vetor em duas dimensfes, com modulo iguallae fase igual &@. Na
representacdo complexa o grupo de simetrid & D que é isomorfo com
0 Os.



Capitulo 2

Teoria de Campo Medio

Historicamente, a teoria de campo médio, que consiste enapraimacao para
somar a funcéo de particdo de um sistema e entédo poder olstieagmproprieda-
des termodinamicas, comecgou com a aproximac¢ao da equagdtade de um li-
quido classico por van der Waals (1873). Em 1906, Pierred/d&senvolveu uma
aproximacao equivalente para estudar a transicao de faseaégnais ferromag-
néticos. Em 1934, W. L. Bragg e E. J. Williams desenvolveram aproximagao
de campo médio para a transi¢cado ferromagnética um poucoetabisrada que a
de Weiss.

2.1 Aproximacao de Bragg-Williams para o modelo
de Ising

Bragg-Williams desenvolveram uma aproximagéao para o noatkelsing

H: —JZO'Z‘O'J' (21)
(i)

ondeo; = +1. No modelo de Ising o parametro de ordem é a magnetizacéo
m = (o). A magnetizagéo é iguala = (N, — N_)/N, ondeN, é o numero
de spins para cimdy_ € o numero de spins para baixaveé o numero total de
spins no sistema.

Para um dado valor de existe um numero grande de configuracdes possiveis
de spins para cima (+) ou para baixo (-). O logaritmo desseeniignexatamente

22
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a entropia do sistema:

N N
S = 1“( N, ) :m( N(1 +m)/2 )
N!
= w(warmEea ) @2
Usando a aproximacgao de Stirling pa¥agrande:
N N
Nl ~ VorN (;> , (2.3)
obtemos
S

= s(m) :ln2—%(1—0—m)1n(1+m)—%(1—m)ln(1—m) (2.4)

Para obter o potencial termodinamico de interesse, que oasb € a energia livre
F =U — TS, temos que calcular também a energia intetha; (H):
U=2Z'Tr, He " (2.5)

ondeT'r,, € um trago restrito a configuragbes com magnetizagée 7,, =
TrnePE, 3 = 1/kgT e kp € a constante de Boltzmann. O célculo dg é
complexo e equivale a obter a solugcéo exata para 0 modeloe&imgar realiza-
mos um calculo aproximado. A aproximacdo mais simples é aaga medio.
No caso da aproximacéo de Bragg-Williams se substitui orvatal do spino;
por seu valor média: independente da posicao :

1
U=-JY m?= —QJszQ, (2.6)
(i.d)

ondez € o numero de vizinhos proximos dos sitios da rede. Na reddragaem
d dimensbes = 2d. A energia livre de Bragg-Williams fica na forma:

F(T.m) = (U—TS)/N
_ _%sz2+%T[(1+m)ln(1—b—m)—|—(1—m)1n(1—m)]
~Tln?2 (2.7)

O comportamento da fun¢g@7’, m) esté representado graficamente para diversas
temperaturas na figura 2.1.
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Fig. 4.1.1. (a) The Bragg-Williams free energy as a function of order
parameter for various values of T/T.. For T > T, there is a single
minimum at m =0. At T = T, the single minimum at m = 0 is very broad.
For T < T., there are two minima with the same free energy at +m. At

T = 0, the minimum of the free energy occurs at m = £1. (b) The
Bragg-Williams free energy f — hm in an external magnetic ﬁeld. qf

h = 02T, > 0. Note that the minimum at T' > T, occurs at positive m. The
minimum at positive m for T > T. has a lower free energy than that at
negative m. The order parameter m is restricted to lie between 0 and 1. At
T = 0, the absolute minimum of the free energy occurs at m = +1 when

h = 0. The derivative éf/3m is, however, not zero at these minima. For

T > 0, 8f /ém is zero at the absolute minimum of f, which occurs at |m| < 1.

Figura 2.1: A energia livre na aproximacgéo de Bragg-Wilkam

Na figura da esquerda, para campo externo nulo, vemos quesdeatiperatu-
ras a funcéo apresenta um unico minimo, para 0. Esta € a fase paramagnética.
A uma temperatura bem definiaa funcéo passa a ter dois minimos simétricos
+m. O valor absoluto destes minimas;|, cresce a medida que a temperatura
baixa com|m| — 1 quandoT’ — 0. No entorno de€l,. o valor dem é muito

pequeno, en entdo podemos expandir as fun¢des termodasemcpoténcias de

m:
1 1
s(m)=1In2— §m2 — EmA‘ +... (2.8)

1 1
f(T,m):§(T—Tc)m2+ETm4—Tln2+... (2.9)
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onde
T.=zJ (2.10)

€ a temperatura da transi¢do na aproximacao de campo médio.

Em presenca de um campo magnético extérna energia livref — mh €
assimétrica, como mostra a figura da direita em 2.1. Paragietypas altag’ >
T, a energia livre apresenta um unico minima> 0, e paraumd’ < T, aparece
um segundo minimo local. O minimo com > 0 continua sendo o minimo
absoluto, e por tanto o comportamento do parametro de ordenmuoda neste
caso enll’ = T,. A equacao de estado em presenca de um campo externo € dada
por:

of 1
B —sz+§T1H [(1+m)/(1—m)]
= —zJm~+Ttanh 'm=nh (2.11)
Entéo
m = tanh [(h + T.m)/T]. (2.12)

A quantidade: + T.m é o campo local ou campo molecular médio. Ele tem uma
contribuicdo do campo exterrtioe uma contribuicdo proveniente do campo local
produzido pelos vizinhos proximos de um sitidn = T,m. O comportamento
da equacéo de estado pode ser visualizado na figura 2.2.

Expandindo a equacao de estado para temperaturas baixape calo obte-

moOsS: T
m = tanh ;m ~1—2e 2T (2.13)

e por tantom — 1 exponencialmente rapido coii. Perto da temperatura de
transicdan < 1 e podemos expandir pana pequeno:

m A (TC/T)m—é(TC/T)?’m?’z (Tc/T)m—%m3 (2.14)
Resolvendo para: obtemos:
m = £[3(T, — T)/T]"* (2.15)

Vemos quen va a zero de forma continua. A transi¢cdo de fase ferromagméti
paramagnética € unteansicdo de segunda ordema aproximagado de campo
médio. O expoenté/2 é um exemplo dexpoente critico Este comportamento
da magnetizacdo do modelo de Ising, decaimento continazeao com uma lei



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 26

rri

-3 -2 -1 1 2 3

T

(b)

Fig. 4.1.3. {a) Graphical solution of the Ising mean-field equation of state
[Eq. {4.1.9)] for h = 0. For T = T, the linear function m intersects the tanh
function only at the origin. For T < T, the slope of tanh{T:m/ T} at the
origin is greater than one, and there are three solutions 1o the equation of
state corresponding to the two minima and one maximum (at the origin)} of
the free energy. (b) Graphical solution of the equation of state for h = 0.

Figura 2.2: A equacao de estado na aproximacao de Brag@inall

de poténcias e o correspondente expoente critico, € uméesiagéo genérica de
transicbes de fase de segunda ordem, ou continuas. Todcseyeas/modelos
cujo parametro de ordem apresenta 0 mesmo comportameinto,ono sentido
do parametro de ordem ir a zero com uma lei de poténcias edratta por um
mesmo expoente, pertencem a mesmase de universalidade

Na aproximagéo de Bragg-Williams, como desenvolvida ac@saumimos
que o parametro de ordem é espacialmente unifdarle= m. Esta condi¢éo
pode ser relaxada para permitir um pardmetro espacialmarnével (c;) = m;.
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Neste caso a energia livre € escrita na forma:
1
(6,3) i

Esta forma é preferivel para tratar casos nos quais o paaetrdem néo é
uniforme, como é o caso de fases moduladas em cristais disjuidi diferentes
tipos de ordem antiferromagnética.

2.2 Ateoria de Landau de transicOes de fase

A teoria de Landau é uma teoria de campo médio de carater grriad, baseada
nas propriedades de simetria do potencial termodinamidg N, V, (¢(Z))).

2.2.1 Transi¢Oes de fase continuas

Landau prop6s que a forma do potendigbodia ser deduzida, de forma fenome-
nologica, essencialmente através da seguinte premisa:

e O potencialF'(T, N, V, (¢(z))) deve ser uma funcdavariante respeito de
operacdes do grupo de simetria G da fase desordenada

O segundo ponto fundamental na teoria de Landau é a segbsge/acao:

e Perto da transicdo de fase, o parametro de ordem é pequenor@mnnan-
sicdo de segunda ordem), e entdo se pode fazer uma expansétenicial
F em série de Taylor do parametro de ordem:

f(T,¢)

U RIS EAT (2.17)
n=0

onde¢ = (¢(Z)). Vamos assumir por enquanto que o parametro de ordem
€ espacialmente homogéneo. Também vamos assumir daquaete due

0 numero de particula¥d e o volumeV do sistema considerado sdo cons-
tantes, e por tanto ndo vamos inclui-los explicitamentefe® suposicao
gue f possa ser desenvolvida em uma série de Taylor implica queLetea
funcdoanaliticade ¢ perto da transicao.
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Na prética, a expanséo (2.17) podera ser truncada para usropegueno de

termos. Quantos termos serao necessarios para descreetaimente a transicao
de fase dependera essencialmente da dimensao espadadimenséo do espaco
do parametro de ordem. No caso do modelo de Ising, o trundaraghorden*
é suficiente. No entanto, é importante notar que na expaes&axkstar presentes
todas as combinacdes analiticas do parametro de ordem yaendavariantef
frente ao grupo de simetria G.

A equacéo de estado para o parametgo

0
% :h:a1+2a2¢+3a3¢2+4a4¢3 (218)
Como pardl’ > T, ¢ deve ser nulo se o campo externo for nulo, eatae: 0.
No caso do modelo de Ising o grupo de simetria G € o grupo daxdes, e
por tantof(¢) = f(—¢). Entdof somente podera ter poténcias paregde

f=a0+ayd® + as ¢*. (2.19)

Como queremos que o estado estavel termodinamico seja fiaiec!” < T,
ay > 0. Caso contrario poderiamos ter a solugée> oo como minimo absoluto
def.

O coeficientes € o valor def paraT > T., quandop = 0. Se pode pensar
nele como contendo as contribuicdeg@ao provenientes do parametro de ordem
de interesse. Nesse sentido, como o0 que queremos € desctevesicao de fase
associada &, vamos considerar, = 0, ou entao redefinif — ay — f.

Como os coeficientes podem depender em geral da temperstiagda tran-
sicdo podemos expandi-los na forma:

; Tca§ +0((T-T,)? (2.20)

; Tcai +O((T - T.)?) (2.21)

0
CL2 = a2 +

0
CL4 = a4 +

Se pode escolher, como uma constante positiva. Sua dependéncid’emio
sera dominante para determinar o comportamento termodioam transicao.
Da equacdao de estado aplicada a (2.19) obtemospara

0 seT>T. 299
P s/ET seT<T (222
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Entdo, para que possa ter uma solucéo real e finita para< 7. se deve
verificar quead = 0.

Se acrescentamos um termo proveniente de um campo extermigugado
de ¢, a energia livre de Landau para o modelo de Ising toma a fomah fi

f:%r¢2+u¢4—h¢> (2.23)

onder = a (T — T.) e as constantes foram reescritas para facilitar expressoes
futuras. O comportamento do potencfaksta descrito na figura 2.3.

E importante notar que a teoria de Landaferdomenoldgicaou seja, ela ndo
esta baseada em um modelo microscopico, tendo sido obtidagqonentos pura-
mente de simetria e condi¢des de validade genérica na geederuma transicao.
Por exemplo, a difere¢ca da aproximagdo de campo médio dgBvilams para
o0 modelo de Ising, a teoria de campo médio de Landau ndo pradialor para
a temperatura critica. No entanto faz predic6es para grasdaiversais como
expoentes criticos. De (2.22) extraimos o comporamentadinpetro de ordem
proximo da transigao:

¢~ (I.—T) (2.24)

Vemos quep — 0 com 0 expoente criticG = 1/2. Este expoente € 0 mesmo
gue aparece na aproximacéo de Bragg-Williams. Na realidaldes as aproxima-
¢bes de campo médio para um problema com dada simetria damresmitado
0 mesmo expoente. Tanto a aproximacao de Bragg-Williamcoiteoria de
Landau consideram um parametro de ordem homogéneo, desrans flutua-
¢bes. Quando o papel das flutuacdes € incluido o expoentddma valores
menores, neste caso proximodd emd = 3.

Podemos obter agora a equagéo de estado derivando (2 28)oae:

r ¢+ dud® = h. (2.25)
A susceptibilidade pode ser obtida derivando a equacactaeéceespeito dé:

99

— =1 2.26
o (2.26)

[r + 12u ¢?]

Obtemos:

op { 1/r seT >T, (2.27)

XT8n T 1/2Ir| seT <T.
Substituindo a dependéncia dea temperatura:

X~ |T =T, . (2.28)
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Figure 5.1 The Landan free energy density for various valoes of T and H. The »
indicates the value of g at which £ achieves its global minimum. The right-most column
of graphs depicts the first order transition, which occurs for T" < T as H is varied from
a negative to a positive value. The central row depicts the continnous transition, which
occurs for H =0 as T is varied from above T: to below T:.

Figura 2.3: O funcional de Landau para um modelo com
simetria de Ising.
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~v € 0 expoente critico da susceptibilidade, € igualean campo meédio e toma
valores préximos dé/3 em sistemas tridimensionais quando flutuacdes na vizi-
nhanca do ponto critico sdo levadas em consideragao.

Outro expoente critico corresponde ao comportamento dénpro de or-
dem em fung&o do campo externo na temperatura critica. Navama partir da
equacao de estado (2.25) obtemosZem 7.

L 1/6
¢N<@) , (2.29)

onded = 3. A energia livref € zero pard’ > T, e negativa pard < T:

0 seT > T,
/ { —r?/(16u) seT < T.. (2.30)
Deste resultado podemos obter o valor do calor especifico:
of 0 seT > T,;
v o T { Ta?/(8u) seT <T.. (2.31)

O calor especifico apresenta uma descontinuidade finitaaltop Ba temperatura
critica. Este calor especifico da a contribuicdo na viziphala transicéo de fase.
A funcéo completa apresenta outra contribuicdo analissa@ada a outros graus
de liberdade. O comportamento com a temperatura de divgraadezas termo-
dindmicas na aproximagado de campo médio pode ser vista na #igu Notar que
cy corresponde a contribuicdo da energia livre de Landau maasparte analitica
proveniente de outros graus de liberdade.

2.2.2 Transi¢cOes de primeira ordem na teoria de Landau

Na expansao em série de Taylor do potencial termodinamideumo linear eny

€ proibido porque = 0 acima da temperatura critica. Um termo cubicogefai
descartado com um argumento de simetria, no caso de um gistamsimetria

de Isingf(¢) = f(—¢). Entdo um termo cubico pode existir em sistemas onde
a simetria da fase desordenada o permita. Consideremosiasgéxpdo potencial
nesse caso:

f:%at<z52+w<z53+u¢4—h¢ (2.32)

ondet = (T — T,). Parah = 0 a equacao de estado leva as solugdes seguintes:

$»=0 ¢ =—ct/2—at/u, (2.33)
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Fig. 43.2. (a) Mean-field susceptibility, (b) specific heat, (c) correlation
length, and (d) order parameter as a function of temperature.

Figura 2.4: Comportamento de algumas grandezas termouiagma teoria de
Landau para um sistema com simetria Ising.

ondec = 3w/8u. Para ter uma solugéo reakt 0 , t < t* = 4uc?/a. Comot* >
0, esta condicéo acontece para uma temperatura maior quepartgara critica,
gue agora corresponde apenas a temperatura na qual o tesegutala ordem
em¢ na energia livre se anula. A figura 2.5 mostra o andamento @mpial com
a temperatura no caso < 0. Parat < ¢t* um segundo minimo aparece, embora
0 minimo absoluto ainda corresponda a= 0. A uma certa temperatura o
valor de f € igual para os dois minimos, e abaixo desta temperaturaumdeg
minimo passa a ser o minimo global. Eyro parametro de ordem apresenta uma
discontinuidade finita. Acontece urtransi¢céo de primeira ordem

No entanto, € importante levar em conta que para t; 0 parametro de
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' L
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Figure 5.2 L as a function of 5 for various temperatures, showing the Landau theory
description of a first order transition.

Figura 2.5: Uma transigéo de primeira orden na teoria de &uand

ordem néo é arbitrariamente pequeno, e entdo, a expansamdauhao é valida
de forma geral. Quando a expansao ¢ justificada, a presega tiymo cubico
leva o sistema a apresentar uma transicao de primeira ordem.

2.3 Flutuacdes do parametro de ordem

Embora o parametro de ordem em um sistema homogéneo sejaustardey,
variagdes espaciaig(z) podem ser naturais em casos com presenca de campos
externos heterogéneasr) ou em sistemas com modulagdes espaciais no campo
¢ como por exemplo, quando existem interacdes competitivas.

De um ponto de vista microscopico, o parametro de ordénuma média es-
tatisticap = (¢), que envolve uma soma sobre um conjunto de graus de liberdade
microscépicoem uma certa regido do espac¢®or tanto é valido se perguntar
sobre qual o significado fisico da fungéo da posigéi® em um contexto termo-



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 34

dindmico. Se pode dar um significadabér’) considerando uma “particdo” do
sistema em blocos de tamanhex A~ < ((T), ondea é a constante de rede (a
distancia de equilibrio entre um par de particulag)’®) € um comprimento que
mede o alcance das correlagées no sistema. Entdo, em un@/escpodemos
considerar que o parametro de ordem é efetivamente coastestim, definimos

o par@metro de ordem local ¢, (%) como o valor do parametro dentro de um
bloco com origem en¥. Este processo se denomigi@nulado grosso(coarse
graining). Desta forma a energia livre de Landau fica bem idefina escala dos
blocosA. O problema agora € que ela depende da estalBemos que somar
as contribui¢cdes de todos os graos que compoem o sistemaa bfeegia livre
nao pode ser, como poderiamos concluir sem refletir, a sonbera@s do tipo
F =33 f(éa(Z)). O resultado de minimizar esta quantidade ird produzir es va
lores de equilibrio em cada bloco de forma independente. Mianto é facil se
convencer que nao sera bom, de um ponto de vista energétigrandes dife-
rencas nos valores de equilibrio dg(Z) nos diferentes blocos. Uma forma de
contornar este problema é incluir um termo que penalizedganariacdes do
parametro de ordem local (também chamado parametro de atdegranulado
grosso). A forma analitica mais simples que este termo podarté:

)R ( f?“”)) 2:3)

onded é um vetor de magnitude—! apontando na direcéo do bloco vizinho pré-
ximo do pontoZ, e o valor do custo em energia é independente do sinal da dife-
renga dos parametros de ordem em blocos vizinhos. A corstantie depender
da temperatura.

Ent&o, considerando qug (7) varia pouco na escala e tomando o limite
continuo, podemos escrever a energia livre de Landau naform

Floa@)] = [ d' J(T,65(@) + [ d'a cvm( O, (2.35)

ondeg, (%) = (pa(Z))a € f(T, ¢(Z)) tem a forma da densidade de energia livre
de Landau homogénea (2.23). Agora a energia livre de Lahntdan(z)] € um
funcionalde ¢, (Z), no sentido que depende da fungdd®) em todos os pontos
#. Um corte, ou “cutoff” para distancias menores due esta implicito em todas
as integracgoes.

Ainda, é importante notar que o funcional de Landgwu energia livre de
Landau, NAO é a energia livre de HelmholtZT', ¢) do sistema. Duas diferencas
notaveis séo as seguintes:
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e O potencial termodindmicB (T, ¢) é umafungéo convexaenquantd’[T, ¢ ()]
nao é.

e F(T,¢) é uma funcéo termodindmica, e como tal a dependéncia em uma
funcd@o que varia espacialmente comdz) néo faz sentido. En'(T, ¢)
toda a informacéo espacial ja foi integrada ao calculargotre funcao de
particéo.

As aparentes contradicfes sao resolvidas considerandaofgoeional de Landau
€, na verdade, unenergia livre de granulado grossm Hamiltoniano efetivpno
sentido que a funcao de particdo do sistema pode ser obtidamna:

7 /Dd)A e PFIoA@] (2.36)

onde a notacag D¢, indica umantegral funcional Fisicamente, a integral fun-
cional equivale a somar as contribuicdes de todas as coafifes dos campos
¢(¥) pesados com o peso estatistico correspondente. A depéndérescalal
implica que este formalismo podera ser relevante para o ederpento do sis-
tema a distancias grandes. Varia¢cdes dos campos na escadpaizamento de
rede ou das distancias interparticula estéo fora do alcdeste formalismo. No
entanto, na andlise da fisica na vizinhanca de um ponto@dpenas o compor-
tamento a longas distancias é importante.

Entéo, reconhecendo o funcional de Landau como uma enangialk gra-
nulado grosso ou Hamiltoniano efetivo, ela ndo é a enengia termodindmica
e entdo nao existe requisito para ela ser convexa. Reatizamtegral funcio-
nal sobre os graus de liberdade ainda ndo integrados, psdanter o potencial
termodin&micA(7T, h) que satisfaz:

Z =Tre M =¢P4 (2.37)

ondeH = F[¢p(F)] e h € um campo externo conjugado do parametro de okglem
A energia livre de Helmholtz pode ser obtida via uma tramsémta de Legendre
na forma:

F(T,¢) = A(T,h) + Noh, (2.38)

e a convexidade dos potenciais termodinamicos é restaurada

Finalmente, a discusséo anterior permite também justiicagué, ao cons-
truir o funcional de Landau, escolhemos contribuigBesusichmentanaliticas
a energia livre de Landau envolve um traco parcial sobreassgie liberdade, e
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entdo a funcéo de particdo correspondente (parcial) sogavdmalitica (em um
sistema finito).

Estes pontos sobre a interpretacdo do funcional de Landagosieitual-
mente importantes e sao discutidos com maior detalhe, gon@o, no livro de
Goldenfeld [3].

2.4 Funcoes de correlacao

Considerando a possibilidade do parametro de ordem vagalnhente, podemos
escrever o potencial termodinamidoa forma:

A[T, (%)) = =T In Z[T, h(Z)], (2.39)

onde também consideramos uma possivel variagdo espactangioo externo.
Adotamos a convencdg; = 1, ou seja, daqui para frente todas as temperaturas
estdo em unidades da constante de Boltzmann. Notamos doetpatencialA
guanto a funcao de particddsao na verdadiincionaisno sentido discutido na
secao anterior. Para cada fun¢da@) obtemos um valor pard e um parad. Em
presenca de um campo externo lokéf), a fungédo de particdo pode ser escrita

na forma: N
7 / D(7) e PHF@]-[ d'=h@-6@)} (2.40)

ondeF'[¢(Z)] € dada por (2.35) e o subindidesera eliminado da notagéo exceto
guando o significado das expressdes ndo seja claro.

O parametro de ordem na escalague para um sistema magnético é a mag-
netizagdo local, é dado por:

1 6z §A
(9:i(2)) = Z50h(® ~ ohi(D) (2.41)

onde(¢;) e h; representam aésima componentes cartesianas dos vetaies
h e o simbola representa umderivada funcional O potencial termodinamico
obedece a seguinte identidade diferencial:

dA = —SdT — / dlz (3(Z)) - OR(Z). (2.42)
A susceptibilidade local generalizada é dada por:
Lo 0{gi(T
Xij (Z,7") = M (2.43)

 Ohy(@)
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A funcéo de correlacdo conectadapresenta as correlagdes das flutuagdes do
parametro de ordem em relagcéo ao valor médio, e € dada por:

Giy(Z,7) = ([6:(@) — (:(2)][05(Z") — (8;(2))])
1 2InZz
6 0h;(Z')0hi(T)
_ 16 @) o
— ﬁcshj( ) =Tx;;(Z, &)
Notamos que a fungdo de correlacédo de dois pontos conecpadpacional
a susceptibilidade generalizada.

A susceptibilidade ou resposta global é a derivada do pardrde ordem
global respeito do campo externo:

_ 5<<Z>z>

(2.44)

e, em sistemas com invariancia translacional, é propcatan limiteq = 0 da
transformada de Fourier da fungéo de correlagcéo coneCtada 2”) .

Uma transformada de Legendre nos permite obter um poteecrabdina-
mico que é funcéo do parametro de ordem (equivalente a ariergide Helmholtz),
em lugar de ser funcdo do campo:

FITAS(#)] = AITR@) + [ d'a 7(@) - (6(2). (2.46)

O funcionalF’ satisfaz a relagéo diferencial:

dF = —SdT + / %z 7(Z) - 6(3(Z)). (2.47)
A equacéo de estado é dada por:
OF
— = h;(¥). 2.48
s (249)

Em auséncia de campo externo o estado de equilibrio é dagleglet de{¢; (%))
gue minimizaF'. Notar que, nesta forma funcional, o parametro de ordem pode
ndo ser homogéneo, o minimo Ae: determinado por uma funcéo da posicéo

A Derivada funcional
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A derivacgao funcional tem propriedades muito semelharstegaaerivacao de
funcdes. No entanto € importante levar em conta que saogijesaliferentes.
Consideremos um funciond@[(Z)] da funcdoh(Z). A derivada funcional d@

é definida como:

60 _ . Bh(@) + 3(F — )] — Bh(D)
Shi7) — b : |

(2.49)

d®/0h(y) representa o cambio induzido ebrem resposta a um cambio érir)
no pontor = y.

Utilizando esta defini¢cdo é possivel mostrar algumas ddavéuncionais co-
muns:

T
) T — ), (2.50)
onde®[h(x)] = h(x) é o funcional identidade. Seé umafuncaode h(¥):
of(h(Z) L ONE) o
e~ g = e (2.51)
0f(g(h(@) o ORE) o
) fg hG) f9' 0% =), (2.52)

ondef’(z) = df /dz.
Por exemplo, pard(¢(7)) = ¢*(7):
of 09(7)
6o(y) 7 0¢(¥)

Uma situac@o comum na fisica é a de um funcidnal()| pode ser expresso
na forma

=f = 4¢*(7)8(7 — 7)) (2.53)

/ Az f((Z), (7)), (2.54)
onded; ¢(Z) sdo derivadas espaciais ger) (componentes do gradiente), entdo
OF ) f
— = ddx 7
59(y) /

_ d af 0p(7) of  60:¢(%)
= [ [ 50) T 9000 6¢<§>]

/ dlz l 5 (5)5(:5 = ae@- g)} . (2.55)

9(0i9(7))
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onde na ultima linha usamos o fato que a derivada comum eadariuncional
comutan e indices repetidos se somam. Usando:

of of of
% | 80@) I CG)

integrando por partes no ultimo termo, desprezando teremesgpkrficie e fazendo
a integral emx obtemos:

A 0@ — )| = 0(Z — )0, 9;0(7 — 1),

OF of of
50 005 00,005 (259
cuja solugéo estacionéria é semelhante a equacio de méwidzemecéanica La-
grangeana.
Apoés a transformada de Legendre que levaddpara ' podemos obter a
inversa da funcdo de correlagéo derivaridoespeito deg¢;(7)). Fazemos isto
em dois passos: primeiro derivam@s(z)) respeito d€ ¢, (z")):

5<¢z<f>> — ) Z— 7"
Soey T

—»

d / x 5h( )
[ @ ToET (2.57)

onde se fez uso da regra da cadeia na derivada funcionalesneipetidos estéo
somados. A inversa dg;(Z, 2’) é definida na forma:

[ i (@30 7) = (@ - 7). (2.58)

Comparando as duas ultimas identidades e usando a defirigisceptibilidade
obtemos:

Shi(Z) 52F

R P e R P S N EY 259

2.4.1 Correlagcdes na teoria de Landau

Vamos calcular agora as fun¢des de correlacdo e suscigatitaipartindo da ener-
gia livre de Landau para um campo escalar:

F= /dda:f +/dda: e [V {(2))]. (2.60)
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Substituindo para a densidade de energia livre a forma)2@3 h = 0,
obtemos:
§2F
5(p ()0 (o (7))
= (r+12u{(p(7))* — cV?)d (% — 7). (2.61)

O ultimo termo corresponde ao operador Laplaciano, e serobf#s integrar
por partes a variagao do termo do gradiente quadrado, eed@sprm termo de
superficie:

. L ' 0 L L
20600 = [l s D0(D0)
o (9 B 5, 09(%)
_ /ddx [26@(9;)( (x/)(?gb )] Q/dd 8:6(2)0 '56(7)
- 2/ dlz 8,6(2)0,0(7 — 7). (2.62)
Usando
9; [0:0(2)0( — )] = R p()(Z — T') + 0ip(2) 0,0 (Z — '), (2.63)

e desprezando o termo de superficie, obtemos:

5¢> & /ddw¢ 0,6(7 _—Q/dd:c82<;5 2)8(7 — ) = —2026(7). (2.64)

Finalmente, 5
e (—202¢(7")) = —2028(z — @), (2.65)

gue leva ao resultado em (2.61).
Usando agora a relagéo (2.58), que define a inversa dietemos:

(r + 12u {¢)* — V?) x(&, %) = 6(F — ), (2.66)
ou, usando (2.45):
(r+12u{¢)* — cV?) G(Z,7) =T 6(% — 7). (2.67)

Assim, vemos que a susceptibilidade e a funcdo de correls@@tuncdes de
Green
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A solucédo geral destas equagdes é complicada pela depeandéng)(7))2.
E possivel resolver pax@(Z, 2’) por transformanda de Fourier, assumindo que o
sistema apresenta invariancia translacional e que o pan@deordem é homo-

géneo e dado pela solugdo de campo médio de Landau:

1
(@) = r+ 12u ()% + cq?
X 1 ¢
= == , 2.68
T+ (@07~ e+ (@) (269
onde
. 1/2
€ o comprimento de correlacdo Usando a solucédo da teoria de campo médio
para(o): o
B (¢/r) sel > 1T,
(1) = { (c/(=2r)2 seT <T. (2.70)

Préximo do ponto criticg ~ |7 — T.|7%, onder = 1/2 é o expoente critico do
comprimento de correlagdo. Em sistemas tridimensionasar veal dev esta
em torno de 2/3.

A existéncia de um comprimento de correlagdo € um dos casantrais na
fisica da matéria condensada. A prépria idéia de condensgiliza a existéncia
de uma regido onde as particulas estdo fortemente comedatas. A extenséo
desta regido depende de parametros externos, como a téun@eca pressao.
Uma das caracteristicas do fenbmeno de invariancia deagscalonto critico é a
divergéncia do comprimento de correlacdo, ou seja, todst@sa esta fortemente
correlacionado er...

Podemos obter uma estimacgéo dele através de uma analisesthmad sim-
ples da energia livre. Assumindo que o camip@r)) seja adimensionat, deve
ter unidades déenergia) x (comprimento)~?, [EL~4]. c deve ter unidades de
(energia) x (comprimento)~@=2) [EL~(@=2)]. Por tanto,(c/r)"/? ~ ¢ deve
ter unidades de comprimento. Podemos introduzir uma edeat@mprimentos
microscopica na forma:

1/2
c /

©= 1T =0)

:(éﬁm. 2.71)

Ent&o o comprimento de correlagéo se pode escrever ¢om|(1T—1.)/T.|",
e pode ser arbitrariamente maior gyena vizinhanga do ponto critico.
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A forma da susceptibilidade (2.68) foi obtida pela primeiea por Ornstein
e Zernicke na analise do ponto critico gas-liquido. A tramsfda inversa de
Fourier leva a funcao de correlacéo espacial de dois pontos:

) diq  ETF
M50 = x| Gt e

= TPy (|/¢), (2.72)

onde

0o dO iz cos 6
v = | zdldz/( ‘
0

2m)? 22 + n?]
1

= —e " d=3). 2.73
- (d=3) (2.73)
Notamos que no ponto critich = T, as correla¢des espaciais decaem algebrica-
mente comadz|~?~2). Paral’ # T, as correlagbes decaem de forma exponencial
em uma escala dada pelo comprimento de correlacao

2.5 Sistemas com simetri@(n)

Sistemas com simetri@(n) possuem um parametro de ordem vetorial com
componentes. Na fase desordenada, o Hamiltoniano tem guwaeante frente
a rotagcdes no espagedimensional do parametro de ordem. Casos particulares
sdo o0 modelo de Ising, com = 1, que ja analizamos. O modelo XY, que € um
modelo de rotores no plano, com= 2. O modelo de Heisenberg para a transi¢cao
ferromagnética, com = 3.

A energia livre de Landau do modefo(n) é analoga a do modelo com si-
metria Ising (2.23). A Unica diferenca é que, devido a simetitacional da fase
paramagnética, a energia livre deve depender de:

n

(D)2 = (0)? = (0:)", (2.74)

i

que é invariante por rotagfes. Da mesma forma como fizemasoparodelo
de Ising, neste caso a equacao de estado em presenca de umesdenpo de
componentes; é:

of

o

(r + 4u(9)*)(¢:) = hs. (2.75)
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As solucbes desta equacéo para= 0 sdo:

0 sel > 1T,

() = { (—r/4u)?e; seT < T.. (2.76)

ondee é um vetor unitério arbitrario no espaco do parametro denord@ com-
portamento é o mesmo do modelo de Ising, e entdo o madeto sofre uma
transicdo de fase de segunda ordem, com expoentes criticosd e v iguais
aos do modelo de Ising. No entanto, a diferenca do modeloimig dsie quebra
uma simetria discreta, a arbitrariedade do vetor unitgoe define a direcao de
ordenamento do sistema, indica que uma simetria continuguibrada, como
mostrado na figura 2.6 para o caso X¥=£ 2).

v(S) V(S)

el W™ )

. ——

Vi

(a) (b)

Figure 11.1 Homogeneous part of the Landau free energy for the O(n) model.
Sketched for simplicity is the case n =2: (a) T > T¢. (b) T < To.

Figura 2.6: A parte homogénea da energia livre de LandaugaradeloO(2).

A quebra de uma simetria continua traz profundas conse@gnc compor-
tamento das funcdes de correlagéo e susceptibilidadedpard,. A funcdo de
correlacdo conectada entre as componenges do pardmetro de ordem € dada
por:

Gii(Z,7) = (¢i(2); (7)) — (¢:(Z))(0;(2"))- (2.77)
Esta correlacdo pode ser decomposta em duas partes, ooitespes a correla-
¢cOes entre as componentes paralelas e perpendicularegaadide ordenamento
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do sistema:
Gy(Z,7) = G (7, 7) ese; + GL(T, 7) (655 — eqe;). (2.78)
Se a dire¢é@o de ordem é o eixo definido pgrentéoe = (1, 0,0, .. .) e obtemos:

Gu(E,) = G)(&T) = (G(@D1(@)) — (6161 (), (2.79)
: F) = (@) — (6@Noi(@)), (i #1).

Derivando a energia livre de Landau respeitopde’) e ¢,(2") e transformando
Fourier obtemos o tensor de susceptibilidade:

Xij (@) = TGH@) = (r + 4u(d)” + cq”)di; + 8u(es) (05), (2.80)
ou, em termos das componentes paralelas e perpendiculares:

X =1+ 12u(6)® + ¢ (2.81)

r+cq® sel >1T,;

cq? seT < T.. (2.82)

@) = o o = {
Notamos que a componente paralela tem 0 mesmo comportaqent@ modelo
de Ising. No entanto, na direc&o perpendicular a susckgéte ou as correlacdes
G1(q) = T'x.(q) ttm um comportamento com lei de poténcia:

G =-L (2.83)

cq?
No espaco real as correlagbes também decaem com uma leiéieipst
G (Z,0) ~ |z|@2, (2.84)

Como a suscpetibilidade globgl;, = lim; ., 5G;;(¢), o resultado anterior im-
plica que o sistema possui susceptibilidade transverfaltanna fase de baixa
temperatura com simetria quebrada. Ou seja, € necessagampo externo ar-
bitrariamente pequeno para mudar o valor (ou melhor, a&iedo parametro de
ordem. Isto pode ser interpretado fisicamente pela esrgtarenergia livre de
Landau da figura 2.6. Da figura fica evidente ¢gygossui um numero infinito de
minimos pard’ < T, e se pode passar continuamente de um minimo para outro.
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Ou seja, ndo custa energia ir de um minimo qualquer a um ouéiquer. No en-
tanto, na direcéo paralela a situacéo € diferente: existepamalidade energética
para mudar o médulo do parametro de ordem.

O comportamento da componente transversal da suscegad®l(2.82) indica
que, em termos de modos no espaco de Fourier, a susceptieilalmenta de
forma ilimitada para modos de comprimento de onda grandefenéa para\ —

oo. A flutuacéo na energia de Landgduypode ser feita arbitrariamente pequena
para flutuagbes de comprimento de onda arbitrariamentelgganNo caso do
modeloO(2) da figura vemos que existe exatamente um modo perpendicular a
direcdo de ordenamento com excesso de energia livre arditiente pequena.

Em geral, em um modelo com simetfign) haverd um modo deste tipo por cada
direcéo transversal, ou seja um totalde 1 modos transversais de baixa energia,
oumodos de Goldstone

Os modos de Goldstone se manifestam matematicamente cdoscepa; =
0 na componente transversal da susceptibilidade, como sa (2.82) na fase de
simetria rotacional quebrada. Exemplos de modos de Goldstmondas de spin
em sistemas magnéticos@onsassociados a quebra da simetria por translacdes
no espac¢o. Ambas simetrias sédo continuas.

2.6 Validade da teoria de campo meédio: o critério
de Ginzburg

Como vimos, a aproximacao de campo médio consiste, esbaania, em subs-
tituir um parametro de ordem que flutua localmente por ummpet@® médio es-

pacialmente constante. Por tanto, a aproximacao de camgio se¥a boa sempre
que as flutuacdes do parametro de ordem respeito do seu \é&diio sejam pe-

guenas. Uma medida da importancia das flutuacdes do pacadeetrdem pode

ser obtida calculando a médiad@g %) = ¢(Z) — (¢(Z)) em um volume da ordem
Ve ~ ¢4 (V. L. Ginzburg, 1960), onde é um “comprimento de coeréncia”.

O desvio do parametro de ordem respeito do seu valor mediolnmeV; é

dado por:
Sbeon = V! / %z 6(7). (2.85)
Ve

As flutuagGes serédo despreziveis/ &b, )*) for muito menor qud$)? na fase
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ordenada, ou seja, se

Ve dd:c d'z' (§6(2)06(7)) = . d'z G(7,0) < (¢)*,  (2.86)
ondeG (7, 0) € a funcao de correlagéo (conectada) do parametro de ordemo C
a aproximacgao de campo meédio fornece uma predi¢éo para@fdegorrelacao
e para o parametro de ordem, a propria aproximacao possiwesiende consis-
téncia interna.

Vamos analizar o critério de Ginzburg para uma teoria conpeagscalarn?,
usando os resultados conhecidos gabee para& (7, ¥’') = T'x(Z, 2). Obtemos:

(O0an)?) = TV [ atelal 2y (/)
Ve
= Vet fan [ty )

= TV e /de/ dz2Y (2

AdTC (d—2) 2 |T
= —— < (&)= (2.87)
onde¢ = (c¢/|r|)*/? é o comprimento de correlagdo4 é uma constante que
depende da dimensé@b Usando a definicdo do comprimento de correlacdo mi-
croscopicol; = (c¢/aT,)'/? e o valor do salto no calor especifico na transigéo
Acy = T.a?/8u (ver equacéo (2.31)), podemos reescrever o resultadoarder
forma adimensional:

¢ d—4_ T — T\ 4-/2 Ay
(g) "( T, > 7 A (2.58)

A relacdo anterior nos diz que pafa> 4, como(¢* — oo quandol’ — T,
a desigualdade anterior sempre é satisfeita proximo dai¢&mn No entanto,
parad < 4, como(?* — 0 quandol’ — T., a desigualdade nunca é satisfeita
perto deT.. Entdo podemos concluir que a aproximacdo de campo médio ser
satisfatoria para dimens@o> 4, mas ndo sera consistente pdra 4, em teorias
¢*. A dimenséaal, = 4 que representa um limite para a validade da aproximacé&o
de campo médio, se conhece codimensao critica superiorDependendo do
sistema o valor dé€, pode ser diferente.

Para um sistema qualquer, com expoentes criticos de camgho méy, v,
devemos levar em conta que; ~ |T' — T,|™ e {(¢) ~ |T — T.|°. Entéo, des-
considerando fatores constantes de ordem um, o critéridrdg@g é satisfeito
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se:
7 < 2P (2.89)

ondet = |T — T,|/T. € a temperatura reduzida. Entéo, para um sistema geral, a
dimensé&o critica superior € determinada pela condig&o:
2
is 2By _ g (2.90)

14

Ainda, para dimensdes < d,, a aproximagdo de campo médio podera ser
valida para temperaturas suficientemente longé.dsempre que a desigualdade
(2.88), ou em geral (2.89), seja satisfeita. A medida fjuge aproxima d€.
as flutagcbes se tornam cada vez mais importantes. A tempeie define a
identidade na (2.88) se charteanperatura de Ginzburg

_ |TG _Tc| B ( Ad )2/(4d)

t Ll
“ T, 2Acy (8

(2.91)

De forma equivalente, é possivel definircomprimento de Ginzburg;, na
forma:
(o~ Acy(y = ¢/ (8uT.), (2.92)

ou
o ~ Co(Acy ¢/, (2.93)

A teoria de campo médio é valida quands ¢, ou( < (.

Notar que|T; — T, — 0 se(y, — oo parad < 4. Isto quer dizer que o
campo médio sera valido até temperaturas muito proximasskeo comprimento
de coeréncia microscépico for grande, mesmo para d,. Este € o caso em
sistemas com interac¢des de longo alcance, ou em superooesiuQuandq,, ou
|Te: — T.| n@o é pequena, deve acontecer um “crossover” de um comportam
de campo médio para um comportamento critico quando a tetpareduzida
t = (T —1T.)/T. for da ordem da temperatura reduzida de GinzbyrgA figura
(2.7) mostra de forma esquematica o crossover no compantarda inversa da
susceptibilidade.

O critério de Ginzburg permite entender por qué em algunbsmses a aproxi-
macédo de campo médio pode ser muito boa e em outro ndo. Caamsmkeo caso
da transicdo de fase esmética A-esmética C em cristaisitiguNesta transigéo,
0 parametro de ordem corresponde ao angulo de inclinagéiwedorcem relacéo
a normal aos planos esméticos. A figura (2.8) mostra medapamdmetro de or-
dem, do calor especifico e da inversa da susceptibilidadi® gom as predicdes
do campo médio.
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log X!

Fig. 5.1.1. Schematic of the inverse susceptibility as a function of reduced
temperature t = (T — T.)/ T, showing crossover from linear mean-field
dependence on t at large ¢ to power-law behavior for t < t.

Figura 2.7: Representacdo esquematica do crossover d® caétjo para com-
portamento critico na inversa da susceptibilidade .

A inversa da susceptibilidade do parametro de ordem va aline@rmente
na fase desordenada ao aproximarsé dele acordo com a predicdo de campo
meédio, ou seja com = 1. A intensidade de espalhamento segue a predicao de
Ornstein-Zernicke. O parametro de ordem e o calor espes#igoem uma forma
generalizada da teoria de Landau, com um tepfnoa expansao da energia livre,
na forma:

= 570+ ua0)* + ua(0)" (2.99)

O parametro de ordem, obtido minimizanfieespeito de¢), é dado por:

<¢>:<U4>1/2 [<1_3L>1/2_1]1/27 2.95)

3U6 To
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Fig. 4.3.4. (a) Tilt angle {solid circles) and cos 1{d, /d) in the compound
40.7 {see reference below for molecular structure) where J, is the layer
spacing in the smectic-C phase and 44 that in the smectic-4 phase. The solid
curve is a fit to Eq. (4.3.29) with the unitless parameter

ty = rgf(2aT.) = 1.3 = 10~ The triangles are the reciprocal susceptibility
measured by magnetic birefringence for two different samples. {b) Heat
capacity near the smectic-4 to smectic-C transition in 40.7. The dashed curve
is the background scaled from another compound (40.8) and the solid line is
a fit to Eq. (4.3.30). (c) Inverse light scattering intensity from tilt luciuations
in 40.7. For this sample, g = g, = 7.0 = 10* em™ !, [R.]. Birgeneau, G.W,
Garland, A R. Kortan, J.D. Litster, M. Meichle, B M. Ocko, C. Rosenblatt,
LJ. ¥u, and I. Goodby, Phys. Rev. A 27, 1251 {1983)]

Figura 2.8: O parametro de ordem, inversa da
susceptibilidade, calor especifico e inversa da

intensidade de espalhamento em um cristal liquido

préximo da transicdo esmética A- esmeética C. As linhas
cheias correspondem a aproximagdo de campo médio dada
pelas equacdes (2.95) e (2.96).
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e o calor especifico:

. — { 0 seT > T. (2.96)

(T'a?/8uy)(1 — 3r/re)~Y/? seT < T,,

onder, = 2u?/ug. A linas sélidas na figura seguem estes resultados.

Analizando quantitativamente estes resultados € posshgelvar que o salto
no calor especifico é da ordem tl# ergcm =3 K1, e o comprimento de cohe-
réncia microscopicq, € da ordem deo A. Usando uma express&do completa para
a temperatura reduzida de Ginzburg para um sistema-em:

ki

obtemos, neste casQ, ~ 10~°. A temperatura da transicéo é da orden3@ex’,

e por tantol, — 7. ~ 3 x 1072 K. Como o0s experimentos da figura (2.8) ndo
sdo capazes de resolver temperaturas reduzidas da ordénde€, as predigées
de campo médio sao boas neste caso.

Outra transicéo que é descrita de forma satisfatoria peletge campo médio
€ a transicdo metal normal-supercondutor. Na figura (2®pgemedidas do pa-
rametro de ordem e de calores especificos para esta trgijgigédacom predicdes
da teoria BCS.

O calor especifico apresenta uma discontinuidade finitd ede acordo com
a predicdo de campo médio. A temperaturas baixasa a zero exponencial-
mente, fato este de natureza quantica e ndo explicado pelpocenédio con-
siderado. O parametro de ordem va a zero cdffic- 7..)'/2, em completo
acordo com campo médio, e satura para temperaturas baixaaltdOno calor
especifico em aluminio é da ordem fe 10* erg mole™! K. O parametro de
rede emAl é 4A, e o comprimento de coheréncig g~ 1.6 x 10*A. Entéo,
Acy =2 x 10°/42ergem™ K1, etg ~ 10719 1 A temperatura critica em Al é
1.19 K e por tanto € praticamente impossivel aceder a regidoeacrftieste caso,
0 motivo para umdy, tdo pequena € o enorme valor do comprimento de coherén-
cia em relacdo a constante da rede. Este comportamentor@arhs®@a maioria
dos supercondutores, exceto em aqueles de alta temperdtioa como 0S cu-
pratos. Nos supercondutores normais a teoria de campo madima descricdo
excelente do comportamento dos mesmos.
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Fig. 4.3.3. (a) Superconducting order parameter as a function of temperature
from electron tunneling measurements. (b) Specific heat of a superconductor
[NLE. Phillips, Phys. Rev. 114, 676 (1959)]. The transition to the
superconducting phase is accompanied by a jump discontinuity in the
specific heat, denoted ¢, in the figure. When a small magnetic field is applied,
there is no superconducting transition, and the specific heat ¢, is linearly
proportional to temperature.

Figura 2.9: O parametro de ordem e calores especificos rsciarmetal normal-
supercondutor, para diversos materiais, junto com predigé campo medio.

2.7 CorrecOes Gaussianas a solucdo de campo meé-
dio

Reescrevamos a fungéo de particdo do sistema como umaainfiggeional nos

camposp, na forma:

Z = Z|T, h(Z)] = / Dep e~ PHII-[ &3 h@6(@), (2.98)

onde a fungéo de parti¢cads|T, h(Z)], € um funcional do campo exterh¢r). Va-
mos assumir que o sistema esta confinado em um volume ¥initaL?. A partir
da funcéo de particdo, o potencidlT’, h(Z)] pode ser calculado pela identidade
Z =exp (—pA).

Todas as configuragfes dos camp@s) contribuem para a funcéo de particao,
mas algumas configuracdes contribuem mais que outras nos @gsonenciais.
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Em particular, como a energia de granulado grosso que apateexponencial
€ extensiva, no limite termodinamico a configuracdo que ardriduir mais a
funcdo de particdo é aquela que mininkzg] — | d?z h(Z)¢(Z). Assim, a confi-
guracdo de maior peso na integral funcional é a corresptmderponto de sela,
definida por:

0H
= h(X). 2.99
6@, " (2:99)

A aproximacao de campo meédio consiste em aproxifhpelo valor correspon-
dente apenas a contribuicdo do ponto de sela. Assim:

Zow = exp{=AH[bwt) = [ &' h@)6saa(i))}
= exp {~BFoul(o(@)] - [ d'z h(@)6(@)},  (2.100)

ondeFy,, € a energia livre de campo meédio. Das relacdes anterioremnstic
que Foyr = Hpsea(Z)]. Correcdes ao campo médio podem ser consideradas
expandindo o Hamiltoniano efetivo em poténcias/d€) = ¢(7) — (¢(Z)). Por
definicdo (4 (%)) = 0, e (¢(Z)) = ¢sea(¥) €m campo medio. A presenca de
flutuacdes ira fazer com que, em gefal.x)) seja diferente do valaf,., () nas
fases ordenadas ou na presenca de campos externos.

O primeiro termo de correcao a aproximacao de campo médiaala flu-
tuagOes, consiste em incluir flutuagdes Gaussianas. Exjind Hamiltoniano
efetivo até segunda ordem emr) obtemos:

Hlg)~ [ a7 n@)e(@) = Hlo@) - [ d'v h@)o(@)

1 o0H
- dd dd / — =
+ 2/ rd () Y(@)Y(T) ($(2)) v,
onde SH
— = (BGy) (7, & 2.101

€ a inversa da funcéo de correlacdo conectada de dois pantpo medio.
Concluimos que as flutuagcdes Gaussianas a solucéo de cardpnséaeé gover-
nadas pelas correlacbes do parametro de ordem de campa meédio

Para obter a contribuicédo das flutuacées Gaussianas pasegiedivre temos
gue realizar a integral funcional da forma quadratica @&medPara isso usaremos
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a identidade;:

/ (ﬁ d@h) 67% Zi,j yiMijijFZi hiys _ (27T)n/2 (det M)_1/2 6% Zi,j hiMiglhj
=1

(2.102)
onde)M é uma matriz simétrica positiva com elementds e // ! é sua inversa.
Para realizar a integral funcional é conveniente trabativaespaco reciproco.
Como estamos trabalhando em um volume finito, introduzirsdsaasformadas
de Fourier discretas:

B(x) = 7 S O™ (2.103)
k

h(x) = ﬁ > h(k)e™> (2.104)
k

Os vetores de onda compativeis com condi¢des de contoridoljgars numa caixa
de ladoL sdok; = 2xl;/L, comi = 1,...,del; = 0,+1,£2, .... Como 0s
camposy () e h(¥) sao reais, se deve satisfazér-k) = ¢*(k) e h(—k) =
h*(k). Usando as identidades:

/ddx pix(k—K) _ 1/ S (2.105)
Z e~k (x—x) _ 1/ d(x — XI) (2.106)

K

obtemos: 1
000 = L [ d'x o) e (2.107)
1 ' ;
h(k) = ——= [ do% h(x) 7 (2.108)
La/2

Apos transformar Fourier, a funcao de particdo se podeesana forma:

7= 2 - | (1;[ 019 exp {5 (1161 - > H-9000) | @109

onde um cutoff pard < A esta implicito no limite superior de todas as inte-
grais. Fatorando na expressao anterior a contribui¢ao i pie sela, ou campo
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meédio, e fazendo um cambio de variaveis- ¢ obtemos:

zZ _ /(E[d@p(k))) exp {—g (Zw(/%’) (BGo) ™ (k, 15’)1/1(75’))}

ZC]\J kK

- (%ﬂ)% aet(3G) ] "

-1
= exp{—%Trln (C;O )} (2.110)
T

onde, dada uma matriz(k, k'), TrA = >, A(k, k) = >, \x Sendo); os corres-
pondentes autovalores. Finalmente obtemos a contribdesgicorre¢cdes Gaussi-
anas a energia livre:

-1

F— Foy = kel (GO ) (2.111)
2 27

Em teoria de campos, esta correcdo € chamadeodecdo de um lacqone

loop approximation) para a energia livre. Ela depende dametro de ordem

de campo médido(z)) através da dependéncia @g, e pode ser expandida em

poténcias déy(¥)). O termo de segunda ordem desta expanséo fornece a corre-

¢éo a um lago da funcéo de correlagéo invérsa(z, 7).

2.8 A aproximacao do campo autoconsistente

Em uma teoriay* o efeito das flutuagcdes Gaussianas pode ser levado em conta de
forma autoconsistente. A aproximagdo correspondente léecada como apro-
ximagao de Hartree, Random Phase Approximation ou apr@@dmdo campo
autoconsistente. O Hamiltoniano efetivo na tearia@& dado por:

Mgl = % [ e {ré*(@) + ¢ (Vo(@)” + 2ue'(@)} (2.112)
= L [ 9@ (TG @ F)SE) +u [l 6@,

onde
TGyHG) =7 + cq? (2.113)

€ a inversa do propagador, ou “funcéo de correlacdo nuaé (marelation).
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Separando o pardmetro de ordem em valor médio mais flutuag@gs—
(p(Z)) +1(Z), substituindo em (2.113) e conservando termos pares naagtigs
obtemos:

M (o)) = 3 [dindls p@)TG EFNOE) + (2.114)
u / dz p4(Z) + 6u / d (6(7))20%(T).

A aproximacao auto-consistente consiste em substituiratan 2 do termo em
¥* pelo seu valor médidy?). Na energia para o modelo com simetria Ising
(parametro de ordem escalar) existem 6 formas de escolldeiotatores) para
formar (1/?). Em uma teoria com simetri@(n) serdo2(n + 2) fatores. Desta
forma, a energia livre de gréo grosso na aproximacao ausgtente adota uma
forma Gaussiana. Paia> 7T, obtemos:

ool (0)] = [ dad'a! v(@)(TGC (7, )o@ + 6u [ d'o (@) (0*(@)).
(2.115)
Variando duas vezes o funcional anterior obtemos a inversastceptibilidade ou
da funcéo de correlagcéo de dois pontos:

TG HG) =7+ cq® + 12u (¥?). (2.116)

Como antes; = a(T—T*) eT* é atemperatura critica de campo médio. Notamos
gue atemperatura critica, definida pela divergéncia daptibdidade, ndo € mais
igual a de campo médio. O fator proporcional tem o efeito de reduzir o valor
deT, em relacdo ao valor de campo médio. Isto é consequénciadtaetti efeito
das flutuagdes sobre o grau de ordenamento no sistéifiaz’) é a fungéo de
correlagéo conectada do camp@’), ou sejaG(Z, ') = (¢ (Z)y(2")). Entéo:

W= - [556@

d’q T
/ (2m)dr + cq? + 12u (P2)’ (2.117)

que é uma equacgdo autoconsistente patana fase de alta temperatua,> 7..

E importante lembrar que as integrais no espaco de Founeuté corte no
extremo superior), que pode corresponder a constante de rede ou entdo ao com-
primento de coeréncia microscopi¢o A partir das equacgdes (2.116) e (2.117)
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podemos determinar a inversa da susceptibilidade= TG~ (¢ = 0):

1
2m)4 T + cq?

A
= r+ 12uTKd/ ¢ g (1 + cg®) 7, (2.118)
0

ondeK,; = Q,/(2m)? e Q, € o0 angulo soélido subtendido por uma esferac&em
dimensdes. No ponto critichi. a susceptibilidade diverge, ou sgja’ = 7 = 0.
Assim, podemos determinar a temperatura critica (paramstp aproximacao a
partir de:

12uT, A dig 1 12uT, K A2
ro=a(T, — T*) = — =22 / 9 o _ _AWeRal T (5119)
c Jo (2m)dq? c d-
ou L
12uKdAd_2 B
T.=(14 ———m— T". 2.120
< N ac(d — 2) ( )

Notamos que a temperatura critica é reduzida respeito do dalcampo médio
T*. Umresultado importante é qlie — 0 quandal — 2". d;, = 2 é adimensao
critica inferior , abaixo da qual as flutuacdes sao tao fortes que o sistem&nao s
ordena a nenhuma temperatura finita. Flatad; no hatransicao de fas€a 0.

Para analizar o comportamento da susceptibilidade perpmdit critico ex-
pressamog ' em fungdo de — r. = a(T — T,):

T T,
xt=r=r—r.+12uK, /qd_ldq ( — ) (2.121)
T+ cqg®  cqg?

Resolvendo a integral paila— 7, pequena, obtemos pafa> 4:

1+ (12uT.Ky/c)14(0)
B a(T —T,)

~(T—-T,)", (2.122)

onde

. A ,d—3
q" " dgq

2.123

/ ¢ AT+ c?) /o T+ cg?’ ( )

ed/a=1+ 12uTc(KC/ac)(Ad’2/(d —2)). d = 4 é adimensdo critica superior e
0 expoente obtido pard> 4 é~ = 1, o resultado de campo médio. No entanto,
o prefator no valor da suscpetibilidade é diferente do depcamédio.
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Sed < 4 afuncéol,(r) diverge parar = 0:

o/T)1/? 5 d—3
L(r) = ¢ @22 / Ale/7) ?i +d§/
0 y

=0 2B, (2.124)

ondee = 4—d, B; =T[(d—2)/2|l'[(4—d)/2]/2 eT'(z) é afungdo gamma. Com
este resultado obtemos:

r—re = 12U(Kd/c)cf(d72)/2BdT(de)/2’
X T_l ~ (T’ — ”]"C)_’y’ (2125)

com
S 2.126
7= (2.126)

O expoente da suscpetibilidade é diferente de 1 para4, e se aproxima de 1
guandad — 4, como se espera.

Ainda nesta aproximacao, a susceptibilidade generaligégdando apresenta
correcBes dependentesgao resultado de campo médio. Entéo:

X(@) = (T +cq®) ™ = x[1+ (¢0)*] 7, (2.127)
onde
¢ =(c/T) ~ T =T (2.128)
Assim, obtemos o expoente critico do comprimento de cadieta
v 1
-t = 2.129
v=g=o—0 ( )

qgue também se reduz ao valor de campo médiol /2 quandad = 4.

A aproximacéo de Hartree, RPA, ou do campo autoconsisteotgya os efei-
tos mais importantes das corre¢cbes ao campo médio devidotasches . Os
expoentes criticos dependem da dimensionalidade e termevalres de campo
meédio quando a dimensao se aproxima da dimensao criticagup&inda, Vvi-
Mos que a temperatura critica € reduzida respeito do valcardpo médio, efeito
este esperado por consideracfes puramente fisicas dus efesestabilizantes
das flutuacdes sobre as fases ordenadas.



Capitulo 3

Ordem orientacional em sistemas
com interacoes competitivas

3.1 O modelo ANNNI

Uma simples modificagdo no modelo de Ising, incluindo irtiées competitivas
em uma das dire¢des da rede, tem efeitos importantes nduestdo diagrama
de fases do sistema. Esta modificacédo € implementadsodelo ANNNI(AXxial
Next-Nearest-Neighbor Ising model) [7]. A energia do mod&NNNI é dada
por:

H=—N)Y 0i0;—J2 Y 0;0i1s, (3.1)
onde {{ = 1... N} indica os sitios de uma rede d-dimensional,é um vetor
unitario na dire¢aa, o; = +1, J;1 > 0 e J, < 0. Desta forma, a interagéo a vizi-
nhos proximos é de carater ferromagnético, enquanto ag&erentre segundos
vizinhosao longo da dire¢cdo tem carater antiferromagnético. O diagrama de
fases de campo médio do modelo ANNNI é mostrado na figura.(3.1)

Notamos a presenca de uma fase ferromagnética, de umé&jase “anti-
fase”, que apresenta camadas com 2 spins em uma direcao rshapilirecao
oposta em forma periddica, uma fase modulada mais compiel@se mostram
algumas das estruturas comensuraveis com a rede detetadaseeparamagné-
tica para altas temperaturas. Vamos analizar como emergdéases moduladas
neste modelo a partir de uma energia de Landau para o mesmuparfoular va-
mos analizar o surgimento do chamazbmto de Lifshitzindicado na figura com
aletral.

58
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Figura 3.1: Diagrama de fases de campo médio do modelo ANNistnaindo as
principais fases comensuraveis [7].

3.1.1 Pontos de Lifshitz

Até agora o comportamento do diagrama de fases na teoriandaldoi gover-
nado pela dependéncia com a temperatura (ou outros pac&nets termos da
expansao da energia livre em poténcias do parametro de @eltoda transigcao.
Ainda outra possibilidade é considerar os efeitos que pqutenocar variagées
nas constantes que aparecem nos termos das derivadas ¢os cBim caso mais
simples vimos que um termo proporcional (aﬁqﬁ)? controla as flutuacdes espa-
ciais do parametro de ordem Para isso a constanteé considerada positiva.
No entanto, existem sistemas nos quais anisotropias podetnghr a mais de
um termo desse tipo, e alguns desses termos podem apraseateggido com a
correspondente constante: 0.

Consideremos a seguinte energia livre de Landau:

Pl [an oy (Vy6P + (Vi) + ;%w] +u [dlegt (32



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 60

As coordenadas = (7, 7, ) séo divididas em dois subespacos, que normal-
mente refletem anisotropias nas constantes de interagéoecdes sao conside-
radas “perpendiculares” @ — m) sdo consideradas “paralelas”. Quando tanto
c| quantoc; sdo positivas, o termo proporcional ao Laplaciano quadéaitie-
levante para o comportamento critico. E o caso mais simalesglizado. No
entanto, quande, , que pode depender da temperatura e outros parametros ter-
modinamicos, passa a ser negativa, € necessario o termemaslds segundas,
com constanté positiva, para garantir estabilidade no comportamentoc®tra
variagbes muito rapidas nas direcfes perpendicularesa@rago no Laplaciano
garante a invariancia rotacional e de reflexdespaha energia livre.

O diagrama de fases deste sistema, nos casos de parametienieescalar e
vetorial, € mostrado na figura 3.2.

Fig. 4.6.13. Schematic phase diagrams for the Lifshitz Landau free energy of
Eq. (4.6.19) (a) for a scalar order parameter and (b) for a vector order
parameter. The high-temperature paramagnetic phase (P), the
low-temperature ferromagnetic phase (F), and the low-temperature, negative
c1, modulated phase (M) all meet at the Lifshitz point (LP). The P-F and
P-M transitions are second order in mean-field theory. The F-M transition is
first order for a scalar order parameter and second order for a vector order
parameter.

Figura 3.2: Diagramas de fases da energia de Landau comspbmtafshiz.

Consideremos o caso de parametro de ordezscalar. Na regido, > 0 o
sistema apresenta uma linha de transicdes para-ferrotiagydé segunda ordem
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quando- = 0, como normalmente. A partir dwonto de Lifshitz (r = 0,¢; = 0)
(LP), ¢, < 0 e o sistema apresenta uma transicao entre a fase paramagnéti
umafase modulada na qual o pardmetro de ordem varia espacialmente de forma
sinusoidal. Este tipo de fase anisotrépica aparece mugteesswcomo consequén-
cia de competicao entre interacdes conflitantes, comonfiimgéticas e antifer-
romagnéticas, ou interacdes atrativas e repulsivas nodeaffoidos. Para valores
der < 0 aparece ainda uma transicao de fase entre a fase homoggrea {&se
modulada (M). No caso de par@metro de ordem escalar, estacia € de pri-
meira ordem em campo médio, como mostrado na figura 3.2apRedmetro de
ordem vetorial a transi¢édo € de segunda ordem (figura 3.2phn®@ de Lifshitz

€ umponto triplo, onde trés fases se encontram.

Exemplos de sistemas que apresentam pontos de Lifshitiss@mas magné-
ticos anisotropicos, como o modelo ANNNI, e modelos de neigrolsdes.

Para obter o diagrama de fases e propriedades da nova faséaded/amos
considerar um modelo cofd, m) = (3, 1), ou seja um sistema em trés dimensoes
espaciais com uma dimenséao na qual as constantes de inteéaxanisotropicas.
Neste caso podemos simplificar a energia livre e considperas a dimensao
perpendicular que ira apresentar uma modulacao unidimmalsio parametro de
ordem:

Fu:/d%{%¢2+iudl+%wi2+%dmﬂ@2, (3.3)

onde agora = ¢, eV = V, = V,, onde escolhemos a direcd@omo sendo
a direcdo de anisotropia. Por causa dos termos nas derigadasnalizar esta
energia no espaco de Fourier, onde

o) = [ d* o(3) 1 (3.4)
e Be - N
85) = [ gy 9D €7 (35)

séo repectivamente a transformada e a transformada irdeiSaurier do campo
¢ no limite continuo. Transformando termo a termo na energia bbtemos:

d? &1 &2 d® S s
F= %/ (2;;3 A(q) 4/ : ! 2:)3 d)( 1)9(q2)0(g3)(—q1—q2—a3),
(3.6)
onde ]
Alg)=r+cq®+ 54" (3.7)

2
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EnquantoA(q) > 0 a energia livre apresenta um Gnico minimo, correspondente
a fase paramagnética. Uma transicdo de segunda ordem @ooindo o mi-
nimo A, = min,{A(q)} muda de sinal ao varidr. A linha de transicéo é entao
definida por

Ao(T) =0 (3.8)

Na regido onde > 0 0 minimo deA(q) corresponde g, = 0 e valeA(qy) = r.
Por tanto, a linha de transi¢céo no plafod) corresponde a usual linha para-
ferromangetoy = 0. No entanto, quando< 0, existem dois minimos simétricos
correspondentes a

c\ 1/2
w==(-3) (3.9)
e a linha de transigéo é definida por
02
A(q) =7 — i 0. (3.10)

Notar que sobre esta linha> 0, consistente com o grafico da figura 3.2. No
ponto de Lifshitz, ambas linhas de transicdo tém uma taegEmhum.

Vamos analizar as fases ordenadas. A magnetizagao debeiquilbi, corres-
ponde ao minimo dé'[¢]. Na regido onde > 0, ¢., € constante e uniforme em
todo o sistema, ja que estamos no caso usual da energia dau.and

bu=00 = (-2)"

u

~ (a/u)Y? (T* — T)Y2, (3.11)

gue corresponde a fase ferromagnética.

No caso dec < 0 a minimizacdo da energia livre de Landau (3.6) € mais
complicada porque o minimo er1q) ndo esta em = 0. Neste caso, a condi¢cao
de extremo no funcional de Land&#'/6¢ = 0 leva a seguinte equacéo diferencial
parag: \ ,

g%—c%+r¢+u¢3:0, (3.12)
gue deve ser resolvida e a solugdo que minimiza a energessilecionada. Esta
equacao ndo possui solucéo analitica simples. No entanpmde obter a forma
aproximada da magnetizacéo na regiao proxima da linhank&¢éo (3.10). Lem-
brando que na transi¢éq,) = 0, é lI6gico que proximo da transi¢cdo apenas mo-
dos com vetores de onda proximosg@e|q — qo| < € come < ¢o, contribuam no
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perfil do¢.,. Entédo podemos propor uma expanséao de Fourierqarsa forma:

d3q 7 i z
Pu(2) = /_H<q<ﬁ (27)? d(qo+q)e (w0+a)z | ¢ (3.13)
comk < qo. Esta expressao é equivalente a:
Gr(2) = p(2) €97 + ¥ (2) e7'90% (3.14)
onde
O=[ b raen 315
/’LK) zZ)= —k<q<k (27T)3 QO q € . .

Entdo reescrevendo

5 | s A o)

Q

e :
[ Al + 0 oo + 0
d3

~ 1 [(0%A
~  Aq) /H<q<n (27T(§3|¢(CJ0 +q)* + B} < 8ng>>q:q0 X

' d’q 5 - 2
+
J o i 1600+ )

= /d?’x

3 3 3 Ba4 ~ ~ ~ b
; f%(M2d?é%¢@W@W@W@wm+@+%+w=

O |
Alaln )P + 20l |

] , (3.16)

3 d3 d3 ~ ~ ~
/ g Pg dgs - 6(d0 + @1)(a0 + ¢2)0(—ao + 3)d(—do — @1 — @2 — ¢3)
—k<q1,92, qs<f~i

2m)* (2m)* (2m)?

= = x|,
Qu/xw,

o funcional de Landau (3.6) fica na forma:

4=

Esta expresséo para a energia livre tem a mesma forma doaraeliding ferro-
magnético. O minimo corresponde a solugdo homogénea,@ndepte de:

1/2
= <—A§Z°)> . (3.19)

Oy

3
Algo) (=) 2 + S paa(2)[! + 2le] |7 ]. (3.18)

(3.17)
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Notar que o resultado ndo dependexde&omo devia ser ja que o0 seu valor era
arbitrario. Substituindo em (3.14) obtemos finalmente aéoda solugéo de equi-
librio: .

Peq = 20(qo0) cos (qoz + 1), (3.20)
ondey é uma fase arbitraria@(qo) = (— 24 2,
Resumindo, vimos que o parametro de ordem termodinamic@ e estru-

tura na vizinhanga de um ponto de Lifshitz:

(—5)1/2 sec >0

Peq = 1/2
! 2(—%) / cos (qoz + 1) sec <0

(3.21)

E importante notar que a solugdo modulada puramente siralsou de modo
anico, é apenas uma aproximacao da solucdo completa dadequelcéo (3.12),
valida na vizinhanza da linha de transicdo. A medida que fastaamos da linha
de transi¢éo outros harmoénicos comecam gradativamentg@ocir na solucao.
Harménicos superiores podem ser incluidos na solu¢éo defsistematica.

Um calculo dos limites de estabilidade das duas solu¢desiargs permite
determinar a natureza da transicao de fase entre as faseadgnética (F) e mo-
dulada (M). No caso analizado acima, de parametro de ordeataesa transicao é
de primeira ordem, enquanto que se o parametro de ordemtéoralea transicao
€ de segunda ordem.

3.2 InteracOes competitivas isotropicas |: 0 modelo
de Brazovskii

Os resultados anteriores séo qualitativamente corretasspgemas com compe-
ticdo em uma direcdo e dimensodes altas, tipicaménte3. Mas se queremos
estudar as transicdes de fase em sistemas com competitf@piism em todas as
direcdes os resultados anteriores ndo sdo mais confid\sssnAomo o espectro
de flutuagbes do modelo ANNNI apresenta um minimo dominaarte ygma dire-
cao especifica do espaco reciproco, se as interacdes ctivapeifio isotropicas,
como por exemplo em sistemas de particulas com interagOparde esferica-
mente simétricas, em sistemas coulombianos em d=3 ou ensfilmgnéticos
ultrafinos com forte anisotropia perpendicular, o minimoedpectro de flutua-
¢Oes acontece para uma superficie completa, uma esfera &wudsm circulo
em d=2, como mostra a figura 3.3.
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Figura 3.3: Os vetores de onda presentes no termo quartiemdestar sobre
uma circunferéncia de raik, se 0 sistema possui interacdes isotropicas. Esta
caracteristica, por si sO, determina a forma do termo aquarta expanséo de
Landau, como explicado no texto.

Como a energia depende sé do médulo do vetor de onda, vesidobestor
de onda sobre a esfera (circulo) ndo custam energia, sdcsrdedsoldstone, e
as flutuacbes nessas diregdes sdo muito fortes. E possiseehmgue a dimenséo
critica inferior para estes sistemas & d=3. Em trés dimenBdazovskii mostrou,
através de uma analise na aproximagdo do campo autoconsjsiee o modelo
com competicdo isotrdpica apresenta uma transi¢cabedeimeira ordem indu-
zida por flutuagc6eso estado modulado, de listras, sendo que o céculo a nivel de
campo médio resulta em uma transi¢éo de segunda ordem.

Para apresentar o calculo de Brazovskii vamos primeircreesr a energia de
Landau do modelo com interagbes competitivas, convemenige generalizado
para fazer explicita a isotropia da interacdo. Como foovigt se¢do anterior, o
espectro de flutuagGes gaussianas do modelo apresenta, &cetmregido do
espaco de parametros, um minimo em um vetor de onda nagnuipie é o
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modo relevante na vizinhanza da transicéo, responsawespegimento de fases
moduladas. Agora o minimo acontece para um valor fixenddulo do vetor de
onda Entéo, limitando a andlise a este setor proximo da transpgilemos fazer
uma expansdo do espectro de flutuacdes em série de Tayloryme f

1 9%A

Alq) = Al@) + 5 55

3 z| 1- w0 (3.22)

q0

Para aplicar a técnica do campo autoconsistente ao moddBvadevskii,
reescrevemos o funcional de Landau do modelo na forma:

Hplo] = % / d'zd'y’ ¢(%)Gy (7, &) (&) +% / d'z¢'(7).  (3.23)

Ainversa da transformada de Fourier da fungéo de correloéem zerd+, (%, 7')
é dada por:
Go (@) =70+ (¢~ q)° (3.24)

onde um fator proporcional & foi absorvido na definicdo d&,. Separando o
parametro de ordem em valor médio mais flutuacdes, escrevemo

o(Z) = (¢(7)) + () (3.25)
Substituindo em 3.23 e conservando termos pares nas flesabfemos:
Mo [0 ()] = 5 [ dind's’ w(@CF 2 W)+ [t @4 [ de (o) @),
(3.26)

Aplicamos a aproximacao auto-consistente como antegjtsuido o termo quar-
tico por6(x))?1)? e obtemos:

G, 7") = Gy (4, 7) + 3u (G(Z, 7) + (¢(1))*)8(7, 7). (3.27)
No espaco reciproco:

GH@) = Go (@) + 3uG(Z,7) + 3u D _(0)5(¢) - (3.28)

Sy

onde

G(T,7) = G(F — T) = G(0) = / 57 @ (3.29)
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Ainda podemos obter a equacéo de estado:

5HBT‘
0(p(Z))

h(Z) = (3.30)

gue da como resultado:
hT) = / 'z’ Go (2, 7)($(")) + u(e(@))® + 3u (¢(2)) G(7,7),  (3.31)
ou, no espaco de Fourier (usando (3.28):

W) = GHD (D) gtu D (D)5 (D)5 (B)ap—p—3u (D)g D {#)5(0) 5 (3.32)
D1,02 12
Esta é aproximacado do campo autoconsistente para 0 modBiazevskii. Va-
mos resolver para a funcéo de correlagdo. Comparando (348), propomos
para a correlacéo renormalizada a forma:

GHD =7+ (a— ) (3.33)

onde T sera determinado de forma autoconsistente. Antes de pross®m
o calculo é interessante analizar a forma que ira adotar gifude correlacédo
nesta aproximagéo. Considerando o caso tridimensionanaformada inversa
de (3.33) é:

2

G ) = T feos ) + () sin )] (3:34)
onder = |7 — 7| e¢ = 7~ /2. Notamos que as correlacdes dependem apenas do
modulo da distancia entre pares de pontos, consistente aarater isotropico
das interacOes, e decai exponencialmente rapido e de faailatoria, com um
comprimento de correlagéo tipico proporcional a inverseadaquadrada do pa-
ramtror. Para proceder a calcularde forma autoconsistente vamos supor que
0s vetores de onda estéo restritos a uma fina camada em tognalddargura),
e quet > 1/A. Desta forma:

Qq /q0+A ¢! dg
q

@D = G s TH (=02

ondef), é a superficie de uma esfera d-dimensional. Cambiandoveisipgara
u=(q— qo)/+/T, Obtemos para < 1:

(3.35)

w5

G(Z,7) ~ NG

(3.36)
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Substituindo este resultado em (3.28) obtemos a equacdcoagistente para,
valida proxima da transi¢cdo que acontece pata0:

S— “TFj EONCECE (3.37)

ondel’'y = 3mqd'Qq/ (277,

Consideremos agora duas solugfes para o parametro de o(dgno estado
desordenado coff®(Z)) = 0 e uma fase modulada, co@(z)) = 2A cos (¢ - ).
Em cada caso obtemos as solucgdes:

i uFd
T = To ——
VT
r
T4 o= To+ “—Ti + Gu A (3.38)

respectivamente. Podemos determinar a amplitu@epartir da equagéo de es-
tado, escolhendb(¥) = 2h cos (¢ - T) :

h = A(t4 — 3u A?), (3.39)
gue, para campo externo nulo da como resultado

A2 =14 (3.40)
3u
Vamos simplificar a forma das equacdes auto-consistentiesndi® uma tempe-
ratura reduzida adimensioral= (ul'y)?/3. Definindo as variaveis adimensionais

_ _Ta0  _ T(A0)
obtemos:
L1
pP = pPoT —=
NG
1
— = 4+ — (3.42)
PA Po a

As solucbes deste par de equagdes se apresentam na figura 3.4.
Notamos que existe solucdo desordenada para qualquerdea}gr e por
tanto a fase desordenada € metaestavel para qualquer &mnaerla a solugcéo
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‘I i _|_i _\ _\ _|‘ _| 1 : i

Figura 3.4: Solucdes das equacdes auto-consistentes delarael Brazovskii
para as fases desordenada (a esquerda) e de listras @direit

para a fase modulada existe apenas pgra< —1.89. Isto indica que a fase
de listras (modulada) é metaestavel apenas para temperathaixo der, =
—1.89(ul'y)?3. Esta é @emperatura espinodala solucédo de listras. Também
notamos que para ambas as soluc¢des os valorgsée se anulam nunca. Isto
implica que, com& = 7~/2, o comprimento de correlagdo ndo diverge nunca,
e a transicdo entre as fases desordenada e de listras, secacodeve ser de
primeira ordem Para calcular a temperatura de transicdo vamos usar msegui
trugue: vamos supor que o sistema pode transitar entre ddasedenada e a fase
de listras, por exemplo pela aplicagdo de um pequeno campgogaaoh, que
comega e termina sendo nulo. Assim, podemos calcular sedifarde energia
livre entre as duas fases na forma:

wa
AF = / dA’ 3.43
0 aA/ b) ( )

ondeA é o valor da amplitude, que comeca em zero na fase desordetedana
no valorA no estado final de listras. Calculando a diferenca de enlerggadesta
forma, o ponto onde a diferenca de energia livre cambie d¢ simrespondera a
temperatura da transicdo. Usando que:

OF  OF 0(d)
94~ % 34, 04

= 2h, (3.44)

obtemos,
A TA 6A
AF = / 2hdA =2 / h(r') 55 dr’ (3.45)
0 T T
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ondeA(r) e h(7) séo dadas por (3.38) e (3.39) respectivamente. Resolvendo a
integral obtemos para a diferenca de energia livre:
v R I S

O comportamento da diferenca de energia em funcgg éemostrado na figura
3.5:

AF
[ALTS

005 |

-005

-0l

-0l

Figura 3.5: Comportamento da diferenca de energia livieest solu¢cdes desor-
denada e de listras, em funcaomeque € proporcional a temperatura reduzida.

Notamos que parp, = —2.03 a diferenca de energia muda de sinal, o que
indica uma temperatura de transi¢do dadarjor —2.03(ul'y)?/3. Parary < 7
a fase de listras possui menor energia livre, e portanto dug&mode equili-
brio termodinamico do sistema. Da definicdo do comprimeaatrelacdo
¢ = 7712, e usando as equacgbes auto-consistentes, podemos obt@poreo
tamento do mesmo em funcdo da temperatura. O resultado éanhmsia figura
3.6.

3.3 Intermezzo: a transicao isotropico-nematica en
d=3

Na fase nematica dos cristais liquidos as moléculas oneséas eixos de sime-
tria em torno de uma direcéo preferencial, mantendo no entadesordem nas
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&
I"'n [

Figura 3.6: Comportamento do comprimento de correlacéo odefo de Bra-
zovskii para as fases desordenada (direita) e de listrgadeta).

posicoes dos centros de massa, como mostra a figura 3.7.

A temperaturas altas o sistema se encontra na fase simé&tesardenada
tanto orientacional quanto posicionalmente. A uma tentpead,. ordem orien-
tacional aparece. Em geral a forma alongada das molécutafogquam cristais
liquidos possui simetria de reflexdo entre os extremos dopixcipal. Conse-
guentemente a ordem molecular dos cristais liquidos ndprésentada conveni-
entemente por um vetor, como no caso dos sistemas magnéticos

Para uma molécula, o vetor unitario’®, que aponta ao longo do eixo princi-
pal da molécula na posi¢as, contribui a ordem tanto quanto a diregag”. De
forma analoga ao caso da ordem vetorial, onde o parametmaldsndem que ter
média nula quando mediado localmente em todas as direc@asende alta tem-
peratura, neste caso, as propriedades de simetria regsipech a ordem nematica
séo satisfeitas por um tensor de segunda ordem, simétriedragb nulo:

QU({E) = N Z(UZ- Uj - §5ZJ)5(I - {Z‘u), (347)
ondev;* € a componentgedo vetor unitaria™ associado a molécuta (;; sdo as
componentes do tens@r. Comov® é unitério, o tensor tem traco nuldr @ = 0.

Em um sistema de coordenadas onde o diretor global est@adbntom um
dos eixos, por exemplo o eixq o tensor tem a forma:
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(a) (b)

Fig. 4.5.1. (a) Schematic representation of barlike molecules in the r;cma_tic

phase. They are oriented on the average along the director n. The direction

of each molecule is effectively confined to lie within a cone, as shown in (b),
rather than being free to choose any solid angle.

Figura 3.7: A ordem orientacional das moléculas em um ttigtaido.

) 280 0
@=| 0 —3S+n 0 . (3.48)
0 0 —%S—n

Sen # 0 o tensor &iaxial, havendo duas dire¢des preferenciais em lugar de
uma. A situagdo mais comum é com apenas uma direcdo prefdresm cujo
cason = 0. O sistema neste casagiaxial e podemos escrever as componentes

deQ na forma;
1
Q) = S <nnj - gaij) , (3.49)

onde o vetor unitaria, chamaddliretor de Frank define a direcdo do eixo prin-

~

cipal de(Q). De (3.47) obtemos:

1 o =\ 2 _1 2 po
525(3(2} ) —1) = 2((3008 0 —1)), (3.50)

Entéo podemos também definir um parédmetro de ordem orient@scalar,
S, que é igual ao valor médio do polindbmio de Legendre de ordem 2

S = (Py(cos 0)) = <w> (3.51)
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Vamos agora construir uma energia livre de Landau para wtattiquido
nematico. A energia livre na fase desordenada tem que samante frente a
rotacoes arbitrariag) se transforma como um tensor frente ao grupo de rotacoes.
As Unicas combinages invariantes que podemos constrain¢ensor sao tragos
de poténcias arbitrariag’r (Q>P, p=23,.... Otermo comp = 1 é o traco
de Q que é zero por construcdo. Escrevendo uma expansao até qrdetn no
tensor obtemos:

2

= 3 (5rr@r) —w (5Tr@0) +u (5Tr@?)

= %T’SQ—U}S?’+US4. (3.52)

De forma geral, deveria aparecer outro termo de quarta qrgesporcional a
Tr(Q)4. No entanto, para tensorgs< 3 de traco nulo, os dois termos quarticos
sdo proporcionais. Como nas analises anteriores, vamegleoar- como funcéo
da temperatura:

r=a(T-T"), (3.53)

em tanto que: e w serdo consideradas constantes positivas independeritgs-da
peratura.

Devido ao carater tensorial do parametro de ordem a ené&rgggplossui um
termo proporcional ao cubo do tensor. Este termo era pwiba modelo de
Ising, com parametro de ordem escalar, devido a simetriaftex#@o, ausente no
caso do tensor simétrico e de traco nulo do cristal liquidoateo. Devido ao
termo cubico a energia livré apresenta uma asimetria respeito da origem, e um
segundo minimo aparece a temperaturas altas, como mosjtaa3i8.

O valor do minimo correspondente ao estado de liquido igicivpondeS =
0, tem o valorf = 0 e ndo varia com a temperatura. O segundo minimo, para
S > 0, aparece a uma temperatdra com um valor def > 0, e por tanto aparece
como um estado metaestavel. Diminuindo mais a temperatora transicao de
fase acontece em. onde o valor def passa a ser negativo para a solugdo com
S > 0. A condigédo que determina os valores na transi¢éo, no pgbnto7, e
S = S., € que a energia livre de Landau e a derivada sejam nulas:

Fo= Gr —wS + uS2> S2— (3.54)

% = (r—3wS+4uS?) S =0. (3.55)
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6 o
i f T=1

. 20

(a) (b)

Fig. 452 Free energy density f as a function of order parameter S for
different T for the isotropic-nematic transition. The transition is first order.
Note the limits of metastability for supercooling (T*) and superheating (T"*).

Figura 3.8: A energia livre de Landau para um cristal liquidmatico.

A solucao simultanea das duas equacdes da:

S, == re=a(T, —T*") =% (3.56)

2u

Notar que o valor finito d&, aparece de repente, de forma discontinua, e indica
gue atransicéo é de primeira ordem. Podemos calcular olatdote de transfor-
macédo associado a esta transi¢cdo expandindo a energiadiarelem mais baixa
emr — r., lembrando qué¢(r.) = 0:

1 2 _ 1 — 7o) (w/2u)?
= 5(r=re) S¢ = S (r —re)(w/2u)”, (3.57)

A densidade de entropia na fase nematica relativa a da fatségiea é:

As=——==—-aS>= —%a(w/Zu)Q. (3.58)
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O calor lantente de transformacao da fase isotrépica pageatica € entao:
1
Aq=-T.As = éaTc (w/2u)?. (3.59)

E comum que um cristal liquido responda a um campo magnépiacaeo.
Isso acontece porque as moléculas em geral sédo diamagnétizderacao entre
as moléculas e o campo exterfloé da forma quadrupolar, porque elas ndo tém
momento dipolar importante:

Hewr = _/ddxXaQiniHja
2
- / a2 Zxh?S, (3.60)

ondey, é a diferenca da susceptibilidade de uma molécula paraegHds para-
lela e perpendicular ao eixo maior da mestHaé o campo magnético externo na
dire¢do do diretofi. Por tantoh = (2/3)x,H? é o campo conjugado do parame-
tro de ordems. Podemos agora calcular a susceptibilidade a partir degaqude
estado como nos modelos anteriores:

X = = = (r—6wS + 12uS*) . (3.61)
oh

Como na fase isotropicé = 0, vemos que a susceptibilidade diverge pAra-
T*. ComoT, > T*, a transicdo comparece antes a medida que se baixa a tempe-
ratura desde a fase isotropica. Enqudito- 7™ a fase isotropica é localmente
estavel e o sistema tem que sofrer uma flutuacéo importardesparer a transi-
cao de fase. No entanto, ao arrivaf'aa solucao isotropica se torna instavel, a
energia livre de Landau esi = 0 muda de curvatura e perde a convexidade. O
significado fisico dg™ entdo é o de urtimite de metaestabilidade

Quando o sistema € aquecido desde a fase nematica acontdeaGmeno
semelhante: a solugdo nemaética, c6m# 0 permanece localmente estavel até
uma temperaturd™ > T,. T** representa um limite de metaestabilidade da fase
nematica. A partir da solucdo nematica c6m- 0 dada pela equacao de estado
3.55, podemos determinar* no ponto em que diverge. Obtemos:

*k *k * 9w2
T = CL(T - T ) = ﬁ

O fato dos limites de estabilidade serem diferentes da texhypa de tran-
sicdo indica que é necessaria uma flutuacdo para que a &amgcfase acon-
teca, mesmo quando a energia livre tenha mudado de minirbalgl®or isto,

(3.62)
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nas transicdes de primeira ordem, a transicao real ocaarerda temperatura
T* < T < Tc. A temperatura onde a transicao ocorrera no sistema reahdep
nestes casos de condi¢des externas, como a velocidadér@denmesnto do sistema
ou a capacidade para evitar flutuacdes importantes. O tanasflutuacoes re-
gueridas para que aconteca a transi¢céo de fase, uma vézquk., depende do

valor da temperatura, e sera menor quanto mais proximoensasse encontar do
limite de metaestabilidade.

E importante lembrar que a expansao de Landau em poténgiasatoetro de
ordem ndao é justificada em uma transi¢cao de primeira ordegugd parametro
de ordem ndo é arbitrariamente pequeno na sua vizinhancantsoto, as pre-
dicdes qualitativas geralmente sédo aceitaveis. Para pladicdes quantitativas
devemos recorrer a técnicas mais refinadas.

3.4 Ordem nematica de paredes de dominio em fil-
mes bidimensionais

Queremos agora descrever o aparecimento de ordem or@rdboas paredes de
dominio de um sistema bidimensional, como exemplificadoguadi3.9.

Paredes de dominio séo observadas nas transi¢cdes entes\aisitivos e ne-
gativos do parametro de ordem. Para quantificar o grau detaci&o das paredes
de dominio podemos definiraampo diretoy que é essencialmente o gradiente do
parametro de ordem:

N(Z) = V(F) = (0:6,0,0) (3.63)

Assim definido, o diretor € um vetor que caracteriza um caneparial na superfi-
cie de um sistema bidimensional. Mas nédo é este exatameptedetordem que
queremos caracterizar. E claro da figura 3.10 que a ordemtacienal ndo pode
depender da dire¢cdes acima-abaixo, ou esquerda-diretiaas direcdes perpen-
diculares a uma parede de dominio séo equivalentes, de smmmelhante ao que
vimos na sec¢ao anterior sobre ordem nematica das moléculasstais liquidos.
Uma forma de incorporar esta simetria é definir um parametardem tensorial,
semelhante ao tensor nematico introduzido como parametoodm em cristais
liquidos. Em termos do vetor gradiente da densidade tensor parametro de
ordem local pode ser definido na forma:

o 1, )
Qi () = 6(7) (aiaj - 50 @-j) (), (3.64)
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6.60 6.80 7.00 7.20

Figura 3.9: Simulacdo computacional da evolu¢do de dosimiagnéticos com
temperatura em um ferromagneto de Heisenberg com anisopegpendicular e
interacOes dipolares competitivas.

ondei,j = {z,y}. Este tensor, da mesma forma que o tensor de cristais liqui-
dos, é simétrico e de traco nulo, e em duas dimensdes esp@ciaapenas dois
elementos independentes, que representam essenciafmeigetacdo média das
paredes de dominio e a intensidade da ordem orientacional.

Para ganhar um pouco de intui¢do fisica sobre a natureza pkestmetro de
ordem é conveniente expressar ele no espaco reciproaaduaindo as transfor-
madas de Fourier:

obtemos ) o
Qo) = [ a2 (kiky = 528, ) SRS — F) (3.66)

O valor médio do parametro global € dado por:

Q) = ([ d* Qu@) = (@K = 0)
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Figura 3.10: Representacao esquematica de uma fase ds tisth uma disloca-
¢cao. As setas indicam o campo diretor, que é uma medida lacaiehtacdo das
paredes de dominio.

= [ (ks — 520) G- (3.67)

Escolhendo o eixo x como eixo principal, o Unico elementevaahte do tensor €
dado por:

(Qu) = / &2k k2 cos (20) C(F) (3.68)
ondek, = kcosb, k, = ksinf e C(k) é o fator de estrutura do sistema. Escrito
nesta forma, o parametro de ordem orientacional quantifggawde anisotropia
do padrao de dominios. Em um sistema completamente isod;gmdr exemplo
em uma fase liquida ou com um mosaico de dominios orientadderena alea-
toria, a isotropia no fator de estrutura ira se refletir em atonnulo do parametro
de ordem orientacional. Isto esta ilustrado na figura 3.11.

As trés figuras representam o fator de estrutura de um moaeofipmes
magnéticos ultrafinos com forte anisotropia perpendicqglae possui interacées
de curto alcance ferromagnéticas e interagfes dipolagdsrfido alcance) compe-
titivas (ver [9]). A figura de cima mostra o fator de estrutp@aa uma temperatura
muito baixa, na qual a fase de equilibrio do sistema apradistrias de magneti-
zacao alternadamente para cima e para baixo, com alto gadel® posicional e
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Sk

(@) ~01

Figura 3.11: Fator de estrutura de um modelo com interaghegpetitivas de
troca e dipolar em duas dimensodes para trés temperatueasrdds. As figuras,
de cima para baixo, sdo caracteristicas das fases de,listraatica e isotrdpica,
respectivamente.
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orientacional. Esta corresponde a uma ordem antiferroétmgrunidimensional.
C(E) apresenta dois picos muito estreitos para um vetor de oreleagtesponde

ao comprimento de modulacédo das listras. A segunda figuraspamde a uma
temperatura maior. Os dois picos estdo consideravelmértgmdos e a ordem
posicional foi destruida. No entanto, ainda persiste uo @gau de ordem ori-
entacional, que é confirmado pelo valor relativamente atpatametro de ordem
tensorial(@)) ~ 0.8. Esta temperatura corresponde a uma fase tipo nemética.
A terceira figura mostra um fator de estrutura que € pratioteniavariante por
rotacdes no plano. Esta isotropia reflete a auséncia de avdentacional e cor-
responde a uma fase desordenada de alta temperatura.

3.5 InteracOes competitivas isotropicas ll: ordem ne-
matica no modelo de BrazovskKii

Para analizar os efeitos das flutuagdes sobre a circunfaréaandodulok, no
espaco de Fourier vamos considerar novamente a parte gaass funcional de
Brazovskii (3.23), que no espaco reciproco se pode esanaverma:

. 2
Ho = /A % (k) (10 + (k — ko) + ...) ¢(—F), (3.69)
ondef, &’k = J™ df j’,foof,{‘ dk ke ~ /7o € um “cutoff” que limita os vetores

de onda a uma casca no entornd:gleAgora vamos aplicar uma transformacéo de
escala no espaco de momentos, uma espécie de decimacaoateramdos, que
permite acompanhar o comportamento qualitativo do sisemma&scalas que se
aproximam dek,. Este processo corresponde a uma transformacgéo do Grupo de
Renormalizacdo (TGR) no espaco de Fourier. Para isto defsnardistancia no
espaco reciproco até a esfera de kgia; = k£ — ky e reduzimos o valor do cutoff
paraA/s, sendas > 1 um fator de escala. Uma TGR corresponde a integrar nos
modos rapidos)/s < ¢ < A, e rescalar os campos e momentos. Assim obtemos
o0 sistema renormalizado na escaldJma transformacdo que mantém invariante

0 termo gaussiano (cinético) é:

N = AJs,
qJ = sgq, (3.70)
() = s%¢(q)
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Estas transformacgdes levam a algumas conclusées complaniferentes
do comportamento de sistemas onde o modo dominaite-). Primeiramente,
notamos que as transformagdes (3.38) independentes da dimenséo espacial
No caso ferromagnético a transformacdo dos campos que rmamiériante o
termo cinético é da forma'(¢') = s~(“*2/2¢(q), o que determina as dimensoes
criticas do sistema.

Aplicando as transformagdes (3.70) ao termia|? em (3.69) vemos que este
termo é relevante. Na teoria da transicdo paramagnéticarfagnética o termo
quértico, proporcional a é irrelevante, e por tanto, as propriedades criticas do sis-
tema séo governadas pelo termo quadratico. Vamos ver quesene caso isso
nao € mais assim. Consideremos o termo quartico, que nocedpagomentos
pode ser escrito na forma:

2 2 2 2
Hine = /A éf)lg (C;:)QZ (Cé:)?; (C;:; u(ky, ko, k3, ka) ¢(k1)p(ka)p(ks)p(ka) 6(k+katks+ky).
(3.71)
Cambiando variaveig, = k; — kq;, comi = 1...4, e rescalando os momentos
com (3.70) obtemos:

U (qy, g5, a5 ) = s°ulqy /s, db/s, 45/, 43/ ) (3.72)

No modelo de Brazovskii o termo de interagéo quartica fosaerado constante,

ou sejau(l?l, Eg, Eg, 154) = ug, € notamos que ele é relevante. Mas a analise ante-
rior nos diz que a interacéaoé uma funcao de; e que esses termos sao relevantes
para as propriedades criticas do sistema. Podemos simptbasideravelmente

a analise assumindo que os vetores de onda estdo confinaddsamamada de
raio ~ kq. Desta forma, a fungém(ﬁl, Eg, l%},, E4) dependera efetivamente apenas
dos angulos dos vetores, ou sejas u(6y, 65, 03, 6,) (ver figura 3.3). Ainda:

e Conservagdo do momento reduz o numero de angulos indefieadeinés.

e Como os vetores momento devem estar sobre o circulo degaioma
vez que fixamos dois dos vetores, os outros dois ficam auttanatnte
determinados, caso contrario violariam a conservagéo aoento.

e Como o sistema possui invariancia rotacional sobre o dyrainteracao
s6 pode depender da diferenca dos angulg$;, s, 60, + 7,0 + m) =

e Finalmente, a invariancia frente a permutacdes dos quabroentos im-
plica uma simetria frente a rota¢des da formi@) = (0 + 7).
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Assim, a interagé@(l%, ko, ks, E4) sendo funcéo apenas de um angulo com peri-
odicidader, podemos expandi-la em série de Fourier:

u(0) = ug + uy cos(20) + uy cos(40) + . .. (3.73)

Nesta expresséo identificamos o termo constant®rrespondente ao modelo de
Brazovskiie uma série infinita de acoplamentos relevangssociados a diferen-
tes simetrias do anguth Do ponto de vista do Grupo de Renormalizacao este é
um comportamente complexo e a sua solu¢ao ainda € um probleraberto.

O que podemos fazer para avangar, mesmo renunciando a platelescricdo
formalmente correta, é considerar apenas alguns termogpaasiio de Fourier.
Brazovskii considerou o primeiro, o termo constante, qua ke uma transigéo
entre a fase isotropica e uma fase de listras, de primeieontduzida por flutu-
acOes, como ja vimos. Vamos entéo considerar os efeitosgimde termo, que
possui uma simetria nematica [10].

Generalizando o que vimos nas se¢des anteriores, podecnegarsima ener-
gia de Landau para o parametro de orden nematico na forma:

Hin = - /d2 wp 6'(Z) +us Tr Q(@)?} (3.74)

onde (%) é definido em (3.64). Na aproximag¢do do campo auto-congisten
fazemos:

¢ — 66°(¢%) (3.75)

77 QU = Tr {o(8:0; - 50%05 ) ¢ (@)} (3.76)

onde os valores médios devem ser determinados de formaaungostente. Va-
mos considerar o parametro nematico como sendo constatéie,aaproximacao
corresponde ao campo auto-consistente na varigeetampo médio na variavel
Q. Notar que nesta aproximacao a teoria € gaussiana, e poy sahivel.

De forma equivalente podemos expressar a energia Nno egEAROOCO:

d2k1 d2k2 d2k3 &k, 2 2
M = ks — o) (ki — S,
‘ 4/ o) (e |10t e |\ Kk = 50 L\ 3 i \

mmmmmwmm&a+@+%+@, (3.77)

onde os subindices; indicam direcdes espaciaisy, e 0os subindices numéricos
indicam vetores de onda. Apoés aplicar a aproximacéo obtepara 0 termo
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nematico:
Hooo = 3uy [ &y &k O(k1)p(ks) | kik; — k_zé-» O(ky + k2)
nematic 2 (27T)2 (27’(’)2 1 2 ilvy 2 i , 1 2
. d2k3 k‘2
/ e Ok <k:k] — 55@)3 (3.78)

Na integral da segunda linha da energia nematica reconloscaparametro
de ordem termodinamic@;; definido em (3.67) e (3.68). Agora escolhendo a
direcdo do tensor (direto€) ao longo de um dos eixos principais, 0s unicos ele-
mentos nao nulos serdp,, = —@,, = a. Contraindo (calculando o trago) com
o tensork;k; — k—;éij obtemos:

kQ
Qij <]€ij - ?51) = Oé]{IQ COS (29), (379)
onded é o angulo entre o vetor de onda e o diretor. Notamos que ipard, a
forma do termo nematico da energia corresponde a que olus/antes a partir
de uma andalise considerando apenas aspectos de simetria.
Entdo podemos escrever a energia total na aproximacacansistente na
forma:

Hitartree = % / gﬂ’;z (k) (B71C1 (k) ¢(—F), (3.80)

com a fungéo de correlagao dada por:
BICYR) = 74 (k — ko)? + K cos(20) (aus + a® ). (3.81)

Nesta expressdo acrescentamos um termo proporcierfalrecessario para ga-
rantir estabilidade da fase nemética, de forma semelhare@fazemos com o
modelo de campo escalar na teoria de Landau. Os parametnodete sdo dados
por:

=170+ uo / (;171; C(R) (3.82)
¢ 1 [ &Pk
a=3 / o k2 cos(26) C/(F) (3.83)

As equacoes (3.81), (3.82) e (3.83) devem ser resolvidasthafauto-consistente.
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Definindos = % e usando a expansao:
2m cos (260) 7T 31
g0 T (1 5 ) 1 3.84
/0 s + cos (26) 52 i 4 52 i s> ( )

obtemos uma expresséo algébrica para o paraméfrpaté ordenn?:
a{(7a1+3/4u§a2)a2+(u2a1+47T/T)} =0, (3.85)

ondea; > 0 eay > 0 sdo constantes. Notamos que= 0 sempre é solucao.
Introduzindo variaveis adimensionais:

a — aT?
U
up = o (3.86)
Lo
Y T5
ax
ay — ?
as
a2 — ﬁ)
as outras solucdes séo dadas por:
Uoy + 4m'T
EL L e (3.87)
Fay + 3/4 Usas
Entdo
e Seu, > 0 = a Unica solugéo & = 0.
e Seu, < (0 = existe uma solugéo nao trivial.
A temperatura critica é dada por:
|U2|a
T. = 3.88
p (3.88)

Voltando a (3.87) e restituindo as dimensfes obtemos paasdmnetro de ordem
préximo deT,. o comportamento:

&(T) = C (1 - %)1/2 , (3.89)
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ondeC € uma constante.

A concluséo é que, na aproximacgao do campo autoconsistentegdelo de
Brazovskii extendido com o termo neméatico apresenta ummsig@ de fase
isotropico-nematica, de segunda ordem, com expoent&ssrite campo meédio
[10]. Lembrar que do ponto de vista do parametro de ordem tieorea aproxi-
macéo corresponde a fazer um campo médio, por isso o resaltsdexpoentes.
Como acontece com modelos em duas dimensdes espaciaisideima sime-
tria continua, esperamos que flutuagdes transversais eodarsolucéo de campo
médio instabilizem a soluc&o e destruam a ordem de longoadcaE possivel
mostrar que a incluséo de flutuagdes gaussianas nos angalt&osseveras que
a solucdo modulada de Brazovskii é instavel e a correspoatiemperatura cri-
tica € zero para este modelo no continuo com interacéegmBoas. No entanto,
as mesmas flutuacdes que destroem a ordem posicional @s,lisansformam
a transicéo de fase isotropico-nematica em um transicatasgsecde universali-
dade de Kosterlitz-Thouless [11]. Por tanto a fase de baixgératura apresenta
correlagbes espaciais que decaem com uma poténcia dac@istdn seja, o Sis-
tema apresenta ordem de quasi-longo alcance. Como acoatéessicdo KT no
modelo de spins XY, esperamos que a transicao de fase sejadag@or defeitos
topoldgicos, que sao vortices no caso do modelo XY e saocdisiies no presente
modelo.
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Lista de problemas

1. (Pablo) Considere un sistema bidimensional de voluriies- L2 con cor-
relaciones espaciales de la forma:

G(fv f/) = exp (_)‘|f_ f/|)7
dondez = (z,y).

e Seak = (k,, k,). Calcule el factor de estructuéak) paral > A~
y muestre qué& (k) — 0 cuando\ — oo.

e Considere ahora una onda de densidad en la direeciSnponga que
las correlaciones ahora son de la forma:

G(Z,7) = exp (— Az — 2'|) cos ko,

dondek, es el vector de onda de la modulacion. Calcule el factor de
estructura y muestre que cuanbde- oo con\ ~ 1/L:

- 1
G(l{}) = 5 5ky,0 (5/%7/?0 + 5]%,71@0)-

En este limite el sistema esta formado por una serie de fajatefas
al ejey, con longitud de onda en la direcciéngual a2 /kq.

2. (Daniel) Considere un sistema de rotores clasicos confinados enra pla
XY. Para cuantificar el grado de orden angular de los rot@esiede definir
un parametro de orden complejo:

S(x) = So(T) e,
Note que este parametro posee simetria nemétiead + .

e Escriba una energia libre de Landau para este modelo inuiayen
término de fluctuaciones (semejante a lo visto en el modeid)O(

e Calcule la susceptibilidad y las correlaciones conectdda®s puntos
en el espacio red (¥, 7") = T'x(Z, ') y describa su comportamiento.
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e A partir de las correspondientes transformadas de Fousmariba de
forma cualitativa el efecto de los modos transversalesdabestabi-
lidad del sistema.

3. (Juan) Considere el modelo de Ising:

1
1#] %
dondeJ;; = J > 0 siiy j son vecinos proximos y cero en caso contrario.
Dada la identidad:

/OO ﬁ d.CCZ < 1 A + B) 1 %B-(Ail)'iBi
exp | —=x;Aijjx; + ;B ) = —F——=e2"" it
—00 i \ V2T P 2 Y VdetA

dondeA es una matriz simétrica real y positivaByes un vector arbitrario:

e Aplique la identidad anterior, identificandzeajj1 =JijyBi =5y
muestre que:

0o [ N
7 = / (H d\I!i) e~ P S ihiJi]

donde
1 1 1
S = 5(\11Z — hy)J; (W) — hy) — 3 E log (2 cosh 5;).

La funcion de particion esta ahora escrita en forma de uregrak
funcional.

e Asuma que se puede aproximarpor el término de mayor peso en
la integral funcional:Z ~ exp {—3S5[¥,]}, donde¥; es el valor del
campo¥; que minimizaS. Encuentre la equacion que satisfacey
muestre que la magnetizacion en el sitio

m; = (S;) = —0F/0h; = —05/0h;

es dada pom; = tanh 3¥,. Encuentreh;[m;].
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e Seas el valor deS enV¥; = ;. La aproximacién de campo medio
corresponde a considerar la energia libre como siéndo.S. Mues-
tre que:

_ 1 1 2
1) ? 7
Este resultado es el mismo de la aproximacion de Bragganfibi

4. (Nirvana) Considere una pelicula bidimensional de moléculas alaggad
llamadas “nematogenos”. En dos dimensiones el parametlda nema-
tico puede ser representado por un nimero complejo:

Q — a €i2¢9

dondef es el angulo formado por el eje mayor de la molécula en relacio
una direccion arbitraria e, y « es el médulo del pardmetro de orden.

e Escriba una energia libre de Landau, real y analitica, @Eateahsi-
cion isotropico-nematica e®d en términos del parametro de orden
homogéneda).

De forma equivalente, el parametro de orden puede ser espeem
por un tensor simétrico de traza nula, eligiendo como corapi@s:

Re(Q) = « cos(20) = Que

Im(Q) = o« sin(20) = Qyy
e Escriba la energia de Landau en términos del parametro ée ted-
sorial y muestre que es equivalente a la representacionasamgtro

complejo. Compare con la teoria para un sistema&encual es la
diferencia ?

e Considerando una posible dependencia espacial del pacaooeh-
plejo apenas en el angul@ — 6(Z), generalize el primer item in-
cluyendo un término de fluctuaciones del tipo:

E ' 2 = . =~k

: / Pz V0O -VQ

dondeQ*(Z) es el complejo conjugado del pardmeffoMuestre que
la dependencia espacial es de la forma

/ dx (Vo))
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Esta forma es igual a la energia del modelo de espines XY dn el |
mite continuo, que lleva a una transicion de fase del tipotdgbiz-
Thouless.

e Calcular las funciones de correlacion del parametro denoréiéos-
trar que las fluctuaciones espaciales del angudosergen logaritmi-
camente con la distancia €én= 2.

5. (Ezequiel) El modelo ANNNI en d dimensiones es definido por el Hamil-
toniano:

H = —Jl ZO’Z' O'j — J2 Z 0; 0i+2¢, (390)

nnn

donde{ = 1... N}indicalos sitios de unared cubica simple d-dimensional,
é. s un vector unitario en la direcciéne; = +1, J; > 0y J, < 0.

e Usando una transformada discreta de Fourier (ver Binneyaok@®i)
obtenga la expresion para la interaccifiit) en el espacio reciproco.

e Expandir el resultado en serie de Taylor hasta orden cuartadsk;,
dondei = 1...d. Que simetrias, del parametro de orden y espaciales,
posee la interaccion hasta este orden ? Y en el caso ferrétagn
puro,J, =07?

e Mostrar que existe una region en el espacio de paraméfiod,)
donde el término cuadrético én se torna negativo. Esto indica la
presencia de un punto de Lifshitz.

e Escribir la energia libre del modelo en la aproximacion dadgr
Williams y describir las posibles transiciones de fase.

6. (Marianela) Considere el modelo de Ising:

1
i#£j i
dondeJ;; = J > 0 siiy j son vecinos proximos y cero en caso contrario.
Dada la identidad:

/OO ﬁ d,_'L'Z < 1 A + B) 1 %B'(A_l)';Bi
ex —=X; A55T5 T;b; | = —F——e2"" R
01 V 27T p 2 I V detA

dondeA es una matriz simétrica real y positivaByes un vector arbitrario:
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e Aplique la identidad anterior, identificandzeajj1 =JijyBi =5y
muestre que:

oo [ N
7= / (]‘[ d\11i> e~ P ST ]
% \i=1

donde

1 _ 1
La funcion de particion esta ahora escrita en forma de uregriak
funcional.

e Defina el cambio de variables = >=;(J');;4;. Usando la expresion
para el operador Laplaciano en la red:

V(@) =Y f(T+0) — 2d f(T)
5

donde}"; significa la suma en los vecinos proximos al sitiy f
es una funcién real de la posicion, reescriba la acéid@n el limite
continuo.

e Obtenga el Hamiltoniano efectivo del sistema (funcionalLdedau-
Ginzburg), expandiend®|[¢;, h;, J;;] hasta orden cuarto ep(z) e
identifique las constantes fenomenoldgicas del funcioeadlahdau
con las constantes microscopicas del modelo en la red.



Referéncias Bibliograficas

[1] P. M. Chaikin and T. C. Lubenskfrinciples of Condensed Matter Physics
Cambridge University Press, 1995.

[2] M. Kleman and O. D. Lavrentovicl5oft Matter PhysigsSpringer-Verlag,
2003.

[3] N. Goldenfeld, Lectures on Phase Transitions and the Renormalization
Group, Addison-Wesley, 1992.

[4] L. D.Landau and E. M. LifshitzStatistical PhysicsPart 1, Pergamon Press,
1980.

[5] J.J. Binney, N.J. Dowrick, A.J. Fisher and M.E.J. Newmahe Theory of
Critical PhenomenaOxford Univ. Press. 1995.

[6] P. Ball, The Self-Made Tapestry, Pattern formation in naju@xford Uni-
versity Press, 1999.

[7] W. Selke, enPhase Transitions and Critical Phenomeim®omb-Green Eds.
volume 15, Academic Press, 1992.

[8] Brazovskii S A 1975Sov. Phys. JETR1 85-89.

[9] Nicolao L and Stariolo D A 200Phys. Rev. B76 054453.
[10] Barci D G and Stariolo D A 200Physical Review Lettei®3 200604.
[11] Barci D G and Stariolo D A 2002hysical Review B9 075437.

91



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 92

Duracioén del curso: dos meses con dos clases por semana. Una evalua-
cion de contenidos sera realizada al final del curso.

Carga horaria total: 30 horas.

Prerequisitios: Termodinamica y Fisica Estadistica a nivel de graduacion
(Licenciatura).



