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Capítulo 1

Ordem em sistemas de matéria
condensada

1.1 Ordem posicional e orientacional em cristais lí-
quidos, microemulsões e copolímeros de dibloco

Os líquidos e os sólidos são dois casos extremos de ordem e simetria. Os líquidos
apresentam a máxima simetria possível do grupo espacial: translações e rotações
arbitrárias emR3. Os líquidos são maximamente desordenados, apresentam ape-
nas ordem de curto alcance, mas nenhum tipo de ordem de longo alcance. Já os
sólidos cristalinos apresentam um grupo de operações de simetria muito reduzido
respeito dos líquidos: são invariantes frente um conjunto discreto de translações
compatíveis com a periodicidade da rede, e possivelmente frente a um conjunto
discreto de rotações. Apresentam ordem de longo alcance, originado na estrutura
cristalina periódica. Daqui em diante vamos definir a ordem determinada pela in-
variância frente a translações espaciais como sendo umaordem posicional, e a
ordem por invariância frente a rotações comoordem orientacional.

Entre estes dois extremos existem materiais que apresentamtodo um espectro
de simetrias e ordem intermediários. O exemplo paradigmático são oscristais
líquidos, substâncias formadas por moléculas anisométricas (sem simetria esfé-
rica). Moléculas típicas que formam cristais líquidos são de dois tipos básicos:
alongadas(moléculas calamíticas)ou com forma de disco(moléculas discóticas).
Em geral, a parte interna destas moléculas é rígida e a parte externa, fluida. Este
caráter duplo da estrutura das moléculas dá origem a interações chamadasestéri-
cas, que levam a diversos tipos de ordem orientacional, juntamente com o caráter
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Figura 1.1: Algumas moléculas que produzem fases de cristais líquidos e as tran-
sições de fases em função da temperatura.

fluido das fases dos cristais líquidos.

• A altas temperaturas, as moléculas em um cristal líquido (que podemos
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Figura 1.2: Ilustração esquemáticas das fases em cristais líquidos

representar esquematicamente como elipsoides alongados,como na figura
1.2), estão desordenadas. A desordem diz respeito tanto aosseus centros
de massa (desordem posicional) quanto as orientações dos eixos de sime-
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tria das moléculas (desordem orientacional). Neste regime, o cristal líquido
apresenta uma estrutura idêntica à de um fluido isotrópico. Ofator de estru-
tura (em função de~k1, ~k2, ~k3) apresentará tipicamente duas cascas esféricas
com raios correspondentes aos dois comprimentos característicos das mo-
léculas: o comprimentol e o diâmetroa. Em uma projeção bidimensional,
como na figura 1.3, as esferas serão círculos.

• Quando o líquido é resfriado abaixo de uma temperatura característica, apa-
rece uma primeira fase ordenada conhecida comofase nemática(N , ver
figura 1.2(b)). Em esta fase as moléculas apontam preferencialmente ao
longo de uma direção, especificada por um vetor unitário~n chamadodire-
tor. Seus centros de massa permanecem desordenados. Por tanto,a fase
nemática quebra a simetria orientacional mas não a translacional. È um
exemplo típico de ordem orientacional. O sistema ainda apresenta invari-
ância rotacional em um plano perpendicular ao diretor. Mas em qualquer
plano que contenha o diretor a simetria é reduzida a rotaçõesdiscretas de
ângulo180o. Na realidade o diretor não é propriamente um vetor, mas um
pseudo-vetor, já que os dois extremos são identificados ou equivalentes.
Vamos ver que a ordem nemática, diferentemente da ordem magnética por
exemplo, não é vetorial, mas tensorial. Na fase nemática o fator de estrutura
(ou sua projeção em 2d) reflete a quebra de simetria orientacional: ele pre-
serva a simetria frente a rotações arbitrárias em um plano perpendicular ao
diretor (círculo de raio maior na figura 1.3). mas na direção de~n apresenta
invariância de rotação apenas por ângulos deπ .

• Uma possibilidade mais complexa de fase nemática é produzida por mo-
léculasquirais, como o colesterol , que não apresentam simetria frente a
reflexões. Estas moléculas produzem uma fase nemática quiral ou coles-
térica, (N∗). Nesta fase, as moléculas na direção de alinhamento giram
formando uma hélice, com um passo que é tipicamente de algunsmilhares
de angstroms. Por tanto as moléculas colestéricas espalhamluz visível.

• Diminuindo mais a temperatura se pode passar de uma fase nemática para
uma nova fase chamamdafase esmética-A(Sm − A, ver figura 1.2(c)).
Nesta fase as moléculas se organizam em camadas bem diferenciadas. Os
planos das camadas são perpendiculares aos eixos maiores das moléculas,
e a espessura destas camadas corresponde tipicamente ao comprimentol
das moléculas. Em cada camada as moléculas se encontram desordenadas
posicionalmente e podem fluir nos planos. As camadas correspondem à
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Figura 1.3: O fator de estrutura nos cristais líquidos

presença de uma onda de densidade na direção perpendicular as mesmas.
Por tanto existe ordem translacional ou posicional na direção perpendicular
as camadas, ao longo dos eixos moleculares, ou paralelo ao diretor~n. A
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onda de densidade pode ser definida como:

〈n(~x)〉 = n0 + 2nq0
cos (q0 z), (1.1)

ondeq0 = 2π/l, e o eixoz é perpendicular aos planos. Esta onda de den-
sidade produz um fator de estrutura caracterizado por dois picos de Bragg
simétricos em±q0:

S(~q) = |〈nq0
〉|2 (2π)3 [δ(~q − q0 êz) + δ(~q + q0 êz)] . (1.2)

Na realidade, flutuações térmicas destroem a ordem posicional de longo
alcance das camadas, e o fator estrutura em lugar de apresentar duas deltas
apresenta dois picos com leis de potências. Estes são chamados quase-picos
de Bragg, em lugar de picos de Bragg, e a ordem esmética correspondente
se chamaordem de quase-longo alcance(OQLA), em lugar da ordem de
longo alcance (OLA) dos cristais.

• Em alguns cristais líquidos a fase esmética apresenta um projeção finita
do diretor sobre o plano das camadas, o diretor está inclinado respeito da
normal as camadas. Ainda mais, a projeção apresenta uma direção definida,
como mostra a figura 1.2(d). Esta fase é chamadafase esmética C(Sm −
C). A fase esmética C possui uma simetria inferior a da fase esmética A. A
direção da projeção de~n no plano das camadas define um eixoc oudiretor-
c. Pode haver uma transição entre as fases esmética A e esmética C. O fator
de estrutura nestas fases tem a forma genérica descrita na figura 1.3(c) e (d).

• Quando um cristal líquido na fase esmética A é resfriado, elepode con-
sensar em uma fase cristalina, com ordem posicional de longoalcance, ou
então pode condensar na chamadafase esmética B. Na fase esmética B o
cristal líquido apresenta ordem orientacional de longo alcance no plano das
camadas, com simetria rotacional de ordem 6. Uma fase com esta simetria
frente a rotações se chamafase hexática. No fator de estrutura, esta sime-
tria se manisfesta pela presença de arcos difusos no entornodos valores de
q = 2π/a, separados por ângulos de2π/6, como mostra a figura 1.4. Notar
a difereça entre os picos de Bragg de uma fase cristalina com simetria he-
xagonal, na qual as moléculas se encontram sobre os vérticesde uma rede
triangular no plano, e os picos difusos, ou quase-picos de Bragg de uma fase
com ordem orientacional hexática, onde as moléculas não ocupam os sítios
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de uma rede cristalina perfeita. O fator de estrutura de uma fase hexática no
plano pode ser expandido em série de Fourier:

S(θ) =
∑

n

S6n cos (6nθ) (1.3)

ondeθ corresponde a um ângulo no plano a partir do máximo mais intenso
do fator de estrutura, por exemplo. De forma semelhante, se pode definir o
grau de ordem em uma fase hexática através da parâmetro de ordem com-
plexo:

Ψ6 = e6iθ (1.4)

ondeθ representa o ângulo entre a linha que une dois átomos e o eixox, por
exemplo.

• Nos exemplos anteriores as diferentes fases surgem em resposta a variações
de temperatura. Nestes casos os cristais líquidos se chamamtermotrópi-
cos. Em outros casos as fases podem surgir por variações de outros parâme-
tros, como concentração de água, óleo ou surfactantes. Estes são chamados
cristais líquidosliotrópicos. Os mais comuns dentre os c.l. liotrópicos
são formados por moléculas amfifílicas, que são moléculas que apresentam
uma partehidrofílica, ou que gosta de água, e uma partehidrofóbica, que
não gosta de água. Quando são postas em contato com a água, tendem a
formar estruturas que “blindam” a parte hidrofóbica do contato com a água.
Exemplos de estas estruturas são asmiscelasesféricas, cilíndricas, miscelas
invertidas, estruturas bicamadas (como as membranas celulares) e vesículas,
como exemplificado na figura 1.5.

As diferentes estruturas as vezes estão relacionadas ao empacotamento de
moléculas de formas diversas, como mostra a figura. Estas estruturas po-
dem se apresentar numa grande variedade de fases, como nemáticas, esmé-
ticas, colunares (ver figura 1.6). Um exemplo destas estruturas é o chamado
“pesadelo do encanador” (plumber’s nightmare), no qual umabicamada de
moléculas lipídicas separa duas regiões idênticas cheias de agua, como se
mostra na figura 1.6.

As caudas hidrocarbonadas das moléculas anfifílicas são hidrofóbicas e so-
lúveis em óleo, e as cabeças carregadas são hidrofílicas e dissolvem em
água. Isto permite formar estados de equilíbrio entre água eóleo com a adi-
ção de interfaces anfifílicas: estas mesclas são chamadasmicroemulsões,
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Figura 1.4: a) Estrutura cristalina hexagonal e fator de estrutura, b) Ordem orien-
tacional na fase hexática e fator de estrutura

usadas em cosméticos, ceras, produtos faramcéuticos, dentre outras apli-
cações. Exemplos de fases formadas por microemulsões são mostradas na
figura 1.7.

Oscopolímeros de diblocosão sistemas formados por duas cadeias poliméri-
cas, cada uma das quais é formada por um tipo molecular. Em função da concen-
tração e temperaturas estes sistemas apresentam segregação espontânea dos dois
tipos moleculares, com formação de estruturas complexas como lamelas, bolhas e
faixas. O controle da periodicidade destas estruturas é importante para potenciais
aplicações na industria de semicondutores, onde os copolímeros poderiam ser uti-
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Figura 1.5: Diferentes estruturas formadas por moléculas lipídicas.

lizados como moldes para a posterior deposição de outros materiais que poderiam
formar microcircuitos ou redes de partículas em escalas nanoscópicas.
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Figura 1.6: Acima: diagrama de fases em soluções miscelares. Abaixo: a fase
“pesadelo do encanador”.
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Figura 1.7: (a)Uma fase lamelar de microemulsões. (b) Uma fase bicontinua.
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Figura 1.8: Copolímeros de dibloco podem ser utilizados como moldes em siste-
mas semicondutores. S.O.Kim et al. Nature 424, 411 (2003).
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Figura 1.9: Parte superior: imagens de SFM do copolímero PS-PVP. Figuras cen-
trais: construção da rede de Voronoi das imagens de SFM mostrando defeitos na
estrutura. Parte inferior: transformadas de Fourier das imagens. Tomado de R.
Segalman et al., Macromolecules 36, 3272 (2006).
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Figura 1.10: Copolímeros de dibloco formando estruturas lamelares e cilíndricas,
imagens de SEM, R. Ruiz et al. Phys. Rev. B 77, 054204 (2008).
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1.2 Ordem em sistemas magnéticos

Os spins em sistemas magnéticos podem apresentar uma grandevariedade de es-
truturas ordenadas, tanto ou mais diversas quanto as encontradas na ordem atô-
mica cristalina.

Os spins associados aos elétrons atômicos interagem entre si através de diver-
sas forças de interação. Uma das mais importantes, que se origina nas interações
eletrostáticas dos elétrons, é ainteração de troca, que para uma par de spins~S se
escreve na forma:

−J ~S1 · ~S2. (1.5)

~S representa o operador de spin em sistemas quânticos ou o vetor de momento
dipolar magnético em sistemas clássicos. Detalhes importantes desta interação é
que não depende da orientação relativa dos spins com respeito à rede cristalina.
Depende apenas da orientação relativa dos vetores de spin. Ainteração de troca é
a responsável principal pelo surgimento deferromagnetismoem algumas subs-
tâncias como os metais de transição Fe, Ni e Co. Em um sistema comN spins
em interação, o modelo mais bem sucedido para descrever uma série de proprie-
dades dos materiais ferromagnéticos, como a transição entre fases paramagnética
e ferromagnética, correlações entre spins, susceptibilidades magnéticas, calor es-
pecífico, etc. é omodelo de Heisenberg:

H = −J
∑

i,j

~Si · ~Sj (1.6)

onde os pares{i, j} correspondem a todos os pares de vizinhos próximos. O mo-
delo de Heisenberg pode ser analizado na versão quântica, naqual as variáveis
~Si são operadores de spin, ou na versão clássica, na qual os~Si são vetores. A
constante de trocaJ pode ser positiva ou negativa. Quando é positiva, a intera-
ção tende a alinhar spins vizinhos, o que leva ao estadoferromagnético. Quando
J < 0 a energia de troca é minimizada quando um spin fica antiparalelo aos seus
vizinhos próximos, isto leva ao estadoantiferromagnético, como mostrado esque-
maticamente na figura 1.11.

Uma outra interação entre momentos magnéticos importante éa interação di-
polar, de origem clássica, que tem a forma:

g
∑

i<j

~Si · ~Sj − 3(~Si · êij)(êij · ~Sj)

r3
ij

, (1.7)
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Figura 1.11: Algumas estruturas magnéticas .

ondeêij = ~rij/rij são vetores unitários na direção que une os sítiosi ej. Notamos
que esta interação é de longo alcance, decaindo com a inversado cubo da distân-
cia entre pares de spins. Ela também é anisotrópica, dependendo da orientação
relativa dos spins com os vetores da rede~rij . A interação dipolar é tipicamente 4
ordens de grandeza menor que a interação de troca, e por tantonão é o fator prin-
cipal que leva ao alinhamento dos spins na fase ferromagnética. No entanto, seu
caráter de longo alcance produz campos magnéticos locais fortes, sendo respon-
sável pela origem dosdomínios magnéticos. Uma substância ferromagnética em
ausência de campo externo não apresenta, pelo geral, um alinhamento global dos
spins, mas um mosaico de domínios onde os spins apontam em diferentes dire-
ções, como mostra a figura 1.12. Estas configurações são escolhidas pelo sistema
para minimizar a energia magnética global.

Em alguns cristais o efeito do potencial cristalino é forte osuficiente para
ser sentido pelos elétrons, produzindo a interação spin-órbita. Uma manifestação
deste tipo de interação é a presença de uma campo de anisotropia sobre os spins,
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Figura 1.12: Domínios magnéticos

chamadaanistropia magnetocristalina. No caso de anisotropia uniaxial de eixo
fácil z, a forma mais elementar de representar sua contribuição energética é:

−D
∑

i

S2
iz (1.8)

Notamos que esta anisotropia depende quadraticamente da componentez do spin,
e por tanto não distingue sentidos, apenas uma direção no espaço. Esta contribui-
ção energética contribui para o alinhamento dos spins na direçãoz.

Quando estas três formas de interação magnética estão presentes simultane-
amente em um sistema, podem dar lugar a uma variedade enorme de estruturas
magnéticas no estado fundamental, dependendo das intensidades relativas deJ ,
g eD. A temperatura finita, transições de fases entre diferentestipos de ordem
magnética podem surgir. Em filmes magnéticos ultrafinos com anisotropia per-
pendicular, a competição entre estas interações produz transições de fase a tempe-
raturas finitas entre estruturas semelhantes as fases dos cristais líquidos, somente
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que neste caso as estruturas correspondem a ordem de spin e não a ordem posici-
onal das moléculas, como se ve na figura 1.13.

Figura 1.13: Domínios em filmes ultrafinos de Fe/Cu(001) com magnetização
perpendicular.

Existem diversas técnicas experimentais para detetar e medir ordem magné-
tica. Uma técnica clássica é difração de nêutrons, já que o nêutron possui spin
que interage com o spin eletrônico. No entanto para poder distinguir picos cor-
respondentes a estrutura de spin de picos correspondentes àestrutura cristalina, é
necessário que o tamanho das células unitárias magnética e cristalinas sejam di-
ferentes. Outras técnicas amplamente utilizadas na atualidade são microscopia de
força atômica (AFM), microscopia de força magnética (MFM),e uma variedade
de espectrometrias de espalhamento de elétrons, como a microscopia de varredura
de elétrons, que permitem obter diretamente imagens da estrutura magnética dos
átomos, como por exemplo SEMPA (Scanning electron microscopy with polari-
zation analysis), utilizada para obter as imagnes da figura 1.13.
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1.3 Simetrias e parâmetros de ordem

Como se pode concluir do visto até aqui, considerações de simetria têm um papel
central na matéria condensada. Os fenômenos mais dramáticos da matéria con-
densada, astransições de fase, muitas vezes podem ser analizadas e entendidas
a partir de transformações das condições de simetria do sistema frente a variação
de parâmetros externos, como temperatura, pressão ou campos elétricos e magné-
ticos.

Um sistema físico é descrito analíticamente pelo Hamiltoniano do mesmo. O
Hamiltoniano apresenta invariância frente a algumas operações de simetria, que
permitem tirar conclusões sobre o comportamento e a estrutura do sistema sob
diferentes condições. Em um gás ideal por exemplo, o Hamiltoniano é invariante
frente ao grupo espacial composto por translações, rotações e reflexões arbitrárias
do espaço, além de translações e reversão temporal. O Hamiltoniano de Heisen-
berg (1.6) é invariante frente a translações e reversão temporal além de rotações
globais dos spins respeito de um eixo arbitrário. Tipicamente, a altas tempera-
turas ou em sistemas diluidos, o sistema se encontra em uma fase desordenada a
qual é invariante frente a operações do mesmo grupoG de invariância do Hamil-
toniano. Em uma transição de fase alguma invariância é quebrada. Operadores
que não permanecem invariantes através de uma transição de fases são chamados
parâmetros de ordem. No modelo de Heisenberg, a magnetização:

~M =
1

N

∑

i

~Si (1.9)

é o parâmetro de ordem. A invariância frente ao grupo de rotação simultânea
de todos os spins emR3 existente no Hamiltoniano do modelo de Heisenberg, é
quebrada paraT < Tc, ondeTc é a temperatura crítica do modelo. Acima deTc,
〈 ~M〉 = 0, e abaixo deTc, 〈 ~M〉 6= 0. O grupo de simetria original é reduzido
ao subgrupo de rotações respeito a eixos paralelos a~M . O sistema não é mais
invariante frente a rotações dos spins respeito de eixos perpendiculares a~M . A
fase ordenada do modelo de Heisenberg é uma fase comsimetria quebrada.

Para especificar completamente o comportamento de uma fase ordenada, te-
mos que saber como o parâmetro de ordem se transforma frente auma operação
do grupo de simetria. No caso do modelo de Heisenberg, o grupode simetria é
o grupo das rotações. Uma rotação específicag ∈ G pode ser representada por
uma matriz3 × 3, Uij(g), de forma queMi → Uij(g)Mj frente a uma rotaçãog.
No caso geral de um parâmetro de ordemφa, a = 1 . . . n, éste irá se transformar
frente a uma representaçãon-dimensional do grupoG: para cada operaçãog no
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grupo, existirá uma matrizTab(g) tal queφa → Tab(g)φb. A forma mais econô-
mica de representar um grupo de simetria é usar uma respresentaçãoirredutível
com a menor dimensão possível.

A quebra de simetria em uma transição de fase se reflete na estrutura termo-
dinâmica do sistema:o número de mínimos na energia livre é igual ao número
de elementos do grupo de simetria associado ao parâmetro de ordem. Para ex-
plorar esta interpretação é importante distinguir grupos de simetriadiscretose
continuos. Se o grupo de simetria for discreto então existirão um número discreto
de fases termodinâmicas equivalentes, enquanto que no casodo grupo ser conti-
nuo haverá uma variedade continua onde cada ponto representa uma possível fase
termodinâmica. O modelo de Ising é um exemplo do primeiro caso e o modelo de
Heisenberg pertence ao último grupo.

Outra distinção importante é entre simetriaslocais ou globais. Um sistema
possui uma simetria local se é invariante frente a operaçõesdo grupo de simetria
aplicadas localmente, a uma parte do sistema. Este caso é o menos comum. O Ha-
miltoniano do modelo de Heisenberg possui uma simetria global, que corresponde
à rotação simultânea dos spins por um ângulo fixo respeito de qualquer eixo. O
grupo de simetria correspondente é oO3, o grupo de rotações em três dimensões.

• O modelo de Ising representa um material ferromagnético comum eixo de
anisotropia que força os spins a apontar em um única direção.O Hamilto-
niano é:

H = −J
∑

〈ij〉

σi σj (1.10)

ondeσi = ±1. O grupo de simetria do parâmetro de ordem, a magnetização,
é o grupo discretoZ2.

• Uma generalização do modelo de Heisenberg onde o parâmetro de ordem
temn componentes é o modeloO(n), cujo grupo de simetria continua é o
On. Este modelo é interessante porque se reduz ao modelo de Ising no caso
n = 1, ao modelo chamado XY paran = 2, ao modelo de Heisenberg para
n = 3, e é exatamente solúvel no limiten→ ∞.

• O modelo XY corresponde a um ferromagneto com um “plano fácil”. O
vetor de magentização é forçado a estar sobre o plano. Possuium grupo de
simetria continua, que é oO2. Outra realização desta simetria é na transição
líquido normal- superfluido. Neste caso, o parâmetro de ordem é a função
de onda do líquido quântico:

Ψ = |Ψ| eiθ (1.11)
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que é um número complexo e por tanto pode ser representado como um
vetor em duas dimensões, com módulo igual a|Ψ| e fase igual aθ. Na
representação complexa o grupo de simetria é oU(1) que é isomorfo com
oO2.



Capítulo 2

Teoria de Campo Médio

Historicamente, a teoria de campo médio, que consiste em umaaproximação para
somar a função de partição de um sistema e então poder obter assuas proprieda-
des termodinâmicas, começou com a aproximação da equação deestado de um lí-
quido clássico por van der Waals (1873). Em 1906, Pierre Weiss desenvolveu uma
aproximação equivalente para estudar a transição de fase emmateriais ferromag-
néticos. Em 1934, W. L. Bragg e E. J. Williams desenvolveram uma aproximação
de campo médio para a transição ferromagnética um pouco maiselaborada que a
de Weiss.

2.1 Aproximação de Bragg-Williams para o modelo
de Ising

Bragg-Williams desenvolveram uma aproximação para o modelo de Ising

H = −J
∑

〈ij〉

σi σj (2.1)

ondeσi = ±1. No modelo de Ising o parâmetro de ordem é a magnetização
m = 〈σ〉. A magnetização é igual am = (N+ − N−)/N , ondeN+ é o número
de spins para cima,N− é o número de spins para baixo eN é o número total de
spins no sistema.

Para um dado valor dem existe um número grande de configurações possíveis
de spins para cima (+) ou para baixo (-). O logaritmo desse número é exatamente

22
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a entropia do sistema:

S = ln

(

N
N+

)

= ln

(

N
N(1 +m)/2

)

= ln

(

N !

(N(1 +m)/2)!(N(1 −m)/2)!

)

(2.2)

Usando a aproximação de Stirling paraN grande:

N ! ≈
√

2πN
(

N

e

)N

, (2.3)

obtemos

S

N
≡ s(m) = ln 2 − 1

2
(1 +m) ln (1 +m) − 1

2
(1 −m) ln (1 −m) (2.4)

Para obter o potencial termodinâmico de interesse, que neste caso é a energia livre
F = U − TS, temos que calcular também a energia interna,U = 〈H〉:

U = Z−1
m Trm H e−βH (2.5)

ondeTrm é um traço restrito a configurações com magnetizaçãom e Zm =
Trme

−βH , β = 1/kBT e kB é a constante de Boltzmann. O cálculo deZm é
complexo e equivale a obter a solução exata para o modelo. Em seu lugar realiza-
mos um cálculo aproximado. A aproximação mais simples é a de campo médio.
No caso da aproximação de Bragg-Williams se substitui o valor local do spinσi

por seu valor médiom independente da posição :

U = −J
∑

〈i,j〉

m2 = −1

2
JNzm2, (2.6)

ondez é o número de vizinhos próximos dos sítios da rede. Na rede quadrada em
d dimensõesz = 2d. A energia livre de Bragg-Williams fica na forma:

f(T,m) = (U − TS)/N

= −1

2
Jzm2 +

1

2
T [(1 +m) ln (1 +m) + (1 −m) ln (1 −m)]

−T ln 2 (2.7)

O comportamento da funçãof(T,m) está representado graficamente para diversas
temperaturas na figura 2.1.
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Figura 2.1: A energia livre na aproximação de Bragg-Williams.

Na figura da esquerda, para campo externo nulo, vemos que a altas temperatu-
ras a função apresenta um único mínimo, param = 0. Esta é a fase paramagnética.
A uma temperatura bem definidaTc a função passa a ter dois mínimos simétricos
±m. O valor absoluto destes mínimos,|m|, cresce a medida que a temperatura
baixa com|m| → 1 quandoT → 0. No entorno deTc o valor dem é muito
pequeno, en então podemos expandir as funções termodinâmicas em potências de
m:

s(m) = ln 2 − 1

2
m2 − 1

12
m4 + . . . (2.8)

e

f(T,m) =
1

2
(T − Tc)m

2 +
1

12
T m4 − T ln 2 + . . . (2.9)
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onde
Tc = zJ (2.10)

é a temperatura da transição na aproximação de campo médio.
Em presença de um campo magnético externoh, a energia livref − mh é

assimétrica, como mostra a figura da direita em 2.1. Para temperaturas altasT >
Tc a energia livre apresenta um único mínimom > 0, e para umaT < Tc aparece
um segundo mínimo local. O mínimo comm > 0 continua sendo o mínimo
absoluto, e por tanto o comportamento do parâmetro de ordem não muda neste
caso emT = Tc. A equação de estado em presença de um campo externo é dada
por:

∂f

∂m
= −zJm +

1

2
T ln [(1 +m)/(1 −m)]

= −zJm + T tanh−1m = h (2.11)

Então
m = tanh [(h+ Tcm)/T ]. (2.12)

A quantidadeh+ Tcm é o campo local ou campo molecular médio. Ele tem uma
contribuição do campo externoh e uma contribuição proveniente do campo local
produzido pelos vizinhos próximos de um sítio,zJm = Tcm. O comportamento
da equação de estado pode ser visualizado na figura 2.2.

Expandindo a equação de estado para temperaturas baixas e campo nulo obte-
mos:

m = tanh
Tcm

T
≈ 1 − 2 e−2zJ/T (2.13)

e por tantom → 1 exponencialmente rápido comT . Perto da temperatura de
transiçãom≪ 1 e podemos expandir param pequeno:

m ≈ (Tc/T )m− 1

3
(Tc/T )3m3 ≈ (Tc/T )m− 1

3
m3 (2.14)

Resolvendo param obtemos:

m = ±[3(Tc − T )/T ]1/2 (2.15)

Vemos quem va a zero de forma continua. A transição de fase ferromagnética-
paramagnética é umatransição de segunda ordemna aproximação de campo
médio. O expoente1/2 é um exemplo deexpoente crítico. Este comportamento
da magnetização do modelo de Ising, decaimento continuo para zero com uma lei
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Figura 2.2: A equação de estado na aproximação de Bragg-Williams.

de potências e o correspondente expoente crítico, é uma manifestação genérica de
transições de fase de segunda ordem, ou continuas. Todos os sistemas/modelos
cujo parâmetro de ordem apresenta o mesmo comportamento crítico, no sentido
do parâmetro de ordem ir a zero com uma lei de potências caracterizada por um
mesmo expoente, pertencem a mesmaclasse de universalidade.

Na aproximação de Bragg-Williams, como desenvolvida acima, assumimos
que o parâmetro de ordem é espacialmente uniforme〈σi〉 = m. Esta condição
pode ser relaxada para permitir um parâmetro espacialmentevariável〈σi〉 = mi.
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Neste caso a energia livre é escrita na forma:

F = −1

2

∑

〈i,j〉

Jij mimj − T
∑

i

s(mi) (2.16)

Esta forma é preferível para tratar casos nos quais o parâmetro de ordem não é
uniforme, como é o caso de fases moduladas em cristais líquidos, ou diferentes
tipos de ordem antiferromagnética.

2.2 A teoria de Landau de transições de fase

A teoria de Landau é uma teoria de campo médio de caráter muitogeral, baseada
nas propriedades de simetria do potencial termodinâmicoF (T,N, V, 〈φ(~x)〉).

2.2.1 Transições de fase continuas

Landau propôs que a forma do potencialF podia ser deduzida, de forma fenome-
nológica, essencialmente através da seguinte premisa:

• O potencialF (T,N, V, 〈φ(~x)〉) deve ser uma funçãoinvariante respeito de
operações do grupo de simetria G da fase desordenada.

O segundo ponto fundamental na teoria de Landau é a seguinte observação:

• Perto da transição de fase, o parâmetro de ordem é pequeno (emuma tran-
sição de segunda ordem), e então se pode fazer uma expansão dopotencial
F em série de Taylor do parâmetro de ordem:

f(T, φ) ≡ F

V
=

∞
∑

n=0

an([K], T )φn (2.17)

ondeφ = 〈φ(~x)〉. Vamos assumir por enquanto que o parâmetro de ordem
é espacialmente homogêneo. Também vamos assumir daqui em diante que
o número de partículasN e o volumeV do sistema considerado são cons-
tantes, e por tanto não vamos incluí-los explicitamente emf . A suposição
quef possa ser desenvolvida em uma série de Taylor implica que elaé uma
funçãoanalíticadeφ perto da transição.
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Na prática, a expansão (2.17) poderá ser truncada para um número pequeno de
termos. Quantos termos serão necessários para descrever corretamente a transição
de fase dependerá essencialmente da dimensão espaciald e da dimensão do espaço
do parâmetro de ordem. No caso do modelo de Ising, o truncamento até ordemφ4

é suficiente. No entanto, é importante notar que na expansão devem estar presentes
todas as combinações analíticas do parâmetro de ordem que deixam invariantef
frente ao grupo de simetria G.

A equação de estado para o parâmetroφ é:

∂f

∂φ
= h = a1 + 2a2 φ+ 3a3 φ

2 + 4a4 φ
3 (2.18)

Como paraT > Tc, φ deve ser nulo se o campo externo for nulo, entãoa1 = 0.
No caso do modelo de Ising o grupo de simetria G é o grupo das reflexões, e

por tantof(φ) = f(−φ). Entãof somente poderá ter potências pares deφ:

f = a0 + a2 φ
2 + a4 φ

4. (2.19)

Como queremos que o estado estável termodinâmico seja finitoparaT < Tc,
a4 > 0. Caso contrário poderiamos ter a soluçãoφ → ∞ como mínimo absoluto
def .

O coeficientea0 é o valor def paraT > Tc, quandoφ = 0. Se pode pensar
nele como contendo as contribuições af não provenientes do parâmetro de ordem
de interesse. Nesse sentido, como o que queremos é descrevera transição de fase
associada aφ, vamos considerara0 = 0, ou então redefinirf − a0 → f .

Como os coeficientes podem depender em geral da temperatura,perto da tran-
sição podemos expandi-los na forma:

a2 = a0
2 +

T − Tc

Tc

a1
2 +O((T − Tc)

2) (2.20)

a4 = a0
4 +

T − Tc

Tc

a1
4 +O((T − Tc)

2) (2.21)

Se pode escolhera4 como uma constante positiva. Sua dependência emT não
será dominante para determinar o comportamento termodinâmico na transição.
Da equação de estado aplicada a (2.19) obtemos paraφ:

φ =

{

0 se T > Tc

±
√

−a2(T )
2a4

se T < Tc
(2.22)
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Então, para queφ possa ter uma solução real e finita paraT < Tc se deve
verificar quea0

2 = 0.
Se acrescentamos um termo proveniente de um campo externoh conjugado

deφ, a energia livre de Landau para o modelo de Ising toma a forma final:

f =
1

2
r φ2 + u φ4 − hφ (2.23)

onder = a (T − Tc) e as constantes foram reescritas para facilitar expressões
futuras. O comportamento do potencialf está descrito na figura 2.3.

É importante notar que a teoria de Landau éfenomenológica, ou seja, ela não
está baseada em um modelo microscópico, tendo sido obtida por argumentos pura-
mente de simetria e condições de validade genérica na presença de uma transição.
Por exemplo, a difereça da aproximação de campo médio de Bragg-Williams para
o modelo de Ising, a teoria de campo médio de Landau não predizum valor para
a temperatura crítica. No entanto faz predições para grandezasuniversais, como
expoentes críticos. De (2.22) extraimos o comporamento do parâmetro de ordem
próximo da transição:

φ ∼ (Tc − T )β (2.24)

Vemos queφ → 0 com o expoente críticoβ = 1/2. Este expoente é o mesmo
que aparece na aproximação de Bragg-Williams. Na realidadetodas as aproxima-
ções de campo médio para um problema com dada simetria dão como resultado
o mesmo expoente. Tanto a aproximação de Bragg-Williams como a teoria de
Landau consideram um parâmetro de ordem homogêneo, desconsideram flutua-
ções. Quando o papel das flutuações é incluido o expoente crítico toma valores
menores, neste caso próximo de1/3 emd = 3.

Podemos obter agora a equação de estado derivando (2.23) respeito deφ:

r φ+ 4u φ3 = h. (2.25)

A susceptibilidade pode ser obtida derivando a equação de estado respeito deh:

[r + 12u φ2]
∂φ

∂h
= 1. (2.26)

Obtemos:

χ =
∂φ

∂h
=

{

1/r seT > Tc;
1/2|r| seT < Tc.

(2.27)

Substituindo a dependência der na temperatura:

χ ∼ |T − Tc|−γ. (2.28)
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Figura 2.3: O funcional de Landau para um modelo com
simetria de Ising.
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γ é o expoente crítico da susceptibilidade, é igual a1 em campo médio e toma
valores próximos de4/3 em sistemas tridimensionais quando flutuações na vizi-
nhança do ponto crítico são levadas em consideração.

Outro expoente crítico corresponde ao comportamento do parâmetro de or-
dem em função do campo externo na temperatura crítica. Novamente, a partir da
equação de estado (2.25) obtemos emT = Tc:

φ ∼
(

h

4u

)1/δ

, (2.29)

ondeδ = 3. A energia livref é zero paraT > Tc e negativa paraT < Tc:

f =

{

0 seT > Tc

−r2/(16u) seT < Tc.
(2.30)

Deste resultado podemos obter o valor do calor específico:

cV = −T ∂
2f

∂T 2
=

{

0 seT > Tc;
T a2/(8u) seT < Tc.

(2.31)

O calor específico apresenta uma descontinuidade finita, um salto, na temperatura
crítica. Este calor específico da a contribuição na vizinhança da transição de fase.
A função completa apresenta outra contribuição analítica associada a outros graus
de liberdade. O comportamento com a temperatura de diversasgrandezas termo-
dinâmicas na aproximação de campo médio pode ser vista na figura 2.4. Notar que
cV corresponde à contribuição da energia livre de Landau mais uma parte analítica
proveniente de outros graus de liberdade.

2.2.2 Transições de primeira ordem na teoria de Landau

Na expansão em série de Taylor do potencial termodinâmico umtermo linear emφ
é proibido porqueφ = 0 acima da temperatura crítica. Um termo cúbico emφ foi
descartado com um argumento de simetria, no caso de um sistema com simetria
de Isingf(φ) = f(−φ). Então um termo cúbico pode existir em sistemas onde
a simetria da fase desordenada o permita. Consideremos a expansão do potencial
nesse caso:

f =
1

2
a t φ2 + w φ3 + u φ4 − hφ (2.32)

ondet ≡ (T − Tc). Parah = 0 a equação de estado leva as soluções seguintes:

φ = 0 φ = −c±
√

c2 − a t/4u, (2.33)
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Figura 2.4: Comportamento de algumas grandezas termodinâmicas na teoria de
Landau para um sistema com simetria Ising.

ondec ≡ 3w/8u. Para ter uma solução realφ 6= 0 , t < t∗ ≡ 4uc2/a. Comot∗ >
0, esta condição acontece para uma temperatura maior que a temperatura crítica,
que agora corresponde apenas à temperatura na qual o termo desegunda ordem
emφ na energia livre se anula. A figura 2.5 mostra o andamento do potencial com
a temperatura no casow < 0. Parat < t∗ um segundo mínimo aparece, embora
o mínimo absoluto ainda corresponda aφ = 0. A uma certa temperaturat1 o
valor def é igual para os dois mínimos, e abaixo desta temperatura o segundo
mínimo passa a ser o mínimo global. Emt1 o parâmetro de ordem apresenta uma
discontinuidade finita. Acontece umatransição de primeira ordem.

No entanto, é importante levar em conta que parat → t−1 o parâmetro de
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Figura 2.5: Uma transição de primeira orden na teoria de Landau.

ordem não é arbitrariamente pequeno, e então, a expansão de Landaunão é válida
de forma geral. Quando a expansão é justificada, a preseça de um termo cúbico
leva o sistema a apresentar uma transição de primeira ordem.

2.3 Flutuações do parâmetro de ordem

Embora o parâmetro de ordem em um sistema homogêneo seja uma constanteφ,
variações espaciaisφ(~x) podem ser naturais em casos com presença de campos
externos heterogêneosh(~x) ou em sistemas com modulações espaciais no campo
φ como por exemplo, quando existem interações competitivas.

De um ponto de vista microscópico, o parâmetro de ordemφ é uma média es-
tatísticaφ ≡ 〈φ〉, que envolve uma soma sobre um conjunto de graus de liberdade
microscópicosem uma certa região do espaço. Por tanto é válido se perguntar
sobre qual o significado físico da função da posiçãoφ(~x) em um contexto termo-
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dinâmico. Se pode dar um significado aφ(~x) considerando uma “partição” do
sistema em blocos de tamanhoa ≪ Λ−1 ≤ ζ(T ), ondea é a constante de rede (a
distância de equilíbrio entre um par de partículas) eζ(T ) é um comprimento que
mede o alcance das correlações no sistema. Então, em uma escala Λ−1 podemos
considerar que o parâmetro de ordem é efetivamente constante. Assim, definimos
o parâmetro de ordem localφΛ(~x) como o valor do parâmetro dentro de um
bloco com origem em~x. Este processo se denominagranulado grosso(coarse
graining). Desta forma a energia livre de Landau fica bem definida na escala dos
blocosΛ. O problema agora é que ela depende da escalaΛ. Temos que somar
as contribuições de todos os grãos que compoem o sistema. Masa energia livre
não pode ser, como poderiamos concluir sem refletir, a soma determos do tipo
F =

∑

~x f(φΛ(~x)). O resultado de minimizar esta quantidade irá produzir os va-
lores de equilíbrio em cada bloco de forma independente. No entanto é fácil se
convencer que não será bom, de um ponto de vista energético, ter grandes dife-
renças nos valores de equilíbrio deφΛ(~x) nos diferentes blocos. Uma forma de
contornar este problema é incluir um termo que penalize grandes variações do
parâmetro de ordem local (também chamado parâmetro de ordemde granulado
grosso). A forma analítica mais simples que este termo pode tomar é:

∑

~x

∑

δ

c

2





φΛ(~x) − φΛ(~x+ ~δ)

Λ−1





2

(2.34)

onde~δ é um vetor de magnitudeΛ−1 apontando na direção do bloco vizinho pró-
ximo do ponto~x, e o valor do custo em energia é independente do sinal da dife-
rença dos parâmetros de ordem em blocos vizinhos. A constante c pode depender
da temperatura.

Então, considerando queφΛ(~x) varia pouco na escalaa, e tomando o limite
continuo, podemos escrever a energia livre de Landau na forma:

F [φΛ(~x)] =
∫

ddx f(T, φΛ(~x)) +
∫

ddx
1

2
c [∇φΛ(~x)]2, (2.35)

ondeφΛ(~x) ≡ 〈φΛ(~x)〉Λ e f(T, φ(~x)) tem a forma da densidade de energia livre
de Landau homogênea (2.23). Agora a energia livre de LandauF [φΛ(~x)] é um
funcionaldeφΛ(~x), no sentido que depende da funçãoφΛ(~x) em todos os pontos
~x. Um corte, ou “cutoff” para distâncias menores queΛ−1 está implícito em todas
as integrações.

Ainda, é importante notar que o funcional de LandauF , ou energia livre de
Landau, NÃO é a energia livre de HelmholtzF (T, φ) do sistema. Duas diferenças
notáveis são as seguintes:
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• O potencial termodinâmicoF (T, φ) é umafunção convexa, enquantoF [T, φΛ(~x)]
não é.

• F (T, φ) é uma função termodinâmica, e como tal a dependência em uma
função que varia espacialmente comoφΛ(~x) não faz sentido. EmF (T, φ)
toda a informação espacial já foi integrada ao calcular o traço na função de
partição.

As aparentes contradições são resolvidas considerando queo funcional de Landau
é, na verdade, umaenergia livre de granulado grossoouHamiltoniano efetivo, no
sentido que a função de partição do sistema pode ser obtida naforma:

Z =
∫

DφΛ e
−βF [φΛ(~x)], (2.36)

onde a notação
∫ DφΛ indica umaintegral funcional. Fisicamente, a integral fun-

cional equivale a somar as contribuições de todas as configurações dos campos
φ(~x) pesados com o peso estatístico correspondente. A dependência na escalaΛ
implica que este formalismo poderá ser relevante para o comportamento do sis-
tema a distâncias grandes. Variações dos campos na escala doespaçamento de
rede ou das distâncias interparticula estão fora do alcancedeste formalismo. No
entanto, na análise da física na vizinhança de um ponto crítico apenas o compor-
tamento a longas distâncias é importante.

Então, reconhecendo o funcional de Landau como uma energia livre de gra-
nulado grosso ou Hamiltoniano efetivo, ela não é a energia livre termodinâmica
e então não existe requisito para ela ser convexa. Realizando a integral funcio-
nal sobre os graus de liberdade ainda não integrados, podemos obter o potencial
termodinâmicoA(T, h) que satisfaz:

Z = Tr e−βH = e−βA, (2.37)

ondeH ≡ F [φΛ(~x)] eh é um campo externo conjugado do parâmetro de ordemφ.
A energia livre de Helmholtz pode ser obtida via uma transformada de Legendre
na forma:

F (T, φ) = A(T, h) +Nφh, (2.38)

e a convexidade dos potenciais termodinâmicos é restaurada.
Finalmente, a discussão anterior permite também justificarpor qué, ao cons-

truir o funcional de Landau, escolhemos contribuições exclusivamenteanalíticas:
a energia livre de Landau envolve um traço parcial sobre os graus de liberdade, e
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então a função de partição correspondente (parcial) só podeser analítica (em um
sistema finito).

Estes pontos sobre a interpretação do funcional de Landau são conceitual-
mente importantes e são discutidos com maior detalhe, por exemplo, no livro de
Goldenfeld [3].

2.4 Funções de correlação

Considerando a possibilidade do parâmetro de ordem variar localmente, podemos
escrever o potencial termodinâmicoA na forma:

A[T,~h(~x)] = −T lnZ[T,~h(~x)], (2.39)

onde também consideramos uma possível variação espacial docampo externo.
Adotamos a convençãokB = 1, ou seja, daqui para frente todas as temperaturas
estão em unidades da constante de Boltzmann. Notamos que tanto o potencialA
quanto a função de partiçãoZ são na verdadefuncionaisno sentido discutido na
seção anterior. Para cada funçãoh(~x) obtemos um valor paraZ e um paraA. Em
presença de um campo externo localh(~x), a função de partição pode ser escrita
na forma:

Z =
∫

Dφ(~x) e−β{F [φ(~x)]−
∫

ddx~h(~x)·~φ(~x)}, (2.40)

ondeF [φ(~x)] é dada por (2.35) e o subíndiceΛ será eliminado da notação exceto
quando o significado das expressões não seja claro.

O parâmetro de ordem na escalaΛ, que para um sistema magnético é a mag-
netização local, é dado por:

〈φi(~x)〉 =
1

Z

δZ

δ βhi(~x)
= − δA

δhi(~x)
, (2.41)

onde〈φi〉 e hi representam ai-ésima componentes cartesianas dos vetores〈~φ〉 e
~h e o símboloδ representa umaderivada funcional. O potencial termodinâmico
obedece a seguinte identidade diferencial:

dA = −S dT −
∫

ddx 〈~φ(~x)〉 · δ~h(~x). (2.42)

A susceptibilidade local generalizada é dada por:

χij(~x, ~x
′) =

δ〈φi(~x)〉
δhj(~x′)

(2.43)
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A função de correlação conectadarepresenta as correlações das flutuações do
parâmetro de ordem em relação ao valor médio, e é dada por:

Gij(~x, ~x
′) = 〈[φi(~x) − 〈φi(~x)〉][φj(~x

′) − 〈φj(~x
′)〉]〉

=
1

β2

δ2 lnZ

δhj(~x′)δhi(~x)
(2.44)

=
1

β

δ〈φi(~x)〉
δ hj(~x′)

= Tχij(~x, ~x
′)

Notamos que a função de correlação de dois pontos conectada éproporcional
à susceptibilidade generalizada.

A susceptibilidade ou resposta global é a derivada do parâmetro de ordem
global respeito do campo externo:

χij =
δ〈φi〉
δhj

= lim
~q→0

βGij(q) (2.45)

e, em sistemas com invariância translacional, é proporcional ao limiteq = 0 da
transformada de Fourier da função de correlação conectadaGij(~x, ~x

′) .
Uma transformada de Legendre nos permite obter um potencialtermodinâ-

mico que é função do parâmetro de ordem (equivalente à energia livre de Helmholtz),
em lugar de ser função do campo:

F [T, 〈~φ(~x)〉] = A[T,~h(~x)] +
∫

ddx ~h(~x) · 〈~φ(~x)〉. (2.46)

O funcionalF satisfaz a relação diferencial:

dF = −S dT +
∫

ddx ~h(~x) · δ〈~φ(~x)〉. (2.47)

A equação de estado é dada por:

δF

δ〈φi(~x)〉
= hi(~x). (2.48)

Em ausência de campo externo o estado de equilíbrio é dado pelo valor de〈φi(~x)〉
que minimizaF . Notar que, nesta forma funcional, o parâmetro de ordem pode
não ser homogêneo, o mínimo deF é determinado por uma função da posição.

A Derivada funcional
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A derivação funcional tem propriedades muito semelhantes as da derivação de
funções. No entanto é importante levar em conta que são operações diferentes.
Consideremos um funcionalΦ[h(~x)] da funçãoh(~x). A derivada funcional deΦ
é definida como:

δΦ

δh(~y)
= lim

ǫ→0

Φ[h(~x) + ǫδ(~x− ~y)] − Φ[h(~x)]

ǫ
. (2.49)

δΦ/δh(~y) representa o câmbio induzido emΦ em resposta a um câmbio emh(~x)
no ponto~x = ~y.

Utilizando esta definição é possível mostrar algumas derivadas funcionais co-
muns:

δh(~x)

δh(~y)
= δ(~x− ~y), (2.50)

ondeΦ[h(x)] = h(x) é o funcional identidade. Sef é umafunçãodeh(~x):

δf(h(~x))

δh(~y)
= f ′ δh(~x)

δh(~y)
= f ′ δ(~x− ~y), (2.51)

δf(g(h(~x)))

δh(~y)
= f ′ g′

δh(~x)

δh(~y)
= f ′ g′ δ(~x− ~y), (2.52)

ondef ′(z) = df/dz.
Por exemplo, paraf(φ(~x)) = φ4(~x):

δf

δφ(~y)
= f ′ δφ(~x)

δφ(~y)
= 4φ3(~x)δ(~x− ~y) (2.53)

Uma situação comum na física é a de um funcionalF [φ(~x)] pode ser expresso
na forma

F [φ(~x)] =
∫

ddx f(φ(~x), ∂iφ(~x)), (2.54)

onde∂iφ(~x) são derivadas espaciais deφ(~x) (componentes do gradiente), então

δF

δφ(~y)
=

∫

ddx
δf

δφ(~y)

=
∫

ddx

[

∂f

∂φ(~x)

δφ(~x)

δφ(~y)
+

∂f

∂(∂iφ(~x))

δ∂iφ(~x)

δφ(~y)

]

=
∫

ddx

[

∂f

∂φ(~x)
δ(~x− ~y) +

∂f

∂(∂iφ(~x))
∂iδ(~x− ~y)

]

, (2.55)
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onde na última linha usamos o fato que a derivada comum e a derivada funcional
comutan e índices repetidos se somam. Usando:

∂i

[

∂f

∂(∂iφ(~x))
δ(~x− ~y)

]

= δ(~x− ~y)∂i
∂f

∂(∂iφ(~x))
+

∂f

∂(∂iφ(~x))
∂iδ(~x− ~y),

integrando por partes no último termo, desprezando termos de superfície e fazendo
a integral em~x obtemos:

δF

δφ(~y)
=

∂f

∂φ(~y)
− ∂i

∂f

∂∂iφ(~y)
, (2.56)

cuja solução estacionária é semelhante a equação de movimento da mecânica La-
grangeana.

Após a transformada de Legendre que leva deA paraF podemos obter a
inversa da função de correlação derivandoF respeito de〈φi(~x)〉. Fazemos isto
em dois passos: primeiro derivamos〈φi(~x)〉 respeito de〈φk(~x

′′)〉:
δ〈φi(~x)〉
δ〈φk(~x′′)〉

= δikδ(~x− ~x′′)

=
∫

ddx′
δ〈φi(~x)〉
δhj(~x′)

δhj(~x
′)

δ〈φk(~x′′)〉
. (2.57)

onde se fez uso da regra da cadeia na derivada funcional e índices repetidos estão
somados. A inversa deχij(~x, ~x

′) é definida na forma:
∫

ddx′χij(~x, ~x
′)χ−1

jk (~x′, ~x′′) = δikδ(~x− ~x′′). (2.58)

Comparando as duas últimas identidades e usando a definição da susceptibilidade
obtemos:

χ−1
ij (~x, ~x′) =

δhi(~x)

δ〈φj(~x′)〉
=

δ2F

δ〈φj(~x′)〉δ〈φi(~x)〉
. (2.59)

2.4.1 Correlações na teoria de Landau

Vamos calcular agora as funções de correlação e susceptibilidade partindo da ener-
gia livre de Landau para um campo escalar:

F =
∫

ddx f(T, 〈φ(~x)〉) +
∫

ddx
1

2
c [∇〈φ(~x)〉]2. (2.60)
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Substituindo para a densidade de energia livre a forma (2.23) com h = 0,
obtemos:

χ−1(~x, ~x′) =
δ2F

δ〈φ(~x)〉δ〈φ(~x′)〉
= (r + 12u 〈φ(~x)〉2 − c∇2)δ(~x− ~x′). (2.61)

O último termo corresponde ao operador Laplaciano, e se obtém após integrar
por partes a variação do termo do gradiente quadrado, e desprezar um termo de
superfície:

δ

δφ(~x′)

∫

ddx ∂iφ(~x)∂iφ(~x) =
∫

ddx
δ

δφ(~x′)
[∂iφ(~x)∂iφ(~x)]

=
∫

ddx

[

2∂iφ(~x)

(

δ

δφ(~x′)
∂iφ(~x)

)]

= 2
∫

ddx ∂iφ(~x)∂i
δφ(~x)

δφ(~x′)

= 2
∫

ddx ∂iφ(~x)∂iδ(~x− ~x′). (2.62)

Usando

∂i [∂iφ(~x)δ(~x− ~x′)] = ∂2
i φ(~x)δ(~x− ~x′) + ∂iφ(~x)∂iδ(~x− ~x′), (2.63)

e desprezando o termo de superfície, obtemos:

δ

δφ(~x′)

∫

ddx ∂iφ(~x)∂iφ(~x) = −2
∫

ddx ∂2
i φ(~x)δ(~x− ~x′) = −2∂2

i φ(~x′). (2.64)

Finalmente,
δ

δφ(~x)

(

−2∂2
i φ(~x′)

)

= −2∂2
i δ(~x− ~x′), (2.65)

que leva ao resultado em (2.61).
Usando agora a relação (2.58), que define a inversa deχ, obtemos:

(r + 12u 〈φ〉2 − c∇2)χ(~x, ~x′) = δ(~x− ~x′), (2.66)

ou, usando (2.45):

(r + 12u 〈φ〉2 − c∇2)G(~x, ~x′) = T δ(~x− ~x′). (2.67)

Assim, vemos que a susceptibilidade e a função de correlaçãosão funções de
Green.
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A solução geral destas equações é complicada pela dependência em〈φ(~x)〉2.
É possível resolver paraG(~x, ~x′) por transformanda de Fourier, assumindo que o
sistema apresenta invariância translacional e que o parâmetro de ordem é homo-
gêneo e dado pela solução de campo médio de Landau:

χ(~q) =
1

r + 12u 〈φ〉2 + cq2

=
χ

[1 + (qζ)2]
≡ 1

c

ζ2

1 + (qζ)2
, (2.68)

onde

ζ(T ) =

(

c

r + 12u 〈φ〉2
)1/2

(2.69)

é o comprimento de correlação. Usando a solução da teoria de campo médio
para〈φ〉:

ζ(T ) =

{

(c/r)1/2 seT > Tc

(c/(−2r))1/2 seT < Tc
(2.70)

Próximo do ponto críticoζ ∼ |T − Tc|−ν , ondeν = 1/2 é o expoente crítico do
comprimento de correlação. Em sistemas tridimensionais o valor real deν está
em torno de 2/3.

A existência de um comprimento de correlação é um dos conceitos centrais na
física da matéria condensada. A própria idéia de condensadoimplica a existência
de uma região onde as partículas estão fortemente correlacionadas. A extensão
desta região depende de parâmetros externos, como a temperatura, ou pressão.
Uma das características do fenômeno de invariância de escala no ponto crítico é a
divergência do comprimento de correlação, ou seja, todo o sistema está fortemente
correlacionado emTc.

Podemos obter uma estimação dele através de uma análise dimensional sim-
ples da energia livre. Assumindo que o campo〈φ(~x)〉 seja adimensional,r deve
ter unidades de(energia) × (comprimento)−d, [EL−d]. c deve ter unidades de
(energia) × (comprimento)−(d−2), [EL−(d−2)]. Por tanto,(c/r)1/2 ∼ ζ deve
ter unidades de comprimento. Podemos introduzir uma escalade comprimentos
microscópica na forma:

ζ0 =

∣

∣

∣

∣

∣

c

r(T = 0)

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

=
(

c

aTc

)1/2

. (2.71)

Então o comprimento de correlação se pode escrever comoζ ∼ ζ0|(T−Tc)/Tc|−ν ,
e pode ser arbitrariamente maior queζ0 na vizinhança do ponto crítico.
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A forma da susceptibilidade (2.68) foi obtida pela primeiravez por Ornstein
e Zernicke na análise do ponto crítico gás-líquido. A transformada inversa de
Fourier leva a função de correlação espacial de dois pontos:

χ(~x, 0) = χ
∫ ddq

(2π)d

ei~q·~x

1 + (qζ)2

= c−1|~x|−(d−2)Y (|~x|/ζ), (2.72)

onde

Y (η) =
∫ ∞

0
zd−1dz

∫

dΩ

(2π)d

eiz cos θ

[z2 + η2]

=
1

4π
e−η (d = 3). (2.73)

Notamos que no ponto críticoT = Tc as correlações espaciais decaem algebrica-
mente como|~x|−(d−2). ParaT 6= Tc as correlações decaem de forma exponencial
em uma escala dada pelo comprimento de correlaçãoζ .

2.5 Sistemas com simetriaO(n)

Sistemas com simetriaO(n) possuem um parâmetro de ordem vetorial comn
componentes. Na fase desordenada, o Hamiltoniano tem que ser invariante frente
a rotações no espaçon-dimensional do parâmetro de ordem. Casos particulares
são o modelo de Ising, comn = 1, que já analizamos. O modelo XY, que é um
modelo de rotores no plano, comn = 2. O modelo de Heisenberg para a transição
ferromagnética, comn = 3.

A energia livre de Landau do modeloO(n) é análoga a do modelo com si-
metria Ising (2.23). A única diferença é que, devido a simetria rotacional da fase
paramagnética, a energia livre deve depender de:

〈~φ〉2 ≡ 〈φ〉2 =
n
∑

i

〈φi〉2, (2.74)

que é invariante por rotações. Da mesma forma como fizemos para o modelo
de Ising, neste caso a equação de estado em presença de um campo externo de
componenteshi é:

∂f

∂φi

= (r + 4u〈φ〉2)〈φi〉 = hi. (2.75)
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As soluções desta equação parahi = 0 são:

〈φ〉 =

{

0 seT > Tc;
(−r/4u)1/2ei seT < Tc.

(2.76)

onde~e é um vetor unitário arbitrário no espaço do parâmetro de ordem. O com-
portamento é o mesmo do modelo de Ising, e então o modeloO(n) sofre uma
transição de fase de segunda ordem, com expoentes críticosβ, γ, δ e ν iguais
aos do modelo de Ising. No entanto, a diferença do modelo de Ising que quebra
uma simetria discreta, a arbitrariedade do vetor unitário~e que define a direção de
ordenamento do sistema, indica que uma simetria continua foi quebrada, como
mostrado na figura 2.6 para o caso XY (n = 2).

Figura 2.6: A parte homogênea da energia livre de Landau parao modeloO(2).

A quebra de uma simetria continua traz profundas consequências no compor-
tamento das funções de correlação e susceptibilidades paraT < Tc. A função de
correlação conectada entre as componentesi e j do parâmetro de ordem é dada
por:

Gij(~x, ~x
′) = 〈φi(~x)φj(~x

′)〉 − 〈φi(~x)〉〈φj(~x
′)〉. (2.77)

Esta correlação pode ser decomposta em duas partes, correspondentes a correla-
ções entre as componentes paralelas e perpendiculares à direção de ordenamento
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do sistema:

Gij(~x, ~x
′) = G‖(~x, ~x

′) eiej +G⊥(~x, ~x′)(δij − eiej). (2.78)

Se a direção de ordem é o eixo definido pore1, então~e = (1, 0, 0, . . .) e obtemos:

G11(~x, ~x
′) = G‖(~x, ~x

′) = 〈φ1(~x)φ1(~x
′)〉 − 〈φ1(~x)〉〈φ1(~x

′)〉, (2.79)

Gii(~x, ~x
′) = G⊥(~x, ~x′) = 〈φi(~x)φi(~x

′)〉 − 〈φi(~x)〉〈φi(~x
′)〉, (i 6= 1).

Derivando a energia livre de Landau respeito deφi(~x) e φj(~x
′) e transformando

Fourier obtemos o tensor de susceptibilidade:

χ−1
ij (~q) = TG−1(~q) = (r + 4u〈φ〉2 + cq2)δij + 8u〈φi〉〈φj〉, (2.80)

ou, em termos das componentes paralelas e perpendiculares:

χ−1
‖ = r + 12u〈φ〉2 + c q2 (2.81)

e

χ−1
⊥ (~q) = r + 4u〈φ〉2 + c q2 =

{

r + c q2 seT > Tc;
c q2 seT < Tc.

(2.82)

Notamos que a componente paralela tem o mesmo comportamentoque no modelo
de Ising. No entanto, na direção perpendicular a susceptibilidade ou as correlações
G⊥(~q) = Tχ⊥(~q) têm um comportamento com lei de potência:

G⊥(~q) =
T

cq2
. (2.83)

No espaço real as correlações também decaem com uma lei de potências:

G⊥(~x, 0) ∼ |x|−(d−2). (2.84)

Como a suscpetibilidade globalχij = lim~q→0 βGij(~q), o resultado anterior im-
plica que o sistema possui susceptibilidade transversal infinita na fase de baixa
temperatura com simetria quebrada. Ou seja, é necessário umcampo externo ar-
bitrariamente pequeno para mudar o valor (ou melhor, a direção) do parâmetro de
ordem. Isto pode ser interpretado fisicamente pela estrutura da energia livre de
Landau da figura 2.6. Da figura fica evidente quef possui um número infinito de
mínimos paraT < Tc, e se pode passar continuamente de um mínimo para outro.
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Ou seja, não custa energia ir de um mínimo qualquer a um outro qualquer. No en-
tanto, na direção paralela a situação é diferente: existe uma penalidade energética
para mudar o módulo do parâmetro de ordem.

O comportamento da componente transversal da susceptibilidade (2.82) indica
que, em termos de modos no espaço de Fourier, a susceptibilidade aumenta de
forma ilimitada para modos de comprimento de onda grande e é infinita paraλ→
∞. A flutuação na energia de Landauf pode ser feita arbitrariamente pequena
para flutuações de comprimento de onda arbitrariamente grandes. No caso do
modeloO(2) da figura vemos que existe exatamente um modo perpendicular à
direção de ordenamento com excesso de energia livre arbitrariamente pequena.
Em geral, em um modelo com simetriaO(n) haverá um modo deste tipo por cada
direção transversal, ou seja um total den−1 modos transversais de baixa energia,
oumodos de Goldstone.

Os modos de Goldstone se manifestam matematicamente como polos em~q =
0 na componente transversal da susceptibilidade, como se ve em (2.82) na fase de
simetria rotacional quebrada. Exemplos de modos de Goldstone sãoondas de spin
em sistemas magnéticos efônonsassociados a quebra da simetria por translações
no espaço. Ambas simetrias são continuas.

2.6 Validade da teoria de campo médio: o critério
de Ginzburg

Como vimos, a aproximação de campo médio consiste, essencialmente, em subs-
tituir um parâmetro de ordem que flutua localmente por um parâmetro médio es-
pacialmente constante. Por tanto, a aproximação de campo médio será boa sempre
que as flutuações do parâmetro de ordem respeito do seu valor médio sejam pe-
quenas. Uma medida da importância das flutuações do parâmetro de ordem pode
ser obtida calculando a média deδφ(~x) = φ(~x)−〈φ(~x)〉 em um volume da ordem
Vζ ≈ ζd (V. L. Ginzburg, 1960), ondeζ é um “comprimento de coerência”.

O desvio do parâmetro de ordem respeito do seu valor médio no volumeVζ é
dado por:

δφcoh ≡ V −1
ζ

∫

Vζ

ddx δφ(~x). (2.85)

As flutuações serão desprezíveis se〈(δφcoh)
2〉 for muito menor que〈φ〉2 na fase
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ordenada, ou seja, se

V −2
ζ

∫

Vζ

ddx ddx′ 〈δφ(~x)δφ(~x′)〉 = V −1
ζ

∫

Vζ

ddxG(~x, 0) < 〈φ〉2, (2.86)

ondeG(~x, 0) é a função de correlação (conectada) do parâmetro de ordem. Como
a aproximação de campo médio fornece uma predição para a função de correlação
e para o parâmetro de ordem, a própria aproximação possui um teste de consis-
tência interna.

Vamos analizar o critério de Ginzburg para uma teoria com campo escalarφ4,
usando os resultados conhecidos para〈φ〉 e paraG(~x, ~x′) = Tχ(~x, ~x′). Obtemos:

〈(δφcoh)
2〉 = TV −1

ζ c−1
∫

Vζ

ddx |~x|−(d−2)Y (|~x|/ζ)

= TV −1
ζ c−1

∫

dΩd

∫ ζ

0
(dr rd−1) r−(d−2)Y (r/ζ)

= TV −1
ζ c−1ζ2

∫

dΩd

∫ 1

0
dz z Y (z)

=
AdTζ

−(d−2)

c
< 〈φ〉2 =

|r|
4u
, (2.87)

ondeζ = (c/|r|)1/2 é o comprimento de correlação eAd é uma constante que
depende da dimensãod. Usando a definição do comprimento de correlação mi-
croscópicoζ0 = (c/aTc)

1/2 e o valor do salto no calor específico na transição
∆cV = Tca

2/8u (ver equação (2.31)), podemos reescrever o resultado anterior de
forma adimensional:

(

ζ

ζ0

)d−4

=
(

T − Tc

Tc

)(4−d)/2

>
Ad

2∆cV ζd
0

. (2.88)

A relação anterior nos diz que parad > 4, comoζd−4 → ∞ quandoT → Tc,
a desigualdade anterior sempre é satisfeita próximo da transição. No entanto,
parad < 4, comoζd−4 → 0 quandoT → Tc, a desigualdade nunca é satisfeita
perto deTc. Então podemos concluir que a aproximação de campo médio será
satisfatória para dimensãod > 4, mas não será consistente parad < 4, em teorias
φ4. A dimensãodu = 4 que representa um limite para a validade da aproximação
de campo médio, se conhece comodimensão crítica superior. Dependendo do
sistema o valor dedu pode ser diferente.

Para um sistema qualquer, com expoentes críticos de campo médio β, γ, ν,
devemos levar em conta queTχ ∼ |T − Tc|−γ e 〈φ〉 ∼ |T − Tc|β. Então, des-
considerando fatores constantes de ordem um, o critério de Ginzburg é satisfeito
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se:
t−γ ≪ t2β−νd, (2.89)

ondet = |T − Tc|/Tc é a temperatura reduzida. Então, para um sistema geral, a
dimensão crítica superior é determinada pela condição:

d >
2β + γ

ν
≡ du. (2.90)

Ainda, para dimensõesd < du, a aproximação de campo médio poderá ser
válida para temperaturas suficientemente longe deTc, sempre que a desigualdade
(2.88), ou em geral (2.89), seja satisfeita. A medida queT se aproxima deTc

as flutações se tornam cada vez mais importantes. A temperatura que define a
identidade na (2.88) se chamatemperatura de Ginzburg:

tG =
|TG − Tc|

Tc

=

(

Ad

2∆cV ζ
d
0

)2/(4−d)

. (2.91)

De forma equivalente, é possível definir ocomprimento de Ginzburg, ζG, na
forma:

ζ4−d
G ∼ ∆cV ζ

4
0 = c2/(8uTc), (2.92)

ou
ζG ∼ ζ0(∆cV ζ

d
0 )1/(4−d). (2.93)

A teoria de campo médio é válida quandot > tG ou ζ < ζG.
Notar que|TG − Tc| → 0 se ζ0 → ∞ parad < 4. Isto quer dizer que o

campo médio será válido até temperaturas muito próximas deTc se o comprimento
de coerência microscópico for grande, mesmo parad < du. Este é o caso em
sistemas com interações de longo alcance, ou em supercondutores. Quandoζ0, ou
|TG − Tc| não é pequena, deve acontecer um “crossover” de um comportamento
de campo médio para um comportamento crítico quando a temperatura reduzida
t = (T − Tc)/Tc for da ordem da temperatura reduzida de GinzburgtG. A figura
(2.7) mostra de forma esquemática o crossover no comportamento da inversa da
susceptibilidade.

O critério de Ginzburg permite entender por qué em alguns sistemas a aproxi-
mação de campo médio pode ser muito boa e em outro não. Consideremos o caso
da transição de fase esmética A-esmética C em cristais líquidos. Nesta transição,
o parâmetro de ordem corresponde ao ângulo de inclinação do diretor em relação
à normal aos planos esméticos. A figura (2.8) mostra medidas do parâmetro de or-
dem, do calor específico e da inversa da susceptibilidade, junto com as predições
do campo médio.
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Figura 2.7: Representação esquemática do crossover de campo médio para com-
portamento crítico na inversa da susceptibilidade .

A inversa da susceptibilidade do parâmetro de ordem va a zerolinearmente
na fase desordenada ao aproximarse deTc, de acordo com a predição de campo
médio, ou seja comγ = 1. A intensidade de espalhamento segue a predição de
Ornstein-Zernicke. O parâmetro de ordem e o calor específicoseguem uma forma
generalizada da teoria de Landau, com um termoφ6 na expansão da energia livre,
na forma:

f =
1

2
r〈φ〉2 + u4〈φ〉4 + u6〈φ〉6. (2.94)

O parâmetro de ordem, obtido minimizandof respeito de〈φ〉, é dado por:

〈φ〉 =
(

u4

3u6

)1/2
[

(

1 − 3
r

r0

)1/2

− 1

]1/2

, (2.95)
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Figura 2.8: O parâmetro de ordem, inversa da
susceptibilidade, calor específico e inversa da
intensidade de espalhamento em um cristal líquido
próximo da transição esmética A- esmética C. As linhas
cheias correspondem a aproximação de campo médio dada
pelas equações (2.95) e (2.96).



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 50

e o calor específico:

cv =

{

0 seT > Tc

(Ta2/8u4)(1 − 3r/r0)
−1/2 seT < Tc,

(2.96)

onder0 = 2u2
4/u6. A linas sólidas na figura seguem estes resultados.

Analizando quantitativamente estes resultados é possívelobservar que o salto
no calor específico é da ordem de106 erg cm−3K−1, e o comprimento de cohe-
rência microscópicoζ0 é da ordem de20 Å. Usando uma expressão completa para
a temperatura reduzida de Ginzburg para um sistema emd = 3:

tG =
k2

B

32π2(∆cV )2ζ6
0

, (2.97)

obtemos, neste caso,tG ≈ 10−5. A temperatura da transição é da ordem de300K,
e por tanto,TG − Tc ≈ 3 × 10−3K. Como os experimentos da figura (2.8) não
são capazes de resolver temperaturas reduzidas da ordem de10−5K, as predições
de campo médio são boas neste caso.

Outra transição que é descrita de forma satisfatória pela teoria de campo médio
é a transição metal normal-supercondutor. Na figura (2.9) vemos medidas do pa-
râmetro de ordem e de calores específicos para esta transição, junto com predições
da teoria BCS.

O calor específico apresenta uma discontinuidade finita emTc, de acordo com
a predição de campo médio. A temperaturas baixas,cs vá a zero exponencial-
mente, fato este de natureza quântica e não explicado pelo campo médio con-
siderado. O parâmetro de ordem va a zero como(T − Tc)

1/2, em completo
acordo com campo médio, e satura para temperaturas baixas. Osalto no calor
específico em alumínio é da ordem de2 × 104 erg mole−1K. O parâmetro de
rede emAl é 4Å, e o comprimento de coherência éζ0 ≈ 1.6 × 104Å. Então,
∆cV ≈ 2 × 105/42 erg cm−3K−1, e tG ≈ 10−16 ! A temperatura crítica em Al é
1.19K e por tanto é praticamente impossível aceder à região crítica. Neste caso,
o motivo para umaTG tão pequena é o enorme valor do comprimento de coherên-
cia em relação à constante da rede. Este comportamento é observado na maioria
dos supercondutores, exceto em aqueles de alta temperaturacrítica, como os cu-
pratos. Nos supercondutores normais a teoria de campo médioda uma descrição
excelente do comportamento dos mesmos.
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Figura 2.9: O parâmetro de ordem e calores específicos na transição metal normal-
supercondutor, para diversos materiais, junto com predições de campo médio.

2.7 Correções Gaussianas à solução de campo mé-
dio

Reescrevamos a função de partição do sistema como uma integral funcional nos
camposφ, na forma:

Z = Z[T, h(~x)] =
∫

Dφ e−β(H[φ]−
∫

dd~x h(~x)φ(~x)), (2.98)

onde a função de partição,Z[T, h(~x)], é um funcional do campo externoh(~x). Va-
mos assumir que o sistema está confinado em um volume finitoV = Ld. A partir
da função de partição, o potencialA[T, h(~x)] pode ser calculado pela identidade
Z = exp (−βA).

Todas as configurações dos camposφ(~x) contribuem para a função de partição,
mas algumas configurações contribuem mais que outras nos pesos exponenciais.
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Em particular, como a energia de granulado grosso que aparece no exponencial
é extensiva, no limite termodinâmico a configuração que irá contribuir mais à
função de partição é aquela que minimzeH [φ]− ∫ dd~x h(~x)φ(~x). Assim, a confi-
guração de maior peso na integral funcional é a correspondente ao ponto de sela,
definida por:

δH

φ(~x)

∣

∣

∣

∣

∣

φsela

= h(~x). (2.99)

A aproximação de campo médio consiste em aproximarZ pelo valor correspon-
dente apenas à contribuição do ponto de sela. Assim:

ZCM = exp {−β(H [φsela] −
∫

dd~x h(~x)φsela(~x))}

= exp {−βFCM [〈φ(~x)〉] −
∫

ddx h(~x)〈φ(~x)〉}, (2.100)

ondeFCM é a energia livre de campo médio. Das relações anteriores se conclui
queFCM = H [φsela(~x)]. Correções ao campo médio podem ser consideradas
expandindo o Hamiltoniano efetivo em potências deψ(~x) = φ(~x) − 〈φ(~x)〉. Por
definição〈ψ(~x)〉 = 0, e 〈φ(~x)〉 = φsela(~x) em campo médio. A presença de
flutuações irá fazer com que, em geral,〈φ(~x)〉 seja diferente do valorφsela(~x) nas
fases ordenadas ou na presença de campos externos.

O primeiro termo de correção à aproximação de campo médio, devido a flu-
tuações, consiste em incluir flutuações Gaussianas. Expandindo o Hamiltoniano
efetivo até segunda ordem emψ(~x) obtemos:

H [φ] −
∫

dd~x h(~x)φ(~x) = H [〈φ(~x)〉] −
∫

ddx h(~x)〈φ(~x)〉

+
1

2

∫

ddx ddx′ ψ(~x)
δH

ψ(~x)ψ(~x′)

∣

∣

∣

∣

∣

〈φ(~x)〉

ψ(~x′),

onde
δH

ψ(~x)ψ(~x′)

∣

∣

∣

∣

∣

〈φ(~x)〉

≡ (βG0)
−1(~x, ~x′) (2.101)

é a inversa da função de correlação conectada de dois pontos de campo médio.
Concluimos que as flutuações Gaussianas à solução de campo médio são gover-
nadas pelas correlações do parâmetro de ordem de campo médio.

Para obter a contribuição das flutuações Gaussianas para a energia livre temos
que realizar a integral funcional da forma quadrática anterior. Para isso usaremos
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a identidade:

∫

(

n
∏

i=1

dyi

)

e−
1

2

∑

i,j
yiMijyj+

∑

i
hiyi = (2π)n/2 (det M)−1/2 e

1

2

∑

i,j
hiM

−1

ij hj

(2.102)
ondeM é uma matriz simétrica positiva com elementosMij eM−1 é sua inversa.
Para realizar a integral funcional é conveniente trabalharno espaço recíproco.
Como estamos trabalhando em um volume finito, introduzimos as transformadas
de Fourier discretas:

φ(x) =
1

Ld/2

∑

k

φ(k)eik.x (2.103)

h(x) =
1

Ld/2

∑

k

h(k)eik.x (2.104)

Os vetores de onda compatíveis com condições de contorno periódicas numa caixa
de ladoL sãoki = 2πli/L, com i = 1, . . . , d e li = 0,±1,±2, . . .. Como os
camposφ(~x) e h(~x) são reais, se deve satisfazerφ(−k) = φ∗(k) e h(−k) =
h∗(k). Usando as identidades:

∫

dd
x eix.(k−k′) = V δk,k′ (2.105)

∑

k

e−ik.(x−x′) = V δ(x − x
′) (2.106)

obtemos:

φ(k) =
1

Ld/2

∫

dd
x φ(x) e−ik.x (2.107)

h(k) =
1

Ld/2

∫

dd
x h(x) e−ik.x (2.108)

Após transformar Fourier, a função de partição se pode escrever na forma:

Z = Z[h(k)] =
∫

(

∏

k

dφ(k)

)

exp

{

−β
(

H [φ] −
∑

k

h(−k)φ(k)

)}

(2.109)

onde um cutoff parak < Λ está implícito no limite superior de todas as inte-
grais. Fatorando na expressão anterior a contribuição do ponto de sela, ou campo
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médio, e fazendo um cambio de variáveisφ→ ψ obtemos:

Z

ZCM
=

∫

(

∏

k

d(ψ(k))

)

exp







−β
2





∑

k,k′

ψ(~k) (βG0)
−1(~k,~k′)ψ(~k′)











=

(

2π

β

)N/2
[

det(βGo)
−1
]−1/2

= exp

{

−1

2
Tr ln

(

G−1
o

2π

)}

(2.110)

onde, dada uma matrizA(k, k′), TrA =
∑

k A(k, k) =
∑

k λk sendoλk os corres-
pondentes autovalores. Finalmente obtemos a contribuiçãodas correções Gaussi-
anas à energia livre:

F − FCM =
kBT

2
Tr ln

(

G−1
o

2π

)

. (2.111)

Em teoria de campos, esta correção é chamada decorreção de um laço(one
loop approximation) para a energia livre. Ela depende do parâmetro de ordem
de campo médio〈φ(~x)〉 através da dependência deG0, e pode ser expandida em
potências de〈ψ(~x)〉. O termo de segunda ordem desta expansão fornece a corre-
ção a um laço da função de correlação inversaG−1(~x, ~x′).

2.8 A aproximação do campo autoconsistente

Em uma teoriaφ4 o efeito das flutuações Gaussianas pode ser levado em conta de
forma autoconsistente. A aproximação correspondente é conhecida como apro-
ximação de Hartree, Random Phase Approximation ou aproximação do campo
autoconsistente. O Hamiltoniano efetivo na teoriaφ4 é dado por:

H[φ] =
1

2

∫

ddx
{

rφ2(~x) + c (∇φ(~x))2 + 2u φ4(~x)
}

(2.112)

=
1

2

∫

ddx ddx′ φ(~x)(TG−1
0 (~x, ~x′))φ(~x′) + u

∫

ddxφ4(~x),

onde
TG−1

0 (~q) = r + cq2 (2.113)

é a inversa do propagador, ou “função de correlação nua” (bare correlation).
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Separando o parâmetro de ordem em valor médio mais flutuaçõesφ(~x) =
〈φ(~x)〉+ψ(~x), substituindo em (2.113) e conservando termos pares nas flutuações
obtemos:

H[ψ, 〈φ〉] =
1

2

∫

ddxddx′ ψ(~x)(TG−1
0 (~x, ~x′))ψ(~x′) + (2.114)

u
∫

ddxψ4(~x) + 6u
∫

ddx 〈φ(~x)〉2ψ2(~x).

A aproximação auto-consistente consiste em substituir um fatorψ2 do termo em
ψ4 pelo seu valor médio〈ψ2〉. Na energia para o modelo com simetria Ising
(parâmetro de ordem escalar) existem 6 formas de escolher osdois fatoresψ para
formar 〈ψ2〉. Em uma teoria com simetriaO(n) serão2(n + 2) fatores. Desta
forma, a energia livre de grão grosso na aproximação autoconsistente adota uma
forma Gaussiana. ParaT > Tc obtemos:

Hsc[ψ, 〈φ〉] =
∫

ddxddx′ ψ(~x)(TG−1
0 (~x, ~x′))ψ(~x′) + 6u

∫

ddxψ2(~x)〈ψ2(~x)〉.
(2.115)

Variando duas vezes o funcional anterior obtemos a inversa da susceptibilidade ou
da função de correlação de dois pontos:

TG−1(~q) = r + cq2 + 12u 〈ψ2〉. (2.116)

Como antes,r = a(T−T ∗) eT ∗ é a temperatura crítica de campo médio. Notamos
que a temperatura crítica, definida pela divergência da susceptibilidade, não é mais
igual à de campo médio. O fator proporcional au tem o efeito de reduzir o valor
deTc em relação ao valor de campo médio. Isto é consequência imediata do efeito
das flutuações sobre o grau de ordenamento no sistema.G(~x, ~x′) é a função de
correlação conectada do campoφ(~x), ou seja,G(~x, ~x′) = 〈ψ(~x)ψ(~x′)〉. Então:

〈ψ2〉 ≡ G(~x, ~x) =
∫

ddq

(2π)d
G(~q)

=
∫

ddq

(2π)d

T

r + cq2 + 12u 〈ψ2〉 , (2.117)

que é uma equação autoconsistente para〈φ2〉 na fase de alta temperatura,T > Tc.
É importante lembrar que as integrais no espaço de Fourier têm um corte no

extremo superior,Λ, que pode corresponder à constante de rede ou então ao com-
primento de coerência microscópicoζ0. A partir das equações (2.116) e (2.117)
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podemos determinar a inversa da susceptibilidadeχ−1 = TG−1(~q = 0):

χ−1 ≡ τ = r + 12uT
∫

ddq

(2π)d

1

τ + cq2

= r + 12uTKd

∫ Λ

0
qd−1dq (τ + cq2)−1, (2.118)

ondeKd = Ωd/(2π)d e Ωd é o ângulo sólido subtendido por uma esfera emd
dimensões. No ponto críticoTc a susceptibilidade diverge, ou sejaχ−1 = τ = 0.
Assim, podemos determinar a temperatura crítica (para d>2)nesta aproximação a
partir de:

rc = a(Tc − T ∗) = −12uTc

c

∫ Λ

0

ddq

(2π)d

1

q2
= −12uTc

c

KdΛ
d−2

d− 2
. (2.119)

ou

Tc =

(

1 +
12uKdΛ

d−2

ac(d− 2)

)−1

T ∗. (2.120)

Notamos que a temperatura crítica é reduzida respeito do valor de campo médio
T ∗. Um resultado importante é queTc → 0 quandod→ 2+. dL = 2 é adimensão
crítica inferior , abaixo da qual as flutuações são tão fortes que o sistema não se
ordena a nenhuma temperatura finita. Parad < dL no ha transição de fase aT 6= 0.

Para analizar o comportamento da susceptibilidade perto doponto crítico ex-
pressamosχ−1 em função der − rc = a(T − Tc):

χ−1 ≡ τ = r − rc + 12uKd

∫

qd−1dq

(

T

τ + cq2
− Tc

cq2

)

(2.121)

Resolvendo a integral paraT − Tc pequena, obtemos parad > 4:

χ =
1 + (12uTcKd/c)Id(0)

a′(T − Tc)
∼ (T − Tc)

−1, (2.122)

onde

Id(τ) =
∫ Λ

0
qd−1dq

1

q2(τ + cq2)
=
∫ Λ

0

qd−3dq

τ + cq2
, (2.123)

ea′/a = 1 +12uTc(Kc/ac)(Λ
d−2/(d− 2)). d = 4 é a dimensão crítica superior e

o expoente obtido parad > 4 é γ = 1, o resultado de campo médio. No entanto,
o prefator no valor da suscpetibilidade é diferente do de campo médio.
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Sed < 4 a funçãoId(τ) diverge paraτ = 0:

Id(τ) = c−(d−2)/2 τ (d−4)/2
∫ Λ(c/τ)1/2

0

yd−3dy

1 + y2

τ→0→ τ−ǫ/2Bd, (2.124)

ondeǫ = 4−d,Bd = Γ[(d−2)/2]Γ[(4−d)/2]/2 eΓ(x) é a função gamma. Com
este resultado obtemos:

r − rc = 12u(Kd/c)c
−(d−2)/2Bdτ

(d−2)/2,

χ ≡ τ−1 ∼ (r − rc)
−γ , (2.125)

com

γ =
2

d− 2
. (2.126)

O expoente da suscpetibilidade é diferente de 1 parad < 4, e se aproxima de 1
quandod→ 4, como se espera.

Ainda nesta aproximação, a susceptibilidade generalizadaχ(~q) não apresenta
correções dependentes deq ao resultado de campo médio. Então:

χ(~q) = (τ + cq2)−1 = χ[1 + (qζ)2]−1, (2.127)

onde
ζ2 = (c/τ) ∼ |T − Tc|−2ν . (2.128)

Assim, obtemos o expoente crítico do comprimento de correlação:

ν =
γ

2
=

1

d− 2
, (2.129)

que também se reduz ao valor de campo médioν = 1/2 quandod = 4.
A aproximação de Hartree, RPA, ou do campo autoconsistente,mostra os efei-

tos mais importantes das correções ao campo médio devido as flutuações . Os
expoentes críticos dependem da dimensionalidade e tendem aos valores de campo
médio quando a dimensão se aproxima da dimensão crítica superior. Ainda, vi-
mos que a temperatura crítica é reduzida respeito do valor docampo médio, efeito
este esperado por considerações puramente físicas dos efeitos desestabilizantes
das flutuações sobre as fases ordenadas.



Capítulo 3

Ordem orientacional em sistemas
com interações competitivas

3.1 O modelo ANNNI

Uma simples modificação no modelo de Ising, incluindo interações competitivas
em uma das direções da rede, tem efeitos importantes na estrutura do diagrama
de fases do sistema. Esta modificação é implementada nomodelo ANNNI(Axial
Next-Nearest-Neighbor Ising model) [7]. A energia do modelo ANNNI é dada
por:

H = −J1

∑

nn

σi σj − J2

∑

nnn

σi σi±2êz (3.1)

onde {i = 1 . . .N} indica os sítios de uma rede d-dimensional,êz é um vetor
unitário na direçãoz, σi = ±1, J1 > 0 eJ2 < 0. Desta forma, a interação a vizi-
nhos próximos é de caráter ferromagnético, enquanto a interação entre segundos
vizinhosao longo da direção ztem caráter antiferromagnético. O diagrama de
fases de campo médio do modelo ANNNI é mostrado na figura (3.1).

Notamos a presença de uma fase ferromagnética, de uma fase〈2〉 ou “anti-
fase”, que apresenta camadas com 2 spins em uma direção e 2 spins na direção
oposta em forma periódica, uma fase modulada mais complexa onde se mostram
algumas das estruturas comensuráveis com a rede detetadas ea fase paramagné-
tica para altas temperaturas. Vamos analizar como emergem as fases moduladas
neste modelo a partir de uma energia de Landau para o mesmo. Emparticular va-
mos analizar o surgimento do chamadoponto de Lifshitz, indicado na figura com
a letraL.

58
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Figura 3.1: Diagrama de fases de campo médio do modelo ANNNI mostrando as
principais fases comensuráveis [7].

3.1.1 Pontos de Lifshitz

Até agora o comportamento do diagrama de fases na teoria de Landau foi gover-
nado pela dependência com a temperatura (ou outros parâmetros) dos termos da
expansão da energia livre em potências do parâmetro de ordemperto da transição.
Ainda outra possibilidade é considerar os efeitos que podemprovocar variações
nas constantes que aparecem nos termos das derivadas dos campos. No caso mais
simples vimos que um termo proporcional ac (~∇φ)2 controla as flutuações espa-
ciais do parâmetro de ordemφ. Para isso a constantec é considerada positiva.
No entanto, existem sistemas nos quais anisotropias podem dar lugar a mais de
um termo desse tipo, e alguns desses termos podem apresentaruma região com a
correspondente constantec < 0.

Consideremos a seguinte energia livre de Landau:

F =
1

2

∫

ddx

[

rφ2 + c‖(∇‖φ)2 + c⊥(∇⊥φ)2 +
d

2
(∇2φ)2

]

+
1

4
u
∫

ddxφ4. (3.2)
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As coordenadas~x = (~x‖, ~x⊥) são divididas em dois subespaços, que normal-
mente refletem anisotropias nas constantes de interação.m direções são conside-
radas “perpendiculares” e(d − m) são consideradas “paralelas”. Quando tanto
c‖ quantoc⊥ são positivas, o termo proporcional ao Laplaciano quadradoé irre-
levante para o comportamento crítico. É o caso mais simples já analizado. No
entanto, quandoc⊥, que pode depender da temperatura e outros parâmetros ter-
modinâmicos, passa a ser negativa, é necessário o termo nas derivadas segundas,
com constanted positiva, para garantir estabilidade no comportamento deφ contra
variações muito rápidas nas direções perpendiculares. O quadrado no Laplaciano
garante a invariância rotacional e de reflexões emφ da energia livre.

O diagrama de fases deste sistema, nos casos de parâmetro de ordem escalar e
vetorial, é mostrado na figura 3.2.

Figura 3.2: Diagramas de fases da energia de Landau com pontos de Lifshiz.

Consideremos o caso de parâmetro de ordemφ escalar. Na regiãoc⊥ > 0 o
sistema apresenta uma linha de transições para-ferromagnética de segunda ordem
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quandor = 0, como normalmente. A partir doponto de Lifshitz (r = 0, c⊥ = 0)
(LP), c⊥ < 0 e o sistema apresenta uma transição entre a fase paramagnética e
umafase modulada, na qual o parâmetro de ordem varia espacialmente de forma
sinusoidal. Este tipo de fase anisotrópica aparece muitas vezes como consequên-
cia de competição entre interações conflitantes, como ferromangéticas e antifer-
romagnéticas, ou interações atrativas e repulsivas no casode fluidos. Para valores
der < 0 aparece ainda uma transição de fase entre a fase homogênea (F), e a fase
modulada (M). No caso de parâmetro de ordem escalar, esta transição é de pri-
meira ordem em campo médio, como mostrado na figura 3.2a. Paraparâmetro de
ordem vetorial a transição é de segunda ordem (figura 3.2b). Oponto de Lifshitz
é umponto triplo , onde três fases se encontram.

Exemplos de sistemas que apresentam pontos de Lifshitz são sistemas magné-
ticos anisotrópicos, como o modelo ANNNI, e modelos de microemulsões.

Para obter o diagrama de fases e propriedades da nova fase modulada, vamos
considerar um modelo com(d,m) = (3, 1), ou seja um sistema em três dimensões
espaciais com uma dimensão na qual as constantes de interação são anisotrópicas.
Neste caso podemos simplificar a energia livre e considerar apenas a dimensão
perpendicular que irá apresentar uma modulação unidimensional do parâmetro de
ordem:

F =
∫

d3x
[

1

2
rφ2 +

1

4
u φ4 +

1

2
c (∇φ)2 +

1

4
d(∇2φ)2

]

, (3.3)

onde agorac = c⊥ e∇ = ∇⊥ = ∇z, onde escolhemos a direçãoz como sendo
a direção de anisotropia. Por causa dos termos nas derivadasé útil analizar esta
energia no espaço de Fourier, onde

φ̃(~q) =
∫

d3x φ(~x) e−i~q·~x (3.4)

e

φ(~x) =
∫

d3q

(2π)3
φ̃(~q) ei~q·~x (3.5)

são repectivamente a transformada e a transformada inversade Fourier do campo
φ no limite continuo. Transformando termo a termo na energia livre obtemos:

F =
1

2

∫

d3q

(2π)3
A(q) |φ̃(q)|2+u

4

∫

d3q1
(2π)3

d3q2
(2π)3

d3q3
(2π)3

φ̃(q1)φ̃(q2)φ̃(q3)φ̃(−q1−q2−q3),
(3.6)

onde

A(q) = r + c q2 +
d

2
q4. (3.7)



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 62

EnquantoA(q) > 0 a energia livre apresenta um único mínimo, correspondente
à fase paramagnética. Uma transição de segunda ordem acontece quando o mí-
nimoA0 ≡ minq{A(q)} muda de sinal ao variarT . A linha de transição é então
definida por

A0(T ) = 0 (3.8)

Na região ondec > 0 o mínimo deA(q) corresponde aq0 = 0 e valeA(q0) = r.
Por tanto, a linha de transição no plano(r, d) corresponde a usual linha para-
ferromangeto,r = 0. No entanto, quandoc < 0, existem dois mínimos simétricos
correspondentes a

q0 = ±
(

− c
d

)1/2

, (3.9)

e a linha de transição é definida por

A(q0) = r − c2

2d
= 0. (3.10)

Notar que sobre esta linhar > 0, consistente com o gráfico da figura 3.2. No
ponto de Lifshitz, ambas linhas de transição têm uma tangente comum.

Vamos analizar as fases ordenadas. A magnetização de equilíbrio,φeq corres-
ponde ao mínimo deF [φ]. Na região ondec > 0, φeq é constante e uniforme em
todo o sistema, já que estamos no caso usual da energia de Landau:

φeq = φ0 =
(

− r
u

)1/2

≈ (a/u)1/2 (T ∗ − T )1/2, (3.11)

que corresponde à fase ferromagnética.
No caso dec < 0 a minimização da energia livre de Landau (3.6) é mais

complicada porque o mínimo emA(q) não está emq = 0. Neste caso, a condição
de extremo no funcional de LandauδF/δφ = 0 leva à seguinte equação diferencial
paraφ:

d

2

∂4φ

∂z4
− c

∂2φ

∂z2
+ r φ+ u φ3 = 0, (3.12)

que deve ser resolvida e a solução que minimiza a energia livre selecionada. Esta
equação não possui solução analítica simples. No entanto, se pode obter a forma
aproximada da magnetização na região próxima da linha de transição (3.10). Lem-
brando que na transiçãoA(q0) = 0, é lógico que próximo da transição apenas mo-
dos com vetores de onda próximos deq0, |q− q0| < ǫ comǫ≪ q0, contribuam no
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perfil doφeq. Então podemos propor uma expansão de Fourier paraφeq na forma:

φκ(z) =
∫

−κ<q<κ

d3q

(2π)3
φ̃(q0 + q) ei(q0+q)z + c.c., (3.13)

comκ≪ q0. Esta expressão é equivalente a:

φκ(z) = µκ(z) e
iq0z + µ∗

κ(z) e
−iq0z, (3.14)

onde

µκ(z) =
∫

−κ<q<κ

d3q

(2π)3
φ̃(q0 + q) eiqz. (3.15)

Então reescrevendo

1

2

∫

d3q

(2π)3
A(q) |φ̃(q)|2 ≈

∫

−κ<q<κ

d3q

(2π)3
A(q0 + q) |φ̃(q0 + q)|2

≈ A(q0)
∫

−κ<q<κ

d3q

(2π)3
|φ̃(q0 + q)|2 +

1

2

(

∂2A(q)

∂q2

)

q=q0

×
∫

−κ<q<κ

d3q

(2π)3
q2 |φ̃(q0 + q)|2

=
∫

d3x



A(q0)|µκ(z)|2 + 2|c|
∣

∣

∣

∣

∣

∂µκ

∂z

∣

∣

∣

∣

∣

2


 , (3.16)

e

u

4

∫

d3q1
(2π)3

d3q2
(2π)3

d3q3
(2π)3

d3q4
(2π)3

φ̃(q1)φ̃(q2)φ̃(q3)φ̃(q4)δ(q1 + q2 + q3 + q4) =

3

2
u
∫

−κ≤q1,q2,q3≤κ

d3q1
(2π)3

d3q2
(2π)3

d3q3
(2π)3

φ̃(q0 + q1)φ̃(q0 + q2)φ̃(−q0 + q3)φ̃(−q0 − q1 − q2 − q3)

=
3

2
u
∫

d3x |µκ(z)|4 , (3.17)

o funcional de Landau (3.6) fica na forma:

F [φ] =
∫

d3x



A(q0)|µκ(z)|2 +
3

2
u |µκ(z)|4 + 2|c|

∣

∣

∣

∣

∣

∂µκ

∂z

∣

∣

∣

∣

∣

2


 . (3.18)

Esta expressão para a energia livre tem a mesma forma do modelo de Ising ferro-
magnético. O mínimo corresponde à solução homogênea, independente dez:

|µκ| =

(

−A(q0)

3u

)1/2

. (3.19)
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Notar que o resultado não depende deκ, como devia ser já que o seu valor era
arbitrário. Substituindo em (3.14) obtemos finalmente a forma da solução de equi-
líbrio:

φeq = 2φ̃(q0) cos (q0z + ψ), (3.20)

ondeψ é uma fase arbitrária ẽφ(q0) =
(

−A(q0)
3u

)1/2
.

Resumindo, vimos que o parâmetro de ordem termodinâmico muda de estru-
tura na vizinhança de um ponto de Lifshitz:

φeq =











(

− r
u

)1/2
sec > 0

2
(

−A(q0)
3u

)1/2
cos (q0z + ψ) sec < 0

(3.21)

É importante notar que a solução modulada puramente sinusoidal, ou de modo
único, é apenas uma aproximação da solução completa dada pela equação (3.12),
válida na vizinhanza da linha de transição. A medida que nos afastamos da linha
de transição outros harmônicos começam gradativamente a contribuir na solução.
Harmônicos superiores podem ser incluídos na solução de forma sistemática.

Um cálculo dos limites de estabilidade das duas soluções anteriores permite
determinar a natureza da transição de fase entre as fases ferromagnética (F) e mo-
dulada (M). No caso analizado acima, de parâmetro de ordem escalar, a transição é
de primeira ordem, enquanto que se o parâmetro de ordem for vetorial, a transição
é de segunda ordem.

3.2 Interações competitivas isotrópicas I: o modelo
de Brazovskii

Os resultados anteriores são qualitativamente corretos para sistemas com compe-
tição em uma direção e dimensões altas, tipicamented ≥ 3. Mas se queremos
estudar as transições de fase em sistemas com competição isotrópica em todas as
direções os resultados anteriores não são mais confiáveis. Assim como o espectro
de flutuações do modelo ANNNI apresenta um mínimo dominante para uma dire-
ção específica do espaço recíproco, se as interações competitivas são isotrópicas,
como por exemplo em sistemas de partículas com interações depares esferica-
mente simétricas, em sistemas coulombianos em d=3 ou em filmes magnéticos
ultrafinos com forte anisotropia perpendicular, o mínimo doespectro de flutua-
ções acontece para uma superfície completa, uma esfera em d=3 ou um círculo
em d=2, como mostra a figura 3.3.
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θ

~k1

~k2

~k3

~k4

kx

ky

Figura 3.3: Os vetores de onda presentes no termo quártico devem estar sobre
uma circunferência de raiok0 se o sistema possui interações isotrópicas. Esta
característica, por si só, determina a forma do termo quártico na expansão de
Landau, como explicado no texto.

Como a energia depende só do módulo do vetor de onda, variações do vetor
de onda sobre a esfera (círculo) não custam energia, são modos de Goldstone, e
as flutuações nessas direções são muito fortes. É possível mostrar que a dimensão
crítica inferior para estes sistemas é d=3. Em três dimensões, Brazovskii mostrou,
através de uma análise na aproximação do campo autoconsistente, que o modelo
com competição isotrópica apresenta uma transição dede primeira ordem indu-
zida por flutuaçõesao estado modulado, de listras, sendo que o cáculo a nivel de
campo médio resulta em uma transição de segunda ordem.

Para apresentar o cálculo de Brazovskii vamos primeiro reescrever a energia de
Landau do modelo com interações competitivas, convenientemente generalizado
para fazer explícita a isotropia da interação. Como foi visto na seção anterior, o
espectro de flutuações gaussianas do modelo apresenta, em uma certa região do
espaço de parâmetros, um mínimo em um vetor de onda não nuloq0, que é o
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modo relevante na vizinhanza da transição, responsável pelo surgimento de fases
moduladas. Agora o mínimo acontece para um valor fixo domódulo do vetor de
onda. Então, limitando a análise a este setor próximo da transição, podemos fazer
uma expansão do espectro de flutuações em série de Taylor, na forma:

A(q) ≈ A(q0) +
1

2

∂2A

∂q2

∣

∣

∣

∣

∣

q0

(q − q0)
2. (3.22)

Para aplicar a técnica do campo autoconsistente ao modelo deBrazovskii,
reescrevemos o funcional de Landau do modelo na forma:

HBr[φ] =
1

2

∫

ddxddx′ φ(~x)G−1
0 (~x, ~x′)φ(~x′) +

u

4

∫

ddxφ4(~x). (3.23)

A inversa da transformada de Fourier da função de correlaçãoa ordem zeroG0(~x, ~x
′)

é dada por:
G−1

0 (~q) = τ0 + (q − q0)
2 (3.24)

onde um fator proporcional aT foi absorvido na definição daG0. Separando o
parâmetro de ordem em valor médio mais flutuações, escrevemos:

φ(~x) = 〈φ(~x)〉 + ψ(~x) (3.25)

Substituindo em 3.23 e conservando termos pares nas flutuações obtemos:

HBr[ψ, 〈φ〉] =
1

2

∫

ddxddx′ ψ(~x)G−1
0 (~x, ~x′)ψ(~x′)+

u

4

∫

ddxψ4(~x)+
3u

2

∫

ddx 〈φ(~x)〉2ψ2(~x).

(3.26)
Aplicamos a aproximação auto-consistente como antes, substituindo o termo quár-
tico por6〈ψ〉2ψ2 e obtemos:

G−1(~x, ~x′) = G−1
0 (~x, ~x′) + 3u (G(~x, ~x) + 〈φ(~x)〉2)δ(~x, ~x′). (3.27)

No espaço recíproco:

G−1(~q) = G−1
0 (~q) + 3uG(~x, ~x) + 3u

∑

~p

〈φ〉~p〈φ〉−~p (3.28)

onde

G(~x, ~x) ≡ G(~x− ~x) = G(0) =
∫ ddq

(2π)d
G(~q). (3.29)
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Ainda podemos obter a equação de estado:

h(~x) =
δHBr

δ〈φ(~x)〉 , (3.30)

que da como resultado:

h(~x) =
∫

ddx′G−1
0 (~x, ~x′)〈φ(~x′)〉 + u〈φ(~x)〉3 + 3u 〈φ(~x)〉G(~x, ~x), (3.31)

ou, no espaço de Fourier (usando (3.28):

h(~q) = G−1(~q)〈φ〉~q+u
∑

~p1,~p2

〈φ〉~p1
〈φ〉~p2

〈φ〉~q−~p1−~p2
−3u 〈φ〉~q

∑

~p

〈φ〉~p〈φ〉−~p. (3.32)

Esta é aproximação do campo autoconsistente para o modelo deBrazovskii. Va-
mos resolver para a função de correlação. Comparando (3.24)e (3.28), propomos
para a correlação renormalizada a forma:

G−1(~q) = τ + (q − q0)
2 (3.33)

onde τ será determinado de forma autoconsistente. Antes de prosseguir com
o cálculo é interessante analizar a forma que irá adotar a função de correlação
nesta aproximação. Considerando o caso tridimensional, a transformada inversa
de (3.33) é:

G(~x, ~x′) =
4π2

r
e−r/ξ [cos (q0r) + (q0ξ) sin (q0r)] (3.34)

onder = |~x− ~x′| e ξ = τ−1/2. Notamos que as correlações dependem apenas do
módulo da distância entre pares de pontos, consistente com ocaráter isotrópico
das interações, e decai exponencialmente rápido e de forma oscilatória, com um
comprimento de correlação típico proporcional à inversa daraiz quadrada do pa-
râmtroτ . Para proceder a calcularτ de forma autoconsistente vamos supor que
os vetores de onda estão restritos a uma fina camada em torno deq0, de larguraΛ,
e queξ ≫ 1/Λ. Desta forma:

G(~x, ~x) =
Ωd

(2π)d

∫ q0+Λ

q0−Λ

qd−1 dq

τ + (q − q0)2
(3.35)

ondeΩd é a superfície de uma esfera d-dimensional. Cambiando variáveis para
u = (q − q0)/

√
τ , obtemos paraτ ≪ 1:

G(~x, ~x) ≈ πqd−1
0 Ωd

(2π)d
√
τ
. (3.36)



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 68

Substituindo este resultado em (3.28) obtemos a equação autoconsistente paraτ ,
válida próxima da transição que acontece paraτ = 0:

τ = τ0 +
uΓd√
τ

+ 3u
∑

~p

〈φ〉~p〈φ〉−~p. (3.37)

ondeΓd = 3πqd−1
0 Ωd/(2π)d.

Consideremos agora duas soluções para o parâmetro de ordemφ(~x): o estado
desordenado com〈φ(~x)〉 = 0 e uma fase modulada, com〈φ(~x)〉 = 2A cos (~q0 · ~x).
Em cada caso obtemos as soluções:

τ = τ0 +
uΓd√
τ

τA = τ0 +
uΓd√
τA

+ 6uA2 (3.38)

respectivamente. Podemos determinar a amplitudeA a partir da equação de es-
tado, escolhendoh(~x) = 2h cos (~q0 · ~x) :

h = A(τA − 3uA2), (3.39)

que, para campo externo nulo da como resultado

A2 =
τA
3u
. (3.40)

Vamos simplificar a forma das equações auto-consistentes definindo uma tempe-
ratura reduzida adimensionalτ = (uΓd)

2/3. Definindo as variáveis adimensionais

ρ(A,0) ≡
τ(A,0)

(uΓd)2/3
=
τ(A,0)

τ
, (3.41)

obtemos:

ρ = ρ0 +
1√
ρ

−ρA = ρ0 +
1√
ρA

(3.42)

As soluções deste par de equações se apresentam na figura 3.4.
Notamos que existe solução desordenada para qualquer valorde ρ0, e por

tanto a fase desordenada é metaestável para qualquer temperatura. Já a solução
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Figura 3.4: Soluções das equações auto-consistentes do modelo de Brazovskii
para as fases desordenada (à esquerda) e de listras (à direita).

para a fase modulada existe apenas paraρ0 ≤ −1.89. Isto indica que a fase
de listras (modulada) é metaestável apenas para temperaturas abaixo deτ0 =
−1.89(uΓd)

2/3. Esta é atemperatura espinodalda solução de listras. Também
notamos que para ambas as soluções os valores deρ não se anulam nunca. Isto
implica que, comoξ = τ−1/2, o comprimento de correlação não diverge nunca,
e a transição entre as fases desordenada e de listras, se acontecer, deve ser de
primeira ordem. Para calcular a temperatura de transição vamos usar o seguinte
truque: vamos supor que o sistema pode transitar entre a fasedesordenada e a fase
de listras, por exemplo pela aplicação de um pequeno campo conjugadoh, que
começa e termina sendo nulo. Assim, podemos calcular a diferença de energia
livre entre as duas fases na forma:

∆F =
∫ A

0

∂F

∂A′
dA′, (3.43)

ondeA é o valor da amplitude, que começa em zero na fase desordenadae termina
no valorA no estado final de listras. Calculando a diferença de energialivre desta
forma, o ponto onde a diferença de energia livre cambie de sinal corresponderá à
temperatura da transição. Usando que:

∂F

∂A
=
∑

~p

∂F

∂〈φ〉~p
∂〈φ〉~p
∂A

= 2h, (3.44)

obtemos,

∆F =
∫ A

0
2h dA′ = 2

∫ τA

τ
h(τ ′)

∂A

∂τ ′
dτ ′ (3.45)
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ondeA(τ) e h(τ) são dadas por (3.38) e (3.39) respectivamente. Resolvendo a
integral obtemos para a diferença de energia livre:

∆F =
(uΓ4

d)
1/3

6

[

−ρ
2
A

2
− ρ2

2
−√

ρ+
√
ρA

]

. (3.46)

O comportamento da diferença de energia em função deρ0 é mostrado na figura
3.5:

Figura 3.5: Comportamento da diferença de energia livre entre as soluções desor-
denada e de listras, em função deρ0, que é proporcional à temperatura reduzida.

Notamos que paraρ0 = −2.03 a diferença de energia muda de sinal, o que
indica uma temperatura de transição dada porτ ∗0 = −2.03(uΓd)

2/3. Paraτ0 ≤ τ ∗0
a fase de listras possui menor energia livre, e portanto é a solução de equilí-
brio termodinâmico do sistema. Da definição do comprimento de correlação
ξ = τ−1/2, e usando as equações auto-consistentes, podemos obter o compor-
tamento do mesmo em função da temperatura. O resultado é mostrado na figura
3.6.

3.3 Intermezzo: a transição isotrópico-nemática en
d = 3

Na fase nemática dos cristais líquidos as moléculas orientam seus eixos de sime-
tria em torno de uma direção preferencial, mantendo no entanto a desordem nas
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Figura 3.6: Comportamento do comprimento de correlação do modelo de Bra-
zovskii para as fases desordenada (direita) e de listras (esquerda).

posições dos centros de massa, como mostra a figura 3.7.
A temperaturas altas o sistema se encontra na fase simétrica, desordenada

tanto orientacional quanto posicionalmente. A uma temperaturaTc ordem orien-
tacional aparece. Em geral a forma alongada das moléculas que formam cristais
líquidos possui simetria de reflexão entre os extremos do eixo principal. Conse-
quentemente a ordem molecular dos cristais líquidos não é representada conveni-
entemente por um vetor, como no caso dos sistemas magnéticos.

Para uma moléculaα, o vetor unitário~vα, que aponta ao longo do eixo princi-
pal da molécula na posição~xα, contribui à ordem tanto quanto a direção−~vα. De
forma análoga ao caso da ordem vetorial, onde o parâmetro de ordem tem que ter
média nula quando mediado localmente em todas as direções nafase de alta tem-
peratura, neste caso, as propriedades de simetria requeridas para a ordem nemática
são satisfeitas por um tensor de segunda ordem, simétrico e de traço nulo:

Qij(~x) =
V

N

∑

α

(vα
i v

α
j − 1

3
δij)δ(~x− ~xα), (3.47)

ondevα
i é a componentei do vetor unitário~vα associado à moléculaα. Qij são as

componentes do tensor̂Q. Como~vα é unitário, o tensor tem traço nulo:Tr Q̂ = 0.
Em um sistema de coordenadas onde o diretor global está alinhado com um

dos eixos, por exemplo o eixox, o tensor tem a forma:
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Figura 3.7: A ordem orientacional das moléculas em um cristal líquido.

〈Q̂〉 =







2
3
S 0 0
0 −1

3
S + η 0

0 0 −1
3
S − η





 . (3.48)

Seη 6= 0 o tensor ébiaxial, havendo duas direções preferenciais em lugar de
uma. A situação mais comum é com apenas uma direção preferencial, em cujo
casoη = 0. O sistema neste caso éuniaxial e podemos escrever as componentes
deQ̂ na forma:

〈Qij〉 = S
(

ninj −
1

3
δij

)

, (3.49)

onde o vetor unitário~n, chamadodiretor de Frank, define a direção do eixo prin-
cipal de〈Q̂〉. De (3.47) obtemos:

S =
1

2
〈3(~vα · ~n)2 − 1〉 =

1

2
〈(3 cos2 θα − 1)〉, (3.50)

Então podemos também definir um parâmetro de ordem orientacional escalar,
S, que é igual ao valor médio do polinômio de Legendre de ordem 2:

S = 〈P2(cos θ)〉 =

〈

(3 cos2 θα − 1)

2

〉

, (3.51)
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Vamos agora construir uma energia livre de Landau para um cristal líquido
nemático. A energia livre na fase desordenada tem que ser invariante frente a
rotações arbitrárias.̂Q se transforma como um tensor frente ao grupo de rotações.
As únicas combinações invariantes que podemos construir com o tensor são traços
de potências arbitrárias:Tr 〈Q̂〉p, p = 2, 3, . . .. O termo comp = 1 é o traço
de Q̂ que é zero por construção. Escrevendo uma expansão até quarta ordem no
tensor obtemos:

f =
1

2
r
(

3

2
Tr〈Q̂〉2

)

− w
(

9

2
Tr〈Q̂〉3

)

+ u
(

3

2
Tr〈Q̂〉2

)2

,

=
1

2
r S2 − wS3 + u S4. (3.52)

De forma geral, deveria aparecer outro termo de quarta ordem, proporcional a
Tr〈Q̂〉4. No entanto, para tensores3 × 3 de traço nulo, os dois termos quárticos
são proporcionais. Como nas análises anteriores, vamos considerarr como função
da temperatura:

r = a(T − T ∗), (3.53)

em tanto queu ew serão consideradas constantes positivas independentes datem-
peratura.

Devido ao caráter tensorial do parâmetro de ordem a energia livre possui um
termo proporcional ao cubo do tensor. Este termo era proibido no modelo de
Ising, com parâmetro de ordem escalar, devido à simetria de reflexão, ausente no
caso do tensor simétrico e de traço nulo do cristal líquido nemático. Devido ao
termo cúbico a energia livref apresenta uma asimetria respeito da origem, e um
segundo mínimo aparece a temperaturas altas, como mostra a figura 3.8.

O valor do mínimo correspondente ao estado de líquido isotrópico, ondeS =
0, tem o valorf = 0 e não varia com a temperatura. O segundo mínimo, para
S > 0, aparece a uma temperaturaT ∗∗ com um valor def > 0, e por tanto aparece
como um estado metaestável. Diminuindo mais a temperatura,uma transição de
fase acontece emTc onde o valor def passa a ser negativo para a solução com
S > 0. A condição que determina os valores na transição, no pontoT = Tc e
S = Sc, é que a energia livre de Landau e a derivada sejam nulas:

f =
(

1

2
r − wS + uS2

)

S2 = 0 (3.54)

∂f

∂S
= (r − 3wS + 4uS2)S = 0. (3.55)
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Figura 3.8: A energia livre de Landau para um cristal líquidonemático.

A solução simultânea das duas equações da:

Sc = w
2u
, rc = a(Tc − T ∗) = w2

2u
(3.56)

Notar que o valor finito deSc aparece de repente, de forma discontinua, e indica
que a transição é de primeira ordem. Podemos calcular o calorlatente de transfor-
mação associado a esta transição expandindo a energia livrena ordem mais baixa
emr − rc, lembrando quef(rc) = 0:

f =
1

2
(r − rc)S

2
c =

1

2
(r − rc)(w/2u)

2. (3.57)

A densidade de entropia na fase nemática relativa à da fase isotrópica é:

∆s = − ∂f

∂T
= −1

2
aS2

c = −1

2
a(w/2u)2. (3.58)
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O calor lantente de transformação da fase isotrópica para a nemática é então:

∆q = −Tc ∆s =
1

2
aTc (w/2u)2. (3.59)

É comum que um cristal líquido responda a um campo magnético aplicado.
Isso acontece porque as moléculas em geral são diamagnéticas. A interação entre
as moléculas e o campo externoH é da forma quadrupolar, porque elas não têm
momento dipolar importante:

Hext = −
∫

ddxχaQijHiHj ,

= −
∫

ddx
2

3
χah

2S, (3.60)

ondeχa é a diferença da susceptibilidade de uma molécula para as direções para-
lela e perpendicular ao eixo maior da mesma.~H é o campo magnético externo na
direção do diretor~n. Por tantoh = (2/3)χaH

2 é o campo conjugado do parâme-
tro de ordemS. Podemos agora calcular a susceptibilidade a partir de equação de
estado como nos modelos anteriores:

χ =
∂S

∂h
= (r − 6wS + 12uS2)−1. (3.61)

Como na fase isotrópicaS = 0, vemos que a susceptibilidade diverge paraT =
T ∗. ComoTc > T ∗, a transição comparece antes a medida que se baixa a tempe-
ratura desde a fase isotrópica. EnquantoT > T ∗ a fase isotrópica é localmente
estável e o sistema tem que sofrer uma flutuação importante para sofrer a transi-
ção de fase. No entanto, ao arrivar aT ∗ a solução isotrópica se torna instável, a
energia livre de Landau emS = 0 muda de curvatura e perde a convexidade. O
significado físico deT ∗ então é o de umlimite de metaestabilidade.

Quando o sistema é aquecido desde a fase nemática acontece umfenômeno
semelhante: a solução nemática, comS 6= 0 permanece localmente estável até
uma temperaturaT ∗∗ > Tc. T ∗∗ representa um limite de metaestabilidade da fase
nemática. A partir da solução nemática comS > 0 dada pela equação de estado
3.55, podemos determinarT ∗∗ no ponto em queχ diverge. Obtemos:

r∗∗ = a(T ∗∗ − T ∗) =
9w2

16u
(3.62)

O fato dos limites de estabilidade serem diferentes da temperatura de tran-
sição indica que é necessária uma flutuação para que a transição de fase acon-
teça, mesmo quando a energia livre tenha mudado de mínimo global. Por isto,
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nas transições de primeira ordem, a transição real ocorreráa uma temperatura
T ∗ < T < TC . A temperatura onde a transição ocorrerá no sistema real depende
nestes casos de condições externas, como a velocidade de resfriamento do sistema
ou a capacidade para evitar flutuações importantes. O tamanho das flutuações re-
queridas para que aconteça a transição de fase, uma vez queT < TC , depende do
valor da temperatura, e será menor quanto mais próximo o sistema se encontar do
limite de metaestabilidade.

É importante lembrar que a expansão de Landau em potências doparâmetro de
ordem não é justificada em uma transição de primeira ordem, jáque o parâmetro
de ordem não é arbitrariamente pequeno na sua vizinhança. Noentanto, as pre-
dições qualitativas geralmente são aceitáveis. Para obterpredições quantitativas
devemos recorrer a técnicas mais refinadas.

3.4 Ordem nemática de paredes de domínio em fil-
mes bidimensionais

Queremos agora descrever o aparecimento de ordem orientacional nas paredes de
domínio de um sistema bidimensional, como exemplificado na figura 3.9.

Paredes de domínio são observadas nas transições entre valores positivos e ne-
gativos do parâmetro de ordem. Para quantificar o grau de orientação das paredes
de domínio podemos definir ocampo diretor, que é essencialmente o gradiente do
parâmetro de ordem:

N(~x) ≡ ∇φ(~x) = (∂xφ, ∂yφ) (3.63)

Assim definido, o diretor é um vetor que caracteriza um campo vetorial na superfí-
cie de um sistema bidimensional. Mas não é este exatamente o tipo de ordem que
queremos caracterizar. É claro da figura 3.10 que a ordem orientacional não pode
depender da direções acima-abaixo, ou esquerda-direita, as duas direções perpen-
diculares a uma parede de domínio são equivalentes, de formasemelhante ao que
vimos na seção anterior sobre ordem nemática das moléculas em cristais líquidos.
Uma forma de incorporar esta simetria é definir um parâmetro de ordem tensorial,
semelhante ao tensor nemático introduzido como parâmetro de ordem em cristais
líquidos. Em termos do vetor gradiente da densidadeφ, o tensor parâmetro de
ordem local pode ser definido na forma:

Qij(~x) ≡ φ(~x)
(

∂i∂j −
1

2
∂2δij

)

φ(~x), (3.64)
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Figura 3.9: Simulação computacional da evolução de domínios magnéticos com
temperatura em um ferromagneto de Heisenberg com anisotropia perpendicular e
interações dipolares competitivas.

ondei, j = {x, y}. Este tensor, da mesma forma que o tensor de cristais líqui-
dos, é simétrico e de traço nulo, e em duas dimensões espaciais tem apenas dois
elementos independentes, que representam essencialmentea orientação média das
paredes de domínio e a intensidade da ordem orientacional.

Para ganhar um pouco de intuição física sobre a natureza deste parâmetro de
ordem é conveniente expressar ele no espaço recíproco. Introduzindo as transfor-
madas de Fourier:

Q̃ij(~k) =
∫

d2xQij(~x) e
−i~k·~x Qij(~x) =

∫ d2k

(2π)2
Q̃ij(~k) e

i~k·~x, (3.65)

obtemos

Q̃ij(~k
′) =

∫

d2k
(

kikj −
1

2
k2δij

)

φ̃(~k)φ̃(~k′ − ~k) (3.66)

O valor médio do parâmetro global é dado por:

〈Qij〉 = 〈
∫

d2x Qij(~x)〉 = 〈Q̃ij(~k
′ = 0)〉
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Figura 3.10: Representação esquemática de uma fase de listras com uma disloca-
ção. As setas indicam o campo diretor, que é uma medida local da orientação das
paredes de domínio.

=
∫

d2k
(

kikj −
1

2
k2δij

)

〈φ̃(~k)φ̃(−~k)〉 (3.67)

Escolhendo o eixo x como eixo principal, o único elemento relevante do tensor é
dado por:

〈Qxx〉 =
∫

d2k k2 cos (2θ)C(~k) (3.68)

ondekx = k cos θ, ky = k sin θ eC(~k) é o fator de estrutura do sistema. Escrito
nesta forma, o parâmetro de ordem orientacional quantifica ograu de anisotropia
do padrão de domínios. Em um sistema completamente isotrópico, por exemplo
em uma fase líquida ou com um mosaico de domínios orientados em forma alea-
tória, a isotropia no fator de estrutura irá se refletir em um valor nulo do parâmetro
de ordem orientacional. Isto está ilustrado na figura 3.11.

As três figuras representam o fator de estrutura de um modelo para filmes
magnéticos ultrafinos com forte anisotropia perpendicular, que possui interações
de curto alcance ferromagnéticas e interações dipolares (de longo alcance) compe-
titivas (ver [9]). A figura de cima mostra o fator de estruturapara uma temperatura
muito baixa, na qual a fase de equilíbrio do sistema apresenta listras de magneti-
zação alternadamente para cima e para baixo, com alto grau deordem posicional e
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Figura 3.11: Fator de estrutura de um modelo com interações competitivas de
troca e dipolar em duas dimensões para três temperaturas diferentes. As figuras,
de cima para baixo, são características das fases de listras, nemática e isotrópica,
respectivamente.
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orientacional. Esta corresponde a uma ordem antiferromagnética unidimensional.
C(~k) apresenta dois picos muito estreitos para um vetor de onda que corresponde
ao comprimento de modulação das listras. A segunda figura corresponde a uma
temperatura maior. Os dois picos estão consideravelmente alargados e a ordem
posicional foi destruída. No entanto, ainda persiste um certo grau de ordem ori-
entacional, que é confirmado pelo valor relativamente alto do parâmetro de ordem
tensorial〈Q〉 ≈ 0.8. Esta temperatura corresponde a uma fase tipo nemática.
A terceira figura mostra um fator de estrutura que é praticamente invariante por
rotações no plano. Esta isotropia reflete a ausência de ordemorientacional e cor-
responde a uma fase desordenada de alta temperatura.

3.5 Interações competitivas isotrópicas II: ordem ne-
mática no modelo de Brazovskii

Para analizar os efeitos das flutuações sobre a circunferência de módulok0 no
espaço de Fourier vamos considerar novamente a parte gaussiana do funcional de
Brazovskii (3.23), que no espaço recíproco se pode escreverna forma:

H0 =
∫

Λ

d2k

(2π)2
φ(~k)

(

τ0 + (k − k0)
2 + . . .

)

φ(−~k), (3.69)

onde
∫

Λ d
2k ≡ ∫ 2π

0 dθ
∫ k0+Λ
k0−Λ dk k e Λ ∼ √

τ0 é um “cutoff” que limita os vetores
de onda a uma casca no entorno dek0. Agora vamos aplicar uma transformação de
escala no espaço de momentos, uma espécie de decimação de modos rápidos, que
permite acompanhar o comportamento qualitativo do sistemaem escalas que se
aproximam dek0. Este processo corresponde a uma transformação do Grupo de
Renormalização (TGR) no espaço de Fourier. Para isto definimos a distância no
espaço recíproco até a esfera de raiok0, q = k − k0 e reduzimos o valor do cutoff
paraΛ/s, sendos > 1 um fator de escala. Uma TGR corresponde a integrar nos
modos rápidos,Λ/s < q < Λ, e rescalar os campos e momentos. Assim obtemos
o sistema renormalizado na escalas. Uma transformação que mantém invariante
o termo gaussiano (cinético) é:

Λ′ = Λ/s,

q′ = s q, (3.70)

φ′(q′) = s−3/2 φ(q)
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Estas transformações levam a algumas conclusões completamente diferentes
do comportamento de sistemas onde o modo dominante é~k0 = 0. Primeiramente,
notamos que as transformações (3.70)são independentes da dimensão espacial.
No caso ferromagnético a transformação dos campos que mantém invariante o
termo cinético é da formaφ′(q′) = s−(d+2)/2φ(q), o que determina as dimensões
críticas do sistema.

Aplicando as transformações (3.70) ao termoτ0|φ|2 em (3.69) vemos que este
termo é relevante. Na teoria da transição paramagnética-ferromagnética o termo
quártico, proporcional au é irrelevante, e por tanto, as propriedades críticas do sis-
tema são governadas pelo termo quadrático. Vamos ver que no presente caso isso
não é mais assim. Consideremos o termo quártico, que no espaço de momentos
pode ser escrito na forma:

Hint =
∫

Λ

d2k1

(2π)2

d2k2

(2π)2

d2k3

(2π)2

d2k4

(2π)2
u(~k1, ~k2, ~k3, ~k4) φ(~k1)φ(~k2)φ(~k3)φ(~k4) δ(~k1+~k2+~k3+~k4).

(3.71)
Cambiando variáveisqi = ki − k0i, com i = 1 . . . 4, e rescalando os momentos
com (3.70) obtemos:

u′(q′1, q
′
2, q

′
3, q

′
4) = s3 u(q′1/s, q

′
2/s, q

′
3/s, q

′
4/s) (3.72)

No modelo de Brazovskii o termo de interação quartica foi considerado constante,
ou sejau(~k1, ~k2, ~k3, ~k4) = u0, e notamos que ele é relevante. Mas a análise ante-
rior nos diz que a interaçãou é uma função deqi e que esses termos são relevantes
para as propriedades críticas do sistema. Podemos simplificar consideravelmente
a análise assumindo que os vetores de onda estão confinados uma fina camada de
raio≃ k0. Desta forma, a funçãou(~k1, ~k2, ~k3, ~k4) dependerá efetivamente apenas
dos ângulos dos vetores, ou seja,u ≡ u(θ1, θ2, θ3, θ4) (ver figura 3.3). Ainda:

• Conservação do momento reduz o número de ângulos independentes a três.

• Como os vetores momento devem estar sobre o círculo de raiok0, uma
vez que fixamos dois dos vetores, os outros dois ficam automaticamente
determinados, caso contrário violariam a conservação do momento.

• Como o sistema possui invariância rotacional sobre o círculo, a interação
só pode depender da diferença dos ângulos:u(θ1, θ2, θ1 + π, θ2 + π) =
u(θ1 − θ2) = u(θ).

• Finalmente, a invariância frente a permutações dos quatro momentos im-
plica uma simetria frente a rotações da formau(θ) = u(θ + π).
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Assim, a interaçãou(~k1, ~k2, ~k3, ~k4) sendo função apenas de um ângulo com peri-
odicidadeπ, podemos expandi-la em série de Fourier:

u(θ) = u0 + u2 cos(2θ) + u4 cos(4θ) + . . . (3.73)

Nesta expressão identificamos o termo constanteu0 correspondente ao modelo de
Brazovskiie uma série infinita de acoplamentos relevantes, associados a diferen-
tes simetrias do ânguloθ. Do ponto de vista do Grupo de Renormalização este é
um comportamente complexo e a sua solução ainda é um problemaem aberto.

O que podemos fazer para avançar, mesmo renunciando a obter uma descrição
formalmente correta, é considerar apenas alguns termos na expansão de Fourier.
Brazovskii considerou o primeiro, o termo constante, que leva a uma transição
entre a fase isotrópica e uma fase de listras, de primeira ordem induzida por flutu-
ações, como já vimos. Vamos então considerar os efeitos do segundo termo, que
possui uma simetria nemática [10].

Generalizando o que vimos nas seções anteriores, podemos escrever uma ener-
gia de Landau para o parâmetro de orden nemático na forma:

Hint =
1

4

∫

d2x
{

u0 φ
4(~x) + u2 Tr Q̂(~x)2

}

, (3.74)

ondeQ(~x) é definido em (3.64). Na aproximação do campo auto-consistente
fazemos:

φ4 → 6φ2〈φ2〉 (3.75)

e

Tr Q̂(~x)2 → Tr
{

φ
(

∂i∂j −
1

2
∂2δij

)

φ 〈Q̂ij(~x)〉
}

(3.76)

onde os valores médios devem ser determinados de forma auto-consistente. Va-
mos considerar o parâmetro nemático como sendo constante, então a aproximação
corresponde ao campo auto-consistente na variávelφ e campo médio na variável
Q. Notar que nesta aproximação a teoria é gaussiana, e por tanto, solúvel.

De forma equivalente podemos expressar a energia no espaço recíproco:

Hint =
1

4

∫

d2k1

(2π)2

d2k2

(2π)2

d2k3

(2π)2

d2k4

(2π)2

[

u0 + u2

(

kikj −
k2

2
δij

)

2

(

kikj −
k2

2
δij

)

4

]

φ(~k1)φ(~k2)φ(~k3)φ(~k4) δ(~k1 + ~k2 + ~k3 + ~k4), (3.77)

onde os subíndicesi, j indicam direções espaciaisx, y, e os subíndices numéricos
indicam vetores de onda. Após aplicar a aproximação obtemos, para o termo



Daniel A. Stariolo - FAMAF - 2010 83

nemático:

Hnematic =
3u2

2

∫

d2k1

(2π)2

d2k2

(2π)2
φ(~k1)φ(~k2)

(

kikj −
k2

2
δij

)

2

δ(k1 + k2)

∫ d2k3

(2π)2
C(k3)

(

kikj −
k2

2
δij

)

3

(3.78)

Na integral da segunda linha da energia nemática reconhecemos a parâmetro
de ordem termodinâmicoQij definido em (3.67) e (3.68). Agora escolhendo a
direção do tensor (diretor)Q ao longo de um dos eixos principais, os únicos ele-
mentos não nulos serãoQxx = −Qyy = α. Contraindo (calculando o traço) com
o tensorkikj − k2

2
δij obtemos:

Qij

(

kikj −
k2

2
δij

)

= α k2 cos (2θ), (3.79)

ondeθ é o ângulo entre o vetor de onda e o diretor. Notamos que, parak ≈ k0 a
forma do termo nemático da energia corresponde a que obtivemos antes a partir
de uma análise considerando apenas aspectos de simetria.

Então podemos escrever a energia total na aproximação auto-consistente na
forma:

HHartree =
1

2

∫ d2k

(2π)2
φ(~k)

(

β−1C−1(~k)
)

φ(−~k), (3.80)

com a função de correlação dada por:

β−1C−1(~k) = τ + (k − k0)
2 + k2 cos(2θ)(αu2 + α3 γ). (3.81)

Nesta expressão acrescentamos um termo proporcional aα4, necessário para ga-
rantir estabilidade da fase nemática, de forma semelhante ao que fazemos com o
modelo de campo escalar na teoria de Landau. Os parâmetros deordem são dados
por:

τ = τ0 + u0

∫

d2k

(2π)2
C(~k) (3.82)

e

α =
1

2

∫

d2k

(2π)2
k2 cos(2θ) C(~k) (3.83)

As equações (3.81), (3.82) e (3.83) devem ser resolvidas de forma auto-consistente.
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Definindos ≡ τ+(k−k0)2

k2(αu2+α3γ)
e usando a expansão:

∫ 2π

0
dθ

cos (2θ)

s+ cos (2θ)
≈ − π

s2

(

1 +
3

4

1

s2
+ . . .

)

, |s| ≫ 1 (3.84)

obtemos uma expressão algébrica para o parâmetroα(T ) até ordemα3:

α
{

(γa1 + 3/4 u3
2 a2)α

2 + (u2 a1 + 4π/T )
}

= 0, (3.85)

ondea1 > 0 e a2 > 0 são constantes. Notamos queα = 0 sempre é solução.
Introduzindo variáveis adimensionais:

α → α̃ T 2

u2 → ũ2

T
(3.86)

γ → γ̃

T 5

a1 → ā1

T

a2 → ā2

T 3
,

as outras soluções são dadas por:

α̃2 = − ũ2ā1 + 4πT

γ̃ā1 + 3/4 ũ3
2ā2

(3.87)

Então

• Seũ2 > 0 ⇒ a única solução éα = 0.

• Seũ2 < 0 ⇒ existe uma solução não trivial.

A temperatura crítica é dada por:

Tc =
|ũ2|ā1

4π
. (3.88)

Voltando a (3.87) e restituindo as dimensões obtemos para o parâmetro de ordem
próximo deTc o comportamento:

α̃(T ) = C
(

1 − T

Tc

)1/2

, (3.89)
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ondeC é uma constante.
A conclusão é que, na aproximação do campo autoconsistente,o modelo de

Brazovskii extendido com o termo nemático apresenta uma transição de fase
isotrópico-nemática, de segunda ordem, com expoentes críticos de campo médio
[10]. Lembrar que do ponto de vista do parâmetro de ordem nemático a aproxi-
mação corresponde a fazer um campo médio, por isso o resultado dos expoentes.
Como acontece com modelos em duas dimensões espaciais onde existe uma sime-
tria continua, esperamos que flutuações transversais em torno da solução de campo
médio instabilizem a solução e destruam a ordem de longo alcance. É possível
mostrar que a inclusão de flutuações gaussianas nos ângulos são tão severas que
a solução modulada de Brazovskii é instável e a correspondente temperatura crí-
tica é zero para este modelo no continuo com interações isotrópicas. No entanto,
as mesmas flutuações que destroem a ordem posicional de listras, transformam
a transição de fase isotrópico-nemática em um transição na classe de universali-
dade de Kosterlitz-Thouless [11]. Por tanto a fase de baixa temperatura apresenta
correlações espaciais que decaem com uma potência da distância, ou seja, o sis-
tema apresenta ordem de quasi-longo alcance. Como acontecena transição KT no
modelo de spins XY, esperamos que a transição de fase seja mediada por defeitos
topológicos, que são vórtices no caso do modelo XY e são dislocações no presente
modelo.
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Lista de problemas

1. (Pablo) Considere un sistema bidimensional de volumenV = L2 con cor-
relaciones espaciales de la forma:

G(~x, ~x′) = exp (−λ|~x− ~x′|),

donde~x = (x, y).

• Sea~k = (kx, ky). Calcule el factor de estructuraG(~k) paraL ≫ λ−1

y muestre queG(~k) → 0 cuandoλ→ ∞.

• Considere ahora una onda de densidad en la direcciónx. Suponga que
las correlaciones ahora son de la forma:

G(~x, ~x′) = exp (−λ|x− x′|) cos k0x,

dondek0 es el vector de onda de la modulación. Calcule el factor de
estructura y muestre que cuandoL→ ∞ conλ ∼ 1/L:

G(~k) =
1

2
δky ,0 (δkx,k0

+ δkx,−k0
).

En este límite el sistema está formado por una serie de fajas paralelas
al ejey, con longitud de onda en la direcciónx igual a2π/k0.

2. (Daniel) Considere un sistema de rotores clásicos confinados en el plano
XY. Para cuantificar el grado de orden angular de los rotores se puede definir
un parametro de orden complejo:

S(x) = S0(T ) ei2θ(x).

Note que este parametro posee simetría nemáticaθ → θ + π.

• Escriba una energia libre de Landau para este modelo incluyendo un
término de fluctuaciones (semejante a lo visto en el modelo O(n)).

• Calcule la susceptibilidad y las correlaciones conectadasde dos puntos
en el espacio realG(~x, ~x′) = Tχ(~x, ~x′) y describa su comportamiento.
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• A partir de las correspondientes transformadas de Fourier describa de
forma cualitativa el efecto de los modos transversales sobre la estabi-
lidad del sistema.

3. (Juan) Considere el modelo de Ising:

H = −1

2

∑

i6=j

JijSiSj −
∑

i

hiSi

dondeJij = J > 0 si i y j son vecinos próximos y cero en caso contrário.

Dada la identidad:

∫ ∞

−∞

N
∏

i=1

(

dxi√
2π

)

exp
(

−1

2
xiAijxj + xiBi

)

=
1√
detA

e
1

2
Bi(A−1)ijBj

dondeA es una matriz simétrica real y positiva, yB es un vector arbitrário:

• Aplique la identidad anterior, identificandoA−1
ij = Jij y Bi = Si y

muestre que:

Z =
∫ ∞

−∞

(

N
∏

i=1

dΨi

)

e−β S[Ψi,hi,Jij ]

donde

S =
1

2
(Ψi − hi)J

−1
ij (Ψj − hj) −

1

β

∑

i

log (2 coshβΨi).

La función de partición está ahora escrita en forma de una integral
funcional.

• Asuma que se puede aproximarZ por el término de mayor peso en
la integral funcional:Z ≈ exp {−βS[Ψi]}, dondeΨi es el valor del
campoΨi que minimizaS. Encuentre la equación que satisfaceΨi y
muestre que la magnetización en el sítioi:

mi ≡ 〈Si〉 = −∂F/∂hi ≈ −∂S/∂hi

es dada pormi = tanhβΨi. Encuentrehi[mj ].
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• SeaS el valor deS enΨi = Ψi. La aproximación de campo medio
corresponde a considerar la energia libre como siendoF ≈ S. Mues-
tre que:

S[mi] =
1

2

∑

ij

Jijmimj −
1

β

∑

i

log





2
√

1 −m2
i



.

Este resultado es el mismo de la aproximación de Bragg-Williams.

4. (Nirvana) Considere una película bidimensional de moléculas alargadas,
llamadas “nematógenos”. En dos dimensiones el parámetro deorden nemá-
tico puede ser representado por un número complejo:

Q = α ei2θ

dondeθ es el angulo formado por el eje mayor de la molécula en relación a
una dirección arbitraria en2d, y α es el módulo del parámetro de orden.

• Escriba una energia libre de Landau, real y analítica, para la transi-
ción isotrópico-nemática en2d en términos del parámetro de orden
homogéneoQ.
De forma equivalente, el parámetro de orden puede ser representado
por un tensor simétrico de traza nula, eligiendo como componentes:

Re(Q) = α cos(2θ) ≡ Qxx

Im(Q) = α sin(2θ) ≡ Qxy

• Escriba la energia de Landau en términos del parámetro de orden ten-
sorial y muestre que es equivalente a la representación con parámetro
complejo. Compare con la teoria para un sistema en3d: cual es la
diferencia ?

• Considerando una posible dependencia espacial del parámetro com-
plejo apenas en el ánguloθ → θ(~x), generalize el primer item in-
cluyendo un término de fluctuaciones del tipo:

c

2

∫

d2x ~∇Q · ~∇Q∗

dondeQ∗(~x) es el complejo conjugado del parámetroQ. Muestre que
la dependencia espacial es de la forma

∫

d2x
(

~∇θ(~x)
)2
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Esta forma es igual a la energia del modelo de espines XY en el lí-
mite continuo, que lleva a una transición de fase del tipo Kosterlitz-
Thouless.

• Calcular las funciones de correlación del parámetro de orden. Mos-
trar que las fluctuaciones espaciales del anguloθ divergen logaritmi-
camente con la distancia end = 2.

5. (Ezequiel)El modelo ANNNI en d dimensiones es definido por el Hamil-
toniano:

H = −J1

∑

nn

σi σj − J2

∑

nnn

σi σi±2êz (3.90)

donde {i = 1 . . . N} indica los sítios de una red cubica simple d-dimensional,
êz es un vector unitário en la direcciónz, σi = ±1, J1 > 0 y J2 < 0.

• Usando una transformada discreta de Fourier (ver Binney o Chaikin)
obtenga la expresión para la interacciónJ̃(~k) en el espacio recíproco.

• Expandir el resultado en serie de Taylor hasta orden cuarto en cadaki,
dondei = 1 . . . d. Que simetrias, del parametro de orden y espaciales,
posee la interacción hasta este orden ? Y en el caso ferromagnético
puro,J2 = 0 ?

• Mostrar que existe una región en el espacio de parámetros(J1, J2)
donde el término cuadrático enkz se torna negativo. Esto indica la
presencia de un punto de Lifshitz.

• Escribir la energia libre del modelo en la aproximación de Bragg-
Williams y describir las posibles transiciones de fase.

6. (Marianela) Considere el modelo de Ising:

H = −1

2

∑

i6=j

JijSiSj −
∑

i

hiSi

dondeJij = J > 0 si i y j son vecinos próximos y cero en caso contrário.

Dada la identidad:

∫ ∞

−∞

N
∏

i=1

(

dxi√
2π

)

exp
(

−1

2
xiAijxj + xiBi

)

=
1√
detA

e
1

2
Bi(A

−1)ijBj

dondeA es una matriz simétrica real y positiva, yB es un vector arbitrário:
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• Aplique la identidad anterior, identificandoA−1
ij = Jij y Bi = Si y

muestre que:

Z =
∫ ∞

−∞

(

N
∏

i=1

dΨi

)

e−β S[Ψi,hi,Jij ]

donde

S =
1

2
(Ψi − hi)J

−1
ij (Ψj − hj) −

1

β

∑

i

log (2 coshβΨi).

La función de partición está ahora escrita en forma de una integral
funcional.

• Defina el cambio de variablesφi =
∑

j(J
−1)ijψj. Usando la expresión

para el operador Laplaciano en la red:

∇2f(~x) =
∑

~δ

f(~x+ ~δ) − 2d f(~x)

donde
∑

δ significa la suma en los vecinos próximos al sitio~x y f
es una función real de la posición, reescriba la acciónS en el límite
continuo.

• Obtenga el Hamiltoniano efectivo del sistema (funcional deLandau-
Ginzburg), expandiendoS[φi, hi, Jij] hasta orden cuarto enφ(~x) e
identifique las constantes fenomenológicas del funcional de Landau
con las constantes microscópicas del modelo en la red.
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Duración del curso: dos meses con dos clases por semana. Una evalua-
ción de contenidos será realizada al final del curso.

Carga horária total: 30 horas.

Prerequisitios: Termodinámica y Física Estadística a nivel de graduación
(Licenciatura).


