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Motivacién (1)

En la tesis reciente de Claudio J. Bonin —Estudio de Cuasi -
invariantes dipolares en cristales liquidos termotrépicos por
coherencias cudnticas multiples en resonancia magnética nuclear
[Tesis de doctorado en Fisica presentada a FaMAf en marzo de
2011]- se analizan espectros de RMN de protones
(intramoleculares) de cristales liquidos (en fase nemdtica). El
desarrollo del Hamiltoniano (dipolar) relevante que involucra entre
8 y 10 protones, en operadores tensoriales esféricos irreducibles
juega un papel importante permitiendo clasificar e identificar las
llamadas coherencias y formular estados especiales llamados
cuasi-invariantes que se comportan como estados de
cuasi-equilibrio térmico. En un modelo tedrico para 4 protones
Bonin presenta y utiliza una base de operadores tensoriales
esféricos irreducibles que consta de: 14 escalares, 28 operadores
vectoriales (o de rango 1), 20 operadores de rango 2, 7 de rango 3
y uno de rango 4.



Motivacién (fin)

Son en total:
14x1428x3+20x5+7x7+1x9=256=(24)?=28

operadores que forman una base ortogonal del espacio de las
observables de 4 espines 1/2 acoplados.

iPodemos “entender” estos nimeros haciendo simplemente teoria
del grupo de rotaciones? jCuan arbitraria es la eleccién de esta
base? ;Que pasa en el caso de idénticos espines 1 (o si lo necesita
71/2)? Estas son algunas de las preguntas que me surgieron al leer
la tesis y que contesto en lo que sigue.

Por algiin extraiio motivo este ejercico elemental de la teoria de
representaciones del grupo de rotaciones no parece haber
encontrado su lugar en la bibliografia candnica de la RMN.
Tampoco de la mecanica cudntica. En dltima instancia, el ejercicio
conduce a un algoritmo (proceso automatico) que construye una
base de operadores tensoriales esféricos irreducibles. Este algoritmo
es el que uso Bonin jsin hacer teoria de grupos!



Representaciones unitarias proyectivas

Grupo G y mapa de G en los unitarios de un espacio de Hilbert H
(llamado espacio de representacién), g — U(g). Se habla de
representacién vectorial o representacion a secas si

U(g)U(h) = U(gh), g,heG.

La representacién se dice proyectiva si hay mapa o de G X G en
los complejos de médulo 1 tal que

U(g)U(h) =0o(g,h)U(gh), g,heG.

En mecdnica cuantica interesan los rayos o subespacios
unidimensionales en H ya que estos estan en correspondencia con
los estados puros. Entonces, para ¢ € H con ||¢] =1,
U(g)U(h)Y y U(gh)iy representan el mismo estado.



Reducibilidad

La representacidn unitaria proyectiva {U(g) : g € G} actuando en
‘H se dice reducible si hay un subespacio V C H no trivial

({0} #V # H) e invariante U(g)V C V para todo g, o sea: para
todo g se tiene U(g)y € V si ¢ € V. En caso contrario —los
subespacios invariantes son solo los triviales— la representacién es
irreducible.

Para cierta clase de grupos (i.e., compactos & de Lie) toda
representacién unitaria proyectiva es completamente reducible. Hay
subespacios invariantes V,, C H, dos-a-dos ortogonales, tales que

H=EVa,

y la restriccién de U(g) a cada V, es irreducible (el indice y la
suma directa pueden ser continuos).



Representacion de Heisenberg (Observables), |

Dada una representacién unitaria proyectiva de G en el espacio de
Hilbert H podemos “levantarla” (o inducir) una representacién que
actua sobre (el espacio vectorial de) los operadores lineales de H
(escritos L£(H); las observables de la mecanica cudntica):

N(g)A=U(g)AU(g)", AecL(H).
~» Obtenemos siempre una representacién vectorial genuina ya que
N(g)N(hA = U(g)U(h)AU(h)"U(g)" = o(g, h)U(gh)A(U(g)U(h))

= o(g, h)U(gh)A(o(g, h)U(gh))"
= |o(g, h)[?U(gh)AU(gh)* = N(gh)A .



Representacién de Heisenberg (Observables), fin

~ Si el espacio de Hilbert tiene dimensién finita, £(H) tiene un
producto escalar natural

(A,B) :=tr(A*B) ,
y la representacién [1 resulta unitaria:
(N(g)A,N(g)B) = tr((U(g)AU(g)")", U(g)BU(g)")

= tr(U(g)A*U(g)"U(g)BU(g)")
= tr(U(g)A"BU(g)") = tr(U(g)"U(g)A"B) = (A, B) .

~ Ya que los mdltiplos de E, C- E := {zE : z € C} constituyen
un subespacio notrivial invariante, I1 es siempre reducible.



Rotaciones SO(3)

El grupo de rotaciones del espacio euclideo tridimensional que
dejan todas un punto fijo = SO(3) = matrices reales 3 x 3
ortogonales de determinante 1.

Representaciones proyectivas irreducibles: U1, con J=N/2, que
actuan en HUl = C¥+1, Sj j € N entonces 71Ul es equivalente a
una representacién vectorial. Si j € N+ % entonces 7l! es
genuinamente proyectiva.

7U] surge exponenciando un momento angular elemental

J = (Jx, Jy, J;) donde J, actua en HU] cumpliendo con

[Jo, J3] = i), siendo (a, 3,7) una permutacién ciclica de (x, y, z)
y (condicién de irreducibilidad) JZ + JZ + JZ = j(j + 1)E, siendo E
la identidad en HU1,



El problema de Bonin

Considere N espines 1/2. O sea el producto tensorial de N copias
de (/2

N
7/ @ 7l g ... @ 71/ actuando en Hy = ®(C2 .

n=1

N veces
Serie de Clebsch-Gordan: Si N es par esto es una representacién
vectorial equivalente a @QI:/% 7lkl; si N es impar, la representacién
es genuinamente proyectiva e equivalente a @iﬁgl)p mlk+(1/2)]
La representacion —denotada por 1y— inducida en las
correspondientes observables £(H ) es:
NMy=N1 @M ®- - ®MM4, pues L(Hn) = @X_, L(H1). En ambos

N veces
casos es vectorial. Por lo tanto:

My= P n(e. M)l

lelL.CN




Reduccién de My (1)

LEMA 1. My = #lt g 700,
LEMA 2: 7l @ 7lt] = 7lk+1] @ 7[Kl @ 7lk=1 para k =1,2,---.

TEOREMA 1: L ={0,1,2,--- , N} y n(k, N) es la solucién del
siguiente sistema recursivo:

n(N,N) =1 para todo N ;
(Inicializacién) n(0,1) = n(1,1) =1;
n(0, N+ 1) =n(0,N) + n(1,N) ;
n(k, N+1) = 2n(k, N)+n(k—1, N)+n(k+1,N), k=1,2,--- N.



Reduccién de My (I1)

N\ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 5 9 5 1 0 0 0 0 0 0 0
4 14 28 20 7 1 0 0 0 0 0 0
5 42 80 75 35 9 1 0 0 0 0 0
6 122 277 265 154 54 11 1 0 0 0 0
7 399 941 961 627 273 7 13 1 0 0 0
8 1340 3242 3490 2488 1250 440 104 15 1 0 0
9 4582 11314 12710 9716 5428 2234 663 135 17 1 0
10 15896 39920 46450 37570 22806 10559 3695 950 170 19 1




en HIW/2 o 11/ /2 g [1/2]
!
en L(HY/Y @ c(H/2) (7l @ 7]y @ (xlY & 7lo])
= [ @ 7 & [x1 @ #l)] @ [#1) @ 7] & [l @ 7l°]
1 1 1 (1]
[71 @ 7] wns (1 @ I
[ @7l aw Mo E | [wlderll] aw E
7l @ 7l e EQ E .

_— [7[-[2] sy 71-[1] fasy ﬂ_[o]] s 71-[1] fasy 7-‘-[1] ) 7[-[01



Reduccién de Ty (I11): el caso de espin 1

Ly(N)=1{0,1,2,--- ,2N}; n(2N,N)=1 ;
(Inicializacién)n(0,1) = n(1,1) = n(2,1) =1 ;

n(k, N +1) = n(k — 2, N) + 2n(k — 1, N) + 3n(k, N)
+2n(k+1,N)+n(k+2,N), k=2,--- 2N +1,
n(1, N+ 1) = n(0,N)+ 3n(1, N) +2n(2, N) + n(3, N) ,
n(0, N +1) = n(0,N) + n(1,N)+ n(2,N) .

N\ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 3 6 6 3 1 0 0 0 0 0 0
3 15 36 40 29 15 5 1 0 0 0 0
4 91 232 280 238 154 76 28 7 1 0 0
5 603 1585 2025 1890 1398 837 405 155 45 9 1




Reduccién de MMy (fin): el caso de espin s

L¢(N)={0,1,2--- ,2sN} &

n(0,1) =n(1,1)=---=n(2s,1) =1 & n(2sN,N) =1 &
relacidn de recurrencia con 4s 4+ 1 antecesores:
n(k,N+1)= ¢, | n(k —2s,N),---,n(k+2s,N)

~
4s+1

iDIVIERTASE!

Para no olvidar: 1y siempre conmuta con la representacion
del grupo de la permutaciones de N objetos Sy .



Deshojando la margarita: Operadores tensoriales
irreducibles (1)

Dada una representacién unitaria {U(g) : g € SO(3)} en un
espacio de Hilbert H, un operador tensorial esférico irreducible
(OTESI) de rango j (j € N/2) es un conjunto de 2 + 1 operadores

T ={TW e L(H): m=—j,—j+1,---,j} tal que

U(g) Z DU (g)m e TV,

l=—j

donde D[j](g)mm son los eIementos de la matriz asociada con
UVl(g) enla base {4y : k= —j,—j+1,---,j—1,j} de C¥+?
que diagonaliza al operador I3D]. O sea, l3 Vi = kibg.
Equivalentemente (Racah), si J es el momento angular asociado a

U(g),

s, TH) = mTH s e, THY = GG+ 1) = m(m £ 1) THL, .




Si quiere masitas conteste:

/Hay OTESI's semienteros?



Deshojando la margarita: Operadores tensoriales
irreducibles (1)

TEOREMA 2: Sea {U(g) : g € SO(3)} una representacién
unitaria en un espacio de Hilbert H de dimensién finita y con
representacién inducida I sobre £L(H).

1. Si T es un OTESI de rango j entonces V = in{TUl} es
invariante para 1y la restriccién de 1 a V es irreducible y
equivalente a 7Ul. Ademis, si SVl es otro OTESI tal que
V = lin{SU!} entonces hay un escalar c tal que SVl = ¢TUl

2. Si W C L(H) es un subespacio invariante para [1 tal que
MW es irreducible (y de rango ) entonces hay un OTESI Tl
tal que W = lin{TH1}.

3. Cualquier OTESI TU! es una base ortogonal de /in{TU1}.



Deshojando la margarita: Operadores tensoriales
irreducibles (I11)

Clave:
Jo(A) = [Ja, Al A€ L(H),

es autoadjunto para o = 1,2, 3.

COROLARIO: Sea V C L(Hy) un subespacio invariante para Ny
tal que Myly = 7. Médulo multiplicacién por una constante
existe un dnico OTESI Tl ¢ V' y este es automaticamente una
base ortogonal de V. Ademds, si S € V satisface [J3, S] = mS para
algin me {—¢,—{ +1,--- , £}, entonces hay un escalar z tal que
(J4)PS = le[ﬁm y (J2)IS = zT,[f],q parap=0,1,--- . {—my
g=0,1,2,--- , £+ m.



Deshojando la margarita (V)

El OTESI de rango maximo N es tnico: TV
1. Elija un S tal que [J3,S]=(N—-1)S & tr(ST,[VN_]l) =0.
Genere un TIN=1 con el Corolario. Elija un S; tal que
tr(SiThy) = tr(S; T ) =0y [45, 5] = (N - 1)51.
Genere otro TIN=1 con el Corolario. Repita n(N — 1, N) veces

2. Elija un S ortogonal a T,[\;’12 para p = N, N — 1 que cumpla
[J3,5] = (N —2)S. Repita n(N — 2, N) veces.
3. Repita el punto anterior hasta deshojar N —3, N —4, --. | 1.

4. Le quedan n(0, N) operadores escalares uno de los cuales
puede elegirse como E.



Deshojando la margarita (V)

Mucho mejor es apelar a la tabla universal de “coeficientes de
Clebsch-Gordan” para momentos angulares enteros. Entonces la
base ortogonal de OTESI's que buscamos es:

£
ZZ Z C(lr, my;bo, mo; -+ Uy, myl[4, my+mp+- - -+ my)
4 4 V4
W elle. ol
donde:

N N U S VL YAV I S



en HIW/2 o 11/ /2 g [1/2]
!
en L(HY/Y @ c(H/2) (7l @ 7]y @ (xlY & 7lo])
= [ @ 7 & [x1 @ #l)] @ [#1) @ 7] & [l @ 7l°]
1 1 1 (1]
[71 @ 7] wns (1 @ I
[ @7l aw Mo E | [wlderll] aw E
7l @ 7l e EQ E .

_— [7[-[2] sy 71-[1] fasy ﬂ_[o]] s 71-[1] fasy 7-‘-[1] ) 7[-[01
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