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el Arbol de Cayley

Caracteristicas:

- Coordinacion uniforme (excepto en la superficie)
- NO existen caminos cerrados.

de coordinacioy = 4

¥y M = 3 generaciones
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para una red regular se cumple gue para todo punto

| log( # de sitios a una distancian )
111
Nn—00 log(n)

= d

arbol de Cayley il = oo Vg > 2

Caracteristica “patologica™

I # de puntos en la superficie g — 2
1111 — =
M—o0 # total de puntos qg—1

- p.3/27



Solucion en la red de Bethe : promedios estadisticos en
la zona central de un arbol de Cayley en el limite
termodinamico.

Se construye recursivamente:

#%# e e — T#% “““ -

(¢ — 1) sub-arboles déM — 1) generaciones-
subarbol de\/ generaciones- ¢ sub-arboles dé/
generaciones- arbol de Cayley déd/ generaciones
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MOdeIO de ISIng (Eggarter - 1974)

—ﬁH: KZO};O']'—F}LZO};
(5) e

- Funcion particionZ (7T, H = 0) analitica pard’ > 0 :

1 9WmZ(T, H)
m(T,0) = lim - lim 0H |, |

- Pero para la magnetizacion en el sitio central se cumple:

mO(T, O) — <0'0> # 0sIT < TC
DondeT, es la temperatura critica de la aproximacion de Bethe:

1 q
cd — Kc = — 1
bed 2 =2
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La funcion particion

Dos funciones de particion parciales segun el sitio raiz
tengaoy = =1

/N

ZiM) no normalizadas, divergen pata — oo pero

M
B
-

Z
Z

TN —=

(M
ZM > g parall — oo
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Modelo de Ising

dondez* punto fijoestablede la relacidon de recurrencia
paraz™):
oK —h (x(M—l))q_l 1 o Kth

M)

oK —h (x(M—l))q_l 4 eK+h

y la magnetizacion en el sitio central es dada por

Po(+) = Bo(=) _ " — e (&)
Po(H) + Bo(—) &+ e (a)
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Modelo de Ising: puntos fijos

limite de estabilidad (lineal) del punto fijo :

ox’
— = 1
abs < 5 x)

es facil ver que a campo nulo:
-z* = 1 = m = 0 es siempre punto fijo, pero solo es
estable para

K < K. — Ly, 4 _ K (Bethe)
2 q—2
- ParaK > K, existen 2 puntos fijos estables < 1 =
m>0y1l/x* =m<0
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algunos problemas

para sistemas mas complicados, con puntos
multricriticos, lineas de primer y segundo orden, etc....

Como construir un diagrama de fase si no se cuenta con
la energia libre?

veremos distintas maneras presentadas en la literatura,
pero debemos usar un modelo gue presente lineas
continuas y de primer orden
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- modelos de polimeros definidos sobre rediatsi ¢e gas
models) : variaciones sobre caminatas auto-excluyentes
(condicion de volumen excluido) Memoria infinita!!!

.....

>-—e

Arbol de Cayley : NO hay caminos cerradeses facill
cumplir la condicion de volumen excluido!
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Punto multicritico: colapso de polimero lineales

Polimero en un solvente :

\

R oL
mal solvente
buen solvente
D=2. v=3/4 v=1/2

Umbral entre ambos regimenes : punto multicritico
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Punto tricritico: doble ocupacion

Un modelo de Red para describir colapsay muchog
- el polimero puede pasar hasta 2 veces por el mismo

Sitio, perono puede retrocedekrawcyk et al - PRL 2006)

w, = peso de Boltzmann si el polimero paseeces por
un sitio

@ Funcion Gran Particion
(G oo G—@
@ ®) L Ny N
ok i@ y(wi,we) = ), wi'twy?
0 donde la suma es sobre todas las
o configuraciones con puntas libres

@, solo en la superficie
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Solucién en la Red de Bethe(pr.s. & J.FStilck - PRE 2007)

en este caso se necesitan 3 funciones de particion
parciales:

de ol

idem Ising:
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Ecuaciones de recurrencia (por si a alguien le interezan)

:Ell = [(q—l)wl —+ 6((];1) ng% —+ 8(q_1) ngz} %, (1a)

ro, = 2 [(q;l) 3 + (q—l)zcg] %, (1b)

Debemos encontrar los puntos fijos de (1) y estudiar su
estabilidad
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Estudio de la estabilidad lineal de los puntos fijos

encontramos 3 puntos fijos asociados a :

- Fase no polimerizada (NP) %1, z2)* = 0 (densidad
de polimeros nula).

- Fase polimerizada “usual” (P)x1, z2)* # 0 (se
reduce al SAW paray = 0)

- Fase de doble ocupacion (DQyy. = 0; 9 # 0
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Diagrama de estabilidad para q=4
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Calculo de lineas del €' orden

a) Construccion de Maxwell : Asumiendo la existencia de una
energia libre, coma; son fugacidades> [ Inw;dp; tendra la
forma caracteristica :

D). ecc e ]
_ 2 . |
p2_ ° ™ ° —
eQe +0)1-®o+(x)20@o —
[ ] @ L

wz [6(3) w2z + 12(3) =] 22 +4(3) 73]
Yy

v (et o [5() et + 12k +4(0) 5

P2 =

<
Il
Sal ™
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Calculo de lineas del €' orden

b) Método lterativo : En diversos trabajos usan el hecho
gue las fases estan relacionadas con puntos fijos estable
entonces paritiendo de condiciones iniciales “fisicas” se
llega a la fase termodinamica correspondiente :

En nuestro caso: dadgs,,w-) Se iteran las ecuaciones

§M+”(:I:§M>, :z:éM)) — (x1, 72)*, €ntonces segun el punto

fijo sea NP, P 0 DO sera la fase del sistema.

Coincide este método con la construccion de Maxwell? :
NO; hay cambios cualitativos!!
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comparacion de ambos metodos

Diagrama de Estabilidad
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La energia libre en la red de Bethe

(Gujrati, PRL 1995 - Oliveira, Stilck y PS - PRE 2009)

Asumimos que la energia libre por sitio es la misma para
todos los sitios de una misma generacion del arbol de
Cayley, llamand®, a la de superficie para arboles tle

y M + 1 generaciones tenemos

Oy = qlg—1)" "go+q(qg—1)" Pd1+...+qdr—1+ b,

®pr1=q(g—1)"do+q(qg—1)" " d1+...+qdr + D1,

Prry1 —(@q— )Py = O+ Ov1 . 208

—
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La energia libre en la red de Bethe

1 1 Z
O = > lim ®p0 — (q—1)Pyy = —= lim ln( ]\jﬂ)

M—oo 2 M—oo ij_l
pero
. (ZM+1> D1
lim — | =
M —o0 Z]C‘Q yq 2
obtenemos:
1
Oy = ) qInD — (¢ —2)InY)|

gue es una funcion conocida @é
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Aplicaciones: modelos anisotropicos

Como definir una direccion privilegiada en la red de Bethe?
Modelo simplificado: Ya que calculamos magnitudes fisicasle
sitio central, definimos una direccion privilegiada unierdarboles
de Cayley solo en los sitios centrales

—— - ——
+F -7
I I
I
| . - T
W _| I

-

—_1 -

\

1t
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Ejemplo Ising ferromagnético “usual” intra-arbol :
L .
H = Z H(()Z) + H1

donde

Ho = K Z O'iO'j‘|‘hZO'i

<i,j> i

H1 = Hi(o}, -+ ,0%)
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Sin entrar en detalles, llegamos a una energia libre efedéwn
sistema unidimensional en presencia de un campo aleatorio:

L [€K+h + e~ (K+h) wq_l} Tk
— 1 Hy({op)+Sfo hgf el | 9, k
o5 n(Z : L kgl Y=

{op}

dondeh{’’ = h — qIn(z})/2; z3; k= 1,--- , L puede tomar los
valores

" =18l K < K, (trivial)

r] 0xs Sl K > K. (los dos puntos fijos de Ising en el arbol de
Cayley)
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en particular, a campo nulg = 1/x% = z*:

derr(h =0) = —In Z oH1({o0}) + X2, i o}
{00}

dondeh{’’ = £q1In(z*)/2.
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Ejemplo: el modelo ANNNI :

—
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Conclusiones yPerspectivas

Mostramos que el metodo iterativo NO da el
resultado correcto para lineas de primer orden.

Dimos una expresion explicita de la energia libre de
un sistema en la red de Bethe.

Definimos sistemas anisotropicos en la red de Bethe
resolver nuevos sistemas anisotropicos

aproximacion de red de Bethe para sistemas de
CapPaSpicapas: Albayrak y Yilmaz - JPC 2007).
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